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SUR LA DEFINITON LOCALE DES FONCTIONS D'ORDRE #

I. Soit E a2y ~» quelconque S=minE, a<<{b =
max F les e f e e)de E. Si, .t fermé il est néces-
sairem =’ ‘ y € presque-ferm. rare E de E est I'en-
semble ©ow et e son dérivé B sauf les extrémités a,

b qui n’appartiennent p s 4 I, Si E = E nous dirons que l'ensemble E
est presque-fermé. Nous direns qu'un sous-ensemble Y, de E est une sec-
ticn de E si ou bien il est formé par un seul poitt ou bien avec %, €E,,
%5 €E; tous les points de B appartenant a I'intervalle (x,, x,) appartien-
nent a E; ). Si deux sections de E ont au moins un point commun leur
réunion et leur intersection sont encore des sections de E. Si deux sec-
tions de E n’ont pas de points communs tout point de I'une est & gauche
de tous les points de I'autre. Dans ce cas elles sont oy bien séparées par E,
donc leur réunion n’est pas une section, ou bien sont deux sections con-
sécutives, donc leur réunion est encore une section de E.

Le voisinage Vf} d'un point x est une section de E ayant au moins
k points a gauche et au moins % points & droite de x. $'il y a seulement
¥ < k(r > 0) points de ¥ a gauche (a droite) de %, V¥ doit contenir tous
ces points et au moins 2k —# points & droite (a gauche) de x. De plus
les voisinages V¥ doivent contenir avec %, €V’ tous les points de E appar-
tenants a l'intervalle fermé (a x). II en est de méme pour les voisinages
V’Z. Dans cette définition 2 est un nombre naturel, donc si x €E on a
x €V%. Dans la suite nous ne considérons d’ailleurs que des voisinages
Vf, ott x €E. Lorsqu'on consideére plusieurs voisinages VI; ils sont pris
tous pour la méme valeur de k. 11 est alors inutile de considérer des ensem-
bles E ayant moins de 2 + 2 points.

') Dans la note VI nous avons donné une définition un peu différente de la sec-
tion. Dans cette note E était toujours fermé et nous n’avions besoin que de sec-
tions fermées de E.
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2. Deux voisinages V{f; c‘orrespondants a4 un méme point x ont au
moins 2k points communs ). Considérons maintenant un Vo1s1nage qu et
soit &, ero un point & droite de.x,. Supposons de plus que V , @ encore atu
moins s => o points a droite de x;. Considérons un Vo1s1nage V,1 de x, et
voyons combien de pomts peut-il avoir en commun avec V . On voit immé-
diatement que V,,0 V,, ont au moins min (s, &) points en commun a droite
de %. S’il y a au moins k& points de ¥ a gauche de %, V% V ont au

moins £ points communs 2 gauche de #,. Il reste a voir ce qm se passe
s'il y a seulement 7 < k points de E A gauche de xy. Dans ce cas s > zkh—v

k
et \x,, Vg, ont au moins 2k —y points communs A droite de #, et ont
el commun tmts les pomt‘: de F, a gauche de x,. Dans tous les cas on peut

affirmer que vk P V ont au moins min (s, k) + & -+ 1 points communs.
Une propriété analogue subsiste si x; < %, donc

Lemme 1. S¢ V’:ﬂ est unm voisinage d'wn point x, de B et Vil wn vot-
sinage d'wn  point x, de Vin, les ensembles Vﬁn. V‘:J ont  aw moins
min (s, &) + k -+ 1 points communs, en supposant que Viﬂ a au moins
$(=0) points @ droite de %, si xy < % ou & gauche de xy s % < X,

Corollaire I. Si If w'a aucun point compris entre %, x,, deux voisinages
Vin Vﬁl ont au moms 2k points communs.

3. Comsidérons maintenant deux voisinages VP, Vq, ? <gq, qui ne
sont pas séparées par E. Nous distinguons les quatre cas suivants:

i Vﬂ,, V§ ont au moins 2% points communs,
R 4 .

20V, V; ont 7, k <7 < 2k, points communs,
& .

39 Vy, V: ont 7, T < 7 < k, points communs,

4° Vﬁ, V"; n’ont pas de points communs.

Lorsque p = g nous sommes dans le cas 1% Pour les cas 29 39 4° il
faut donc que ;{) < g Dans le cas 2° sofent », < %, < ... < x, les polnts
communs de V,, , V . Considérons les voisinages quelconques V,1 Vzn .
V . Dans la suite

k 3 k
(I) Vzll sz;-~w Vz,

deux termes consecutifs ont au moins 2k po1nts communs, en vertu du
corollaire I. Si p coincide avec un point %;, VP , V ; ont au moins 24 points
cornmuns Dans Ie cas contraire on a p < x; ou x, < p et les ensembles
V,, , V,,1 ou V,, ; V , ont au moins 2% pomts communs Ilen est de méme pour

V CSip<g< x1 ou %, <p<gq VP, V ont au moins 2% points com-
muns et nous sommes en réalité dans le cas 1° Examinons le cas 3°

1) Ceci suffit pour nos considérations. En réalité les deux voisihages ont au moins
2k 4 1 points communs et méme toujours ume infinité si ¥ €E’,
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Soient encore x; < %, < ... < %, les points communs de Vk, VE et
1 2 4 q

soient (1) des voisinages quelconques. Les mémes considérations s’appli-
quent qu’auparavant sauf que nous pouvons affirmer seulement que

Vp , V,,1 ou V{,, ’; ont au moins & + 7 points communs, ces couples
de voisinages sont donc dans le cas 1° ou 20, Il en est de méme pour V
Sip<g=<x oux<p<y, Vﬂ,, Vq ont au moins & -+ 7 points com-
muns et nous sommes en réalité dans le cas 10 ou 20 I1 nous reste le cas
4°. Dans ce cas soit d Uextrémité droite de V? et Vd un vo1s1nage quel-
conque de d. On voit 1mmed1atement que les deux voisinages Vj,, Via
et les deux voisinages Vd, V’; sont dans le cas 1% 2° ou 3°:

I/analyse précédente nous montre qu'on peut énoncer le

Lemme II. St V’; ’ Vf , P < q sont deux voisinages qui ne sont pas sé-
parées par E, ou bien ils ont an moins 2k points communs, ou bien on peut

trouver un nombre fini de points %y, %,..., ¥m de E tels que, si V,’:’. sont des
voisinages quelconques, dans la suile
B 10N k k k
V?JV‘."‘J Vz’,v ey meyvq

dewsx termes consécutifs aient au moins 2k ;bomts COMMuUnS.

4. Attachons & chaque x €E un voisinage V,, et soit @ l'ensemble de
ces V01smages Si a, b €E la presque-fermeture E co'ncide avec la fer-
meture E de E, donc est un ensemble fermé. On peut dans ce cas appli-
quer le théoréme de Borel-Lebesgue et choisir dans € un nom-
bre fini de termes recouvrant entiérement l'ensemble E, donc a fortiori
I'ensemble E. Ces termes peuvent évidemment étre ranges dans une suite
de maniére que deux consécutifs ne soient pas séparés par E. Compte
tenant du lemme II nous en déduisons le

Lemme III. S7 a, b €X et s V est un ensemble de voisinages Vi corres-

pondants & tous les points x de B =K, on peut choisir un nombre fini de
termes dans Y,

VA Vi ampsvi

m

N ; . k k
rvecouvrant entiérement Uensemble B et deux consécutifs Vy, , Vg 8l ayant

au moins 2k points communs.

5. Une fonction f = f (¥), uniforme et définie sur un ensemble linéaire
quelconque E est dite comvexe, non-concave, polynomiale, mnon-convexe
ou concave d’ordre n sur E si 1'inégalité

(2) (%, %as ovs Fuge; [1 > 2, =, Zou<o

est satisfaite quels que soient %, %, ..., %44, €E.
Toutes ces fonctions sont des fonctions d'ordre » (Y.

1) Pour les notations et les propriétés de ces fonctions voir mes travaux anté-
rieurs. ]
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Toute ~fonction convexe, nom-comncave,... etc. d’ordre # sur E est
encore coilvexe, nom-concave,,.. etc. d’ordre # sur tout sous ensem-
ble de E.

Nous rappelons que la condition nécessaire et suffisante pour que
{, définie sur un ensemble fini ' '

(3) M << .. < Xy, mSu-+fo2 2

soit convexe, non‘concave,... ete. d’ordre #n est que l'on ait

@) [% 0 %ige oo Fpuras 1>, 2, =, <ou< o
1=1,2, ..., M —n—1

Cette propriété résulte du fait que toute différence divisée sur # 4 2
points de (3) est une moyenne arithmétique des différences divisées spé-
cifies par l'inégalité {4), donc

m—n—1

2 Fgy i = X Ai[m, %o, ..., Fitntr; ]

1=1

[Xil, X

m—n—I
Ay >0, i=1, 2, .,., m—n—1, > A; =

i=1

Siip <4y <...< 14,4, ona dailleurs surement A i, >0, A
Les A; sont indépendants de la fonction /.

De cette propriété nous déduisons, en particulier, que:

Lemme IV. Si une fonction | est convexe, non-concave,. .. ele. d'or-
dre n sur deux sections E,, By de X ayant aw moins n + I points communs
elle est convexe, non-concave,, .. etc. dordre n suy la réumion des ensem-
bles E,, E,.

Ceci résulte immédiatement de ce-qui précéde et du fait que si g, s,

©» Ou4o sONt % 4~ 2 points de la réunion de E, Eyetf, Bo ..., Botr,
7+ I points communs & E, et E,, les points a; , f§; rangés dans 'ordre
croissant jouissent de Ia propriété que # -2 points conséenutifs quel-
conques appartiennent tous & E, ou & E,.

6. Introduisons maintenant la définition suivante:

Détinition 1. La fonction f est dite localement convexe, mon-concave,
«o.oebe. dovdre mosur B si @ tout x € corvespond un voisinage VX oi la
fonction est convexe, non-concave, ... elc. d'ovdrve n.

Nous supposons toujours # 2 I. Pour que la définition précédente
ait un sens précis il faut que E ait au moins # + 2 points et que I'on ait
2k >n + 1. La plus petite valeur de % qu'on peut ainsi admettre est

in_l_z—n—x >0.

donc [ﬂ - 2] , en désignant, comme d’habifude, par [a] le plus grand
2

entier compris dans q.

_lf
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Nous avons maintenant la propriété suivante:

Théoreme I. Toute fonction localement convexe, won-comcave. .., elc.

) 3 P+ 2 J Do i .

d'ordre n sur B, avec k — , est convexe, Hon-concave,. .. etc. d’or-
2

dre n sur E.

II suffit de démontrer la propriété pour une section de E contenant
ses extrémités. La propriété résulte alors des lemmes III et IV. Dans
le cas d'un intervalle les voisinages peuvent étre pris au sens ordinarie
et la propriété a été donnée alors pour # =1 par M, J. Blaquier?®),

On peut facilement voir que la considération de la presque-ferme-
ture I dans la définition T est essentielle. Si dans cette définition on rem-
place I'hypothése %€ E par I'hypothése moins restrictive # € E, le théo-
réme I peut ne pas étre vrai pour un ensemble qui n'est pas presque-
fermé. Par exemple la fonction

x, 0<% <1,

o= |

X—I,I<x<2
est bien localement polynomiale de tout ordre # > I avec la nouvelle
définition (pour un k quelconque), mais n’est pas d’ordre % sur son en-
semble de définition.

On pourrait encore chercher si on ne peut pas améliorer la propriété

par une définition plus restrictive du voisinage. On peut facilement voir
que si # est pair il suffit de considérer des voisinage ayant au moins

7+ 2

# -+ I points différents de x et ayant tous au moins points d’une

A Apz I ) I Nz
meéme c6té de x et au moins —~ points de l'autre cHté de .
2

7- On peut aussi imposer & un voisinage d’autres conditions entre-
nant la convexité, On peut dire, par exemple, que f a localement une
droite d’appui si, quel que soit le point x, de E, différent d’une extrémité
a, b, il existe un voisinage V} et wune droite non-vérticale A .passant
par le point (x,, f(x,)) laissant la courbe y = f (%) non au-dessous de A
pour x €V,. On a alors le

Théoréme II. Toute fonction [, définie et continue sur 'ensemble presque-
fermé X, et ayant localement une dyoite d'appui, est non-concave d’ovdre
I sur E.

La démonstration résulte des faits que toute fonction non-concave
d’ordre 1 a localement une droite d'appui et que cette propriété n’est
pas vraie pour une fonction qui n’est pas non-concave d’ordre 1. En

N J. Blaquier, Sobve dos condiciones cavatevisticas de las functiones convexas,
Atti Congresso Bologna, 2, 349—353 (1930).
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effet, dans ce dernier cas, on peut trouver trois points x; < %, < #3 de
E tels que [%;, %,, %3; f] < 0. L’ensemble des points ot la fonction f (%) —

—x £ —x . .
s whud f (%) —=——=2F (%) atteint son maximum (> o) sur la par-
% — %3 X3~ N

tie de E comprise dans l'intervalle fermé (x;, x,), est fermé. Les extré-
mités de cet ensemble sont des points de E, différents de a, b, ol il n'e-
xiste pas de droite d’appui locale.

On démontre de la méme maniére le

Théoréme III. Toute fonction, f, définte et continue sur un ensemble
presque-fermé E, qui est telle que, quel que soit x, €L, diffévent de a et b, il
existe deux points x', %', x' < xy < x'' tels que st Vg, ¢ (%, x') on peut
trouver dewx points %y, %y de Vg, % < %, < %, vérifiant I'inégalité
(%9, %1, %55 [] > 0, est non-concave d’ordre 1 sur E.

On peut encore généraliser ces propriétés, mais il est inutile de le
faire ici.

8. On pourrait aussi introduire la définition suivante:

Définition II. La fonction f est localement d’ovdre n suy E si & tout x €E
correspond un voisinage VE on la fonction est d'ovdre n.

Une fonction localement d’ordre n #’est pas en général d’ordre # sur
E, aussi grand que soit k. Par exemple, la fonction

f(x)=(x—I)"“,oiin;:0,1;96;2;:~(x—2)"+‘,zixi3

est localement d’ordre # (quel que soit %) et pourtant n’est pas d’ordre
n dans l'intervalle fermé (o,3).

Mais, nous avons le

Lemme V. St une fonction | est convexe ou concave d’ordve n suy deux
sections By, B, de B ayant auw moins n + 2 points communs, elle est convexe
ou concave d'ordve n sur la véunion des ensembles By, F,.

Ce lemme est une conséquence du lemme IV puisque f ne peut étre
convexe sur l'une des sections et concave sur l'autre.

On en déduit immédiatement le

‘I'héoréme IV. Si i tout x € corvespond un voisinage V%, avec k =[n o 3]
2
ot la fonction f est convexe ou comcave d’ovdre n, cette fonction est convexe
ou concave d’ordve n sur E. '
Ici encore on peut améliorer la propriété par une définition plus restric-
tive du voisinage si # est impair. Il suffit alors de considérer des voisi-
nages ayant au moins # - 2 points différents de x et ayant tous au moins

" + 2 o A ALZ g (4 I g
= points d’une méme c6té de x et au moins ™ points de lautre
2 2
cHté de x.
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9. Avant de finir faisons quelques remarques sur les différences di-
visées d’une fonction f. Posons.

An:I(r]gan [xl! Koy ooy Xpigix; f]! An:min [le Koy ey Xnt1; f]
A, =max|[%, %, ..., Fpe1; f1] :max(|Z,,|,[4,,|).

Les nombres finis ou infinis' A, , A, et 4, sontla n-éme borne supé-
tieure, la #-éme borne inférieure et la #-€me borne de f sur E. Nous les
désignerons aussi par 4, [f; E], 4, [f; E] et 4, [f; E]Y.

Si nous prenons pour E l'ensemble fini (3) et nous posons

i = [xix xi-l'I’ e eay x1:+k; f];
nous avons
Ay =max (A5, A3, ..., A3, Ay =min (43, 45, ..., 47"
Ay =max (|4} |, |43, ..., | 4%")).

Convenons encore de noter par E; + E, la réunjon de deux ensem-
bles E, et E,, nous avons alors le

Lemme VI. Si Ey, E, sont deux sections de E ayant au moins n points
COMMUNS, NOUS AVONS

Zn [f; E; 4 Ep] = max (Zn [f; Eil A—n [f; Ey))
Aulf; By + Ep] =min (4, [f; Eyl, 4.[f; Ey))
4, [f; By + By] = max (4, [f; By, 4,.[f; E,).

Démontrons la troisiéme égalité. Si E* CE, on a évidemment
A, [f; B¥1 < A,[f; E

Nous avons donc
(5) 4415 E, +E] >max (4, [f; By, A.[f; B).

So‘lent Oy, Gy, «v., Opyr, # + I points de By + Ey et By, fo .., fu
points communs & F, et E, Si nous rangeons les points f;, a; dans une

suite (3), # -+ I points consécutifs appartiennent toujours a E, ou a K,
On en déduit que

[[on, 0z ens @y f] | < max (4, [f; B, Aulf; Eyl)

donc

(6) 4,1f; E1+E2]imaX(An[f; E\l, 4.0t E,]).

1_) Les nombres A, Ay, An pouvant &tre infinis, nous employons les conventions
habituelles sur les opérations avec les signes + c0. Voir, par ex., C. Carathéo-
dory, Vorlesiingen tiber veelle Funktionen, pp. 14, I5.
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Les deux inégalités (5), (6) démontrent la propriété. On démontre exac-
tement de la méme maniére les deux premiéres égalités du lemme.
Nous pouvons maintenant énoncer le
Théoréme V. Si f est une fonction définie sur E, (borné), on peut trouver

trois points xy, %, %, (distincts ou non) de la fermeture T, de F, de maniére que,

" ) L UESE ok 41 .
quels que sotent les voisinages % Vi, YV, avec k= [ , on ait
2

Al Vi1 =4, [f; E)]
Aulf; Vil=4,1[f; E]
Aulf; Vi1 = A,[f; B]

Démontrons par exemple, la derniere égalité. Si 1'égalité n’était pas
vraie on pourrait attacher & chaque ¥ € E un voisinage V% o1 4,, [f; Vi <
< A, [f; E). Les lemmes III et VI nous montrent que ceci est impos-
sible. On démontre les deux premiéres inégalités de la méme maniére.
Il va sans dire que nous supposons toujours 7 > 1.

Nous avons déja signalé cette propriété, pour A, supposé fini, dans
le cas ot F est partout dense dans (a, b) 1) et aussi lorsque A, est infini
sous certaines restrictions %).

Dans le théoréme V on peut modifier de diverses maniéres la défini-
tion du voisinage, mais nous ne nous occupons pas ici de cette question.

Cernduti, le 8 juillet 1939.

) Tiberiu Popoviciu, Sur quelques propridtés des fonctions d’ume on de
dewx vaviables véelles. Thése, Paris 1933 ou Mathematica, 8, 1—85 (1934), sp. p. 10.

) Tiberiu Popoviciu, Noles sur les founctions convexes d’ovdre supérieur
(I). Mathematica, 12, 81—g2 (1936), sp. p. 8o.



