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SUR I]A DÉFINITON I,OCAI/E DES FONCTIONS D'ORDRE ø

r. Soit E r ., 1e !j ,. quelconque ,-: min E, alb:maxEle,sei ,: :ã¡ aen.Si, .,tf";;¿î.irì¿i"*sairem , ., i ,., S, presque_fern,. ,;r" E^ã:'E est l,en_semble ., j e | . , son c1érivé E, ."oÌ 1".ãã¿_it¿.,o,å qui n'ripparrierr¡ent p .s Ìr Iì. Si E : B nous dirons quã i "r."*lt" Best þresque-fernté,. \lo sous_ensemble E, - 
- - -^^'

ticn de B si ou bien un seul point ou'x, 8F. to rd les point ant à l,iitervalle
nent. à E, 1). Si deux nt au moins un p
réunion et leur intersection sont encore des sections de B. si deux sec_tions de_E n'ont pas de points rmuns tout poínt
de tous les points de l'au1re. D :e cas elles sont o
donc leur réunion n'est pas une section, ou bien so
sécutives, donc leur réunion est encorá une section de B.
, l" voisinage V! d,'m point x est une section de B ayant au moinsA points à gauche et au mõins å points à droite ã" ,. Ë,iiïî.lot"-"ot
r < k (r > o) points de E à gauche (a droite) de x, yf; doit contenir tousces _r points à droite (à gauche) de ø. De plus[: Tîj",\'!;Eå:"nf: i:i,ìj:"?,,îrl;.:V;. Ë est un nombre naturel, donc si ø €B on ax Q\h,. Dans la suite nous ne consid.érons d'ail1eurs que des voisinagesvf ou ø €Ë' r'orsqu'on con-sidère plusieurs voisinages vf its sont pristous pour la même valeur de /¿. Í estãlors inutile de cãnsidáe, ãÃ "r."-_bles E ayant moins de zk { z points.

NOTE SUR LËS FONCTIONS S D'ORDRB
SUPERIEIJR (VIII)

.. 1) Dans la note vr nous avons don'é une définition un peu crifférente rre ra sec_tion. Dans cette note E était toujours t"r-Jãì--no.rs.,u..ior. t".ãi"-q"" de sec_tions fermées de E.
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Soient encore xt l xz < ... <
soient (r) des voisinages quelconques. I,es rnêmes considérations s'appli-
quent qu'auparavaît sauf que nous pouvons affirmer seulement que

VÍ , v!, ou V! , Y!, ont au moins k ! r points communs, ces coupl-es

de voisinages sont donc dans 1e cas r0 oí 20. Il en est d.e même pour Vf .

Si 2 < IS\ o1t xt< þ < q, Vi, Vi ont au moins Æ f r points con-
muns et nous sommes en réalité dans le cas t0 o1t zo. I1 nous reste le cas

40. Danò ce cas soit d l'extrémité droite de Vf et Vj un voisinage quel-

conque de d. On voit immédiatement que 1es deux voisinages Vf , V¡¿

et les deux voisinages VÍ, Vt sont dans le cas 10, z0 ou 30:
Ir'analyse précédente nous montre qu'on peut énoncer le
I,emme IL Si v, , vt , p < q sont d.eux aoisinages qui ne sont þøs sé-

þørées þørÊ, ou bíen ils ont aw moins zk þoints colnlnuns, ou bien on þewt
trowaer wn nombye fi,ni d.e þoints xr, x2..., xm d.e E tels que, si Yf;rsont d.es

uois'inages quelconques, d.øns lø suite

Yl , v0",, Yu"", . ., vX* , vt
deux tertnes consécutils aient øw rno'ins zk þoints cornmuns.

4. Attachons à chaque ø € Ë un voisinage VX .! soit Ð l'ensemble de
ces voisinages. Si ø, 6 eE ta presque-fermeture Ë co,ncide avec 1a fer-
meture E de B, donc est un ensemble fermé. On peut d-ans ce cas appli-
quer 1e théorème de Borel-I,ebesgue et choisir dans Ðt1n nom-
bJe fini de termes recouvrant entièrement l'ensemble É, don" à fortiori
l'ensemble B. Ces termes peuvent évidemment être rangés dans une suite
de manière que deux consécutifs ne soient pas séparés par B. Compte
tenant d-u lemme II nous en d.éduisons le

Lemme III. Si ø, b €.8 et si Y est wn ensemble de vois'inøges Vf; corres-

þond.ønts à tows les þoints x d,e Ê. :Ê, , on þeut ch,o'isir un nornbre lini d'e

termes døns 9),
yk"*

recouarønt entièrem,ent l'ensenoble E et d,ewx consécutifs VXo , Vln ,.rcl!ønt
øu moins zh, þoints co',nm,uns.

g. Une fonction Í : Í (*), uniforme et définie sur un ensemble linéaire
cluelconque E est dite conuexe, non-concaae, þolynomiøle, non-conaexe
oÍ concq.ue d'orclre n sur E si f inéga1ité

(z) lxr, xr,..., xnt'; Íl>,2,:,(ou<o
est satisfaite quels que soient xr, xz, ..., xn¡"€Ë.

Toutes ces fonctions sont des fonct'ions d,'ord,re n (L).

1) Pout les notations et les propriétés de ces fonctions voit mes ttavaux anté-
fleurs.

\u", , Yhr,

r
2. Delrx voisinages Vf; correspondants à un même point x ont au

moirs zh points communs 1). Considérons maintenantun voisinage Vf, et
soit æ, €VX" un point à droite de ø0. Supposons de plus que Vf. a encore arl
moins s Þ o points à droite de ør. Considérons un voisinage Vf. de ø, et
voyons combien de points peut-il avoir en commun avec Vf". On voit immé-
diatement que Vf. ' Yf;, ont au moins min (s, A) points 

"rr' "o-rnr.r à droite
de ør. S'il y a alr moins Þ points d.e B à gauche de xr, yf;", y!, ont at

Une propriété analogue subsiste si ø, < ø0, donc

3. Considérons traintenant deux voisinages Vi , Vi , þ < q, qui ne
sont pas séparées par E. Nous distinguons les quatre cas suivants:

to VÍ , Vf ont au moins zA points commrlrls,
2o Vl , Vf ont r, k 

=r 
< zh, points communs,

3o Vl ,Vf ont /, r < r < h, points communs,

4' VÍ ,Vf n'ont pas de points communs.

Irorsque þ -- q noús solnmes dans le cas r0. Pour les cas 20,30, 4o il
faut donc qíe þ <,q. Dans le cas z0 soient ø, < xz< ... I %r les points
colnmuns de Vf , Vf . Considérons les voisinages qielconqwes vI, , V|;, . . . ,

Vf,. Dans la suite

(t) v1,,vX,,.,.,yX"
deux termes consecutifs ont au moins zh points communs, en vertu du
corollaire I. Si I coincide avec url point x¿, Vl , Vlnont au tnoins zh points
communs. Dans le cas contraire on a þ < xr, o1t xr< 1 et les ensembles
VÍ, VI, oaVl, Y*, oú,au moins zh pointscommuns.'Il en est de même pour
Vf . Sl þ<SSxrott xtaþ<qVÍ,Vf ontau moinszl¿ pointscom-
muns et nous sommes en réa1ité dans le cas ro. Examinons le cas 30.

r) Ceci suffit pour nos considérations. En réalité les deux voisinages ont au moins
zh I r points communs et même toujouts une infinité si x eE'.
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Toute:fonction convexe, non-concarve,... etc. d,ordre ø sur E estencore coirvexe, non-concave,,.. etc. d'ordre n sw tait' 
-.Jrr_"or.*_

b1e de E.
Nous rappelons que la condition nécessaire et suffisänte pour quel, définie sur un ensemble fini :.

(S) xtlnz<...<
soit convexe, non:concave,.,. etc. d'ordre ø est que l,on ait
(+) Lr¿ , na¡r, 

...., 
Kd+n+,; Íl >,1, :, < ou < o

1,:I,2,,.,,r1 _n_r

.cette propriété résulte du fait.que toute différence divisée sl$ n +2points de (3) est une movenne aritLmétique des diffé;";¡;;ãjisées spé-cifiées par f inégalité (4), donc 1

l*0,,*0", ...,ni*+"; lf :''É-'A¿lx¿, xi+,, ..., x¿+n+,) Íl
?:I

A¿ìo, i:t,2, .,., ?n ,,*ï'A¿:r

Si i1 < i" 1 . . .1 in+zon a d,ailleurs surement ;;, , o, A¿-,--n-,)o.
I,es_A¿ sont indépendants de la fonction f. 

"n+2

De cette propriété nous déduisons,
Lemme IV. ion f est

d,re n swr dewx s d.e E ayø ls
el,le est conaexe, . . etc. cl, d
bles F,1, E,2.

Ceci résulte immédiatement de c9 eui precède et du fait que si cr, ar,. . ., en*z sont n f z points de 1a rérnion de Er, E2-et þr, p;, ..., þ**î,n {r points communs_à E, et Er, les points åo ,þn,""ijrä"". l,ordrecroissant jouissent de. la piopriétä que^ n ¡ z p,oints "äse"oiit qo"t-conqrles appartiennent tous à El or1 à Er.6. fntroduisons maintenant ia définitíon suivante:
Définition I. Lø lonct.ion I est dite t conaexe, non_concøt)e,

' ' ' etc. d"oñre n sur E, si à tout x €.'Ë c un aoisinage yf; oòt, tø
fonct,ion est conaexe, non-coll,cøue, etc. d,,orclre n.
. \ro's srlpposons toujo'rs ?Zr. pour que la définition précédenteait un sens précis i1 faut que E oïit ua moins n f z points et ,que 1,on aitzhZn * r. r,a plus petite valeur de Ë qu'on peui ainsi a¿äettre est

don" f" 
f 'l , "r désignant, colnme d,habitude, par [a] le plus grandlz.l

entier compris dans ø.

I

I

I
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NOus avons maintenant la propriété suivante:
Théorème f . Toute fonctio, ioråk*rnt conuexe, non_concøue. . . , etc.

d.'ordre n sur E, øaec h :ly] , est conaexe, non-conca.ae,... elc. d,,or_

drensurE. L z j

té pour une section de E contenant
alors des lemmes III et IV. Dans

peuvent être pris au sens ordinarie

place l'hypothèsê ø€Ë parl,hypoth
rènre.I peut ne pas être vrai p^our
fermé. Par exemple la fonctioir

t@):
n, o:;x<r,
x-r,r<x<2

I
I

est bie' localement polynomiale de tout ordre n > r avec la nouvelledéfinition (p_oqr un å quelconque), mais ",;.;;"; æ*aiå-i rär.or 
"r_semble de définition.

On pourrait encore chercher si on nep", onJ définition 
-ftus 

restrictive du voi J#ii:l:que si n est pair il suffit d.e considére Í au moins

n I r points différents d,e x et ayant tous au moins 
n + 2 

points d,une
2

même côté de x et au moins ! points de l,autre côté de ø.
2

7. O sinage d,autres conditions entre_
\o: 11 exeÃple, qr" ¡ " rã"åià*."t u""

ilil",," 
",.,,te un vol¡i1a.se v|", et ""ÍJ:,* :T::;:ï:,l;f "r""lïtäTi

par le pgint (xo, I (zo)) laiisant "la 
cou¡be y : Í (x) ,ro, 

"oã.*us de 1
poLTr x €V;,. On a alors le

Théorème rr. Toute fonction r, d'éfinie et continwe sur |ensernbr,e þresqwe-lermé E et øyønt localement uie ì.roite d,'øþþwi, est non-conc,aae d.,ord.ret swr Ê.
r,a démonstration résulte des faits que toute fonction non-concaved'ordre r a localement 

'ne droite d'appïi et que cette propriété n'estpas vraie pour une fonction qui n,est-þ", ,rorr_"orrcave d.,ordre r. En

. ..:) I B 1 a q u iet, Sobre d,os cond'iciones caraleyisticøs d.e løs functi,ones conl)esa.s,Atti Congresso Bologna, Z, 34g-3y (rqo).
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effet, dans ce dernier cas, olr peut trouver trois points xt 1 xz ( ø, de

B tels que lxr, xr, xsi fl < o. Ir'ensemble des points oir la fonction | (r) -

- 
* - *u 

Í (rr) -' - *t 
| (xr) atteint son maximum (> o) sur la par-

xt- frs xs- xt

tie de E comprise dans f intervalle fermé (*r, *"), est fermé. I,es extré-
mités de cet ensemble sont des points de É, différents de ø, b, oìt il n'e-
xiste pas de droite d'appui locale.

On démontre de la même manière 1e

Théorème III. Toute fonction, f, d,éfinie et continwe sul un ensemble

þresqwe-fermé Ê, qwi est telle qwe, qwel que soit xo Ê8, dílférent de ø el b, iI
existe d,eux þoints x', r" , %' < ro < x" tels qøe st, Y'n" < (*', *") on þewt
trouaer d.ewx þoints xr, x, d.e Vj,, xL < xo < xz aériliønt l'inégalité
fx¡, xv, rz; Íl ào, est non-conca.ae d'ordre t sur E.

On peut encore généraliser ces propriétés, mais il est inutile de 1e

faire ici.
B. On pourrait aussi introduire la définition suivante:
Définition II. Lø lonction f est localetnent d.'ovd.re n swr E si à tout x €þ,

corresþond, wn uoisinøge VI oòt, la lonction est d,'ord,re n.
Une fonction localement d.'ordre n n'est þas en général d'ordre ø sur

E, aussi grand que soit A. Par exemple, 1a fonction

Í (*) : (x -r¡*+',o 
3 x lr j : o, r Sx a 2; : -(x-z)*+', za xa 3

est localement d'ordre n (qtel que soit A) et pourtant n'est pas d-'ordre
n dans f intervalle fermé (o,3).

Mais, nous avons le
Iremme Y. Si une lonction f est conuexe ou concale d,'ord,re n stw deux

sections Ër, E, deÊ øyant au rnoins n I z þoints coininuns, elle est conaexz
ou conca,ae d'ordre n swr Iø réunion des ensernbles 81,82.

Ce lemme est une conséquence du lemme IV puisque f ne peut être
convexe sur l'une des sections et concave sur l'autre.

On en déduit imrnédiatement le

Théorème IV. Si àtout x€.Ë, corresþonclunaoisinage\'f; , øuec n:ln + 11

L" J
oòt, lø lonction I est conuexe ou, concqile d,'ord,re n, cette fonct'ion est conaexe
ou concø.ue d'ordre n swr E.

Ici encore on peut améliorer 1a propriété par une définition plus restric-
tive du voisinage si ø est impair. I1 suffit alors de considérer des voisi-
nages ayant au moins n { z poirts différents de x et ayant tous au moins

ø f 3 points d.'u¡re mêrne côté de x et att -oirr, ' 
* t points de l'autre

22
côté de ø.
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.i

I

9. Avanl de finir faisons quelques remarques sur les différences di-
visées d'une fonction f. Posons.

A*:maxlxr, xr, ..., xn+tl f), /n:minlxr, xr, ,.., x*+ri ll(E) (E)

Á*:ry?Vll*r, *r, ..., xn*t; ll I :max (lZ"l,lA"D.
(E)

I,es nombres finis ou infinis Z n , /_, et ln sontla n-ème borne supé-
rieure, la n-ème borne inférieure et la n-ème borne d.e I sur B. Nous les
désignerons aussi par Z* lÍ; Ê1, 4* [l; B] et /* lÍ; EIL).

Si nous prenons pour E l'ensemble fini (3) et nous poìons
¡i¿tn : lr¿ , rç¿+t, , .., x¿+nl Í1,

nous avons

Án:max(/i", Á'r, ..., Ái-*), 11,:min(/'*, li, ..., Átr-")
An:max(lli l, l/î,1, ...,lAi--l).

Convenons encore de noter par El * Bz la réunion de deux ensem-
bles E, et Er, nous avons alors le

I,emme VI. Si Br, E, sont dewx sections d,e E øyønt øu rnoins n þo,ints
corlLrnuns, nous &aons

Z*lÍ; E, * Brl : max (Tn[/; Er1, v*lÍ; nr])

zl*lÍ; E * E l :.min (A*U; Erl, Á*lÍ; Er1¡

/*lÍ; E *Erl: max (Á,ll; Er1, A*lÍ; Ezl).

Démontrons la troisième égalité. Si B* C E, on a évidemment
/*lÍ; E*)SÁ*ll; E).

Nous avons d.onc

(s) /*lÍ; E, +B,l >max (/"1Í; El, /*LÍ; EzI.
Soientc\,d2,...,dn*t,nlr points de E1 f B2et þr,þr,..,,p*n
points. communs à E, et 82. Si nous rangeonJl"s pãiotiþràu dans une
srrite (3), n { t points consécutifs appartiennent tõujourj à B, ou à Er.
On en déduit que

. Ilor, ar, ..., dn*t; /l lsmax(/*tl; Br1, Á*lÍ;Erl)
donc

(6) /"1Í; El + EJ ( max (A*lÍ; ËJ, A*LÍ; E l).

- .iì I,:* nomb_res 7", /*, lnpotlaît être infinis, nous employonsles conventions
tabituelles sur les opérations avec les signes * co. voir, p..-".., c. car a!.héo-dory, I/orlesti,ngen ,übey reell,e Funhtionen, pp. 14, 15.
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I,es deux inégalités (S), (O) démontrent 1a propriété. On démontre exac-
tement de la même manière les deux premières égalités du lemme.

Nous pouvons maintenant énoncer le
Théorème V. Si Í est une lonction définie swr E, (borné) , on þeut trowuer

trois þoints x,o, xr, xz (distincts ou non) de Ia fermeture E d,e E tÌ.e manière que,

quels qwe soient les uoisinøges lr|, , V|, , tif;,, auec l, - l" + tl , on øit

Z*U; tj,l =/*L'J; El 
I z J

/,,11; \;f;,]: Á*lÍ; El

l,,ll; \'*,1- Á*lÍ: El

Démontrons par exernple, la dernière égalité. Si l'égalité n'était pas
vraieonpourraitattacherà chaque ø €EunrroisinageVÍ oìl /*ll;V|1 <
< Á"1Í; E]. I,es lemmes III et VI nous montrent que ceci "it irrrpo.-
sible. on démontre les deux prenrières inégalités de 1a mênre r''otrGre.
I1 va sans dire que nous srlpposons toujours n > r.

Nons avons déjà signalé cette propriété, pot-Á, supposé fini, d.ans
le cas oìr E est partout dense dans (ø, å) 1) et aussi lorsque /, est infini
sous certaines restrictions 2).

Dans 1e théorènre V on peut modifier de diverses manières 1a défini-
tion du voisinage, mais nous ne nous occupons pas ici de cette question.

Cerndwli, le 8 ,juillet tg3g

1) Tiberiu Popovi citt, Sur quelques þroþr'iétás d,es lonctions d,'une ou de
deux uøyiables yéelles. Thèse, Paris rg33 ou Matb.ematica, 8, r-85 (1934), sp. p. ro.
.-.'l_1 iberiu lgp"viciu, Notes sur les fonctions "ona"tãr.d;oràre 

iupZrirur
(I). Mathernatica, 12, 8r-gz (rq6), sp. p. 89,


