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SUR ¡'¡¡¡1¡RE DES FONCîIONS D'ORDRE ø

r. Une fonction Í: Í (x), définie etuniforme sur un ensemble linéaire
quelconque E est dite convexe, non-concave, polynomiale, non-convexe,
o11 concave d'ordre n, slJi.vànt que f inégalité

lxr, xr, ..., xn+zi l] >,>, :,<ou < o

est satisfaite quels que soient ø1, fr2, ..,, xn+. eEL).
Toutes ces fonctions sont des fonctions d'ordre ø.
Nous dirons que l'ensemble E est décomposé en //, sous-ensembles

éonsécutifs

E, Er, '. ', E*

Ira propriété est vraie pour É : r, 2, . . ., n + r.
Cette propriété résulte du
Théorème II. S? | est d,'ord.re n et si

I

(r) xtlnz<... <
est um sous-ensemble liní quelconque de E, Ia suite

(z) /ï-n+,,/X-.n+,,...,/i-il!-'
I 1) Pour les notations et les propriétés tles fonctions d.'orclre ø voit nos travaux

antérieurs.
'!) Tiberiu Popovi c7ltr, Sur quel,ques þroþriétés d,es fonctions d'une ou ile

d,eur aøriøbles réel,l,es, Thèse, Paris 1933 ou Mathemática 8, r-85 (1934),
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nïésente all moins une valiation de signe, donc contient au moins deux

i"r;;"" nuls et de signes contraires. Soit /fla' le premier terme non

;;ñ;"t @) et' A',a'le premier terme non nul et de signe contraire avec

)"i.::^;i;soit ai*,le dernier terme non nul dans 1a suite t)a,, Áx¡,,
-.'i!,'in:. 

ona alors Ai¡,'lI¡, {o et z< s' Si s:r-lr i'inéga1ité

,l';,*, )ä:<odémontrelelemmerlr' Si s >r + r on a A'":i- ALIi:
. .. : A'*i: o et f inéga1ité

l.Nr, xr+r, .'., frr*n, xr¡n', l)lxr¡1, xv¡z' ' " ' xrt.b x5¡n1 xslnlr; l] < o

démontre 1e lemme III'
I. ntr¡firron, -uintenant 1a réciproque c1u théorème II' Pour cela

,"-ãrquons que [ør, xz, . .., xn+zi P] : o identiquement si P est un po-

iäåäËi."¿Ëurei,';¡. be 1à résuite ðette propriété.importante que toute

iå;;t"" ¡-Ë, oì, É est un polvnome de-degré n' ioart.de 1a même pro-

piãtJ q"å f par rapport à toui caractère de convexité d'ordre > ø. Nous

avons alors 1e*'"tl¿or¿-e 
III. Si, quels qwe soient le þolynonoe .P.de (egré.n et le sous'

,*tl*ilr- Í¿"¿ (t) d,e Ê','tø suite 1z) corresþònãønte à (t) et à l.ø lonction l-P
þ;¡t't;;, ou piis k uøri,øti'ons àe' signes', lø lonction I est .d''ordre 

n sur E'

Ilsuffitdedémontrerquesila-fonctionn,estpas.d'ordre'n,,onpellt
troo-r., une suite (r) de Ë Ët un polynome P tels que 1a suite (z) présente

plus de ,h variatioìs. Prenons påur- ce1à, comme suite (r)' ø f 3 points

xt l xz< ... <
d;apres 1e lemme Il1. üéterminonsã'abord 1e polynome. P --,øo ?" ! o'^"-'
+ - nL - \n_ k+t de manière qúe pour la fonction lr-Í-P on ait

(s) Ái-u*,-o,¡:',; h*t'
I,a suite (z) correspondante devient, à des facteurs positifs près'

k

(6) (-r)u A)*,,ñ=,A1*,,
Mais (5), regardé comme un système de A équations linéaires dans les

A inconnuËí oo7 ,r, . .., ah*t, a son déterminant di.fférenl de zéto 2)' On

peut clonc *oaiii"t ces coefiicients c1e manière que la suite (6) ait tous

ses termes non nuls et de signes alternés, donc qu'el1e présente A f r
variations de signes. Le théoième III est donc démontré' On voit que

dans l'énoncé ài peut ne considérer que 1es sous-ensembies finis de E
ayant n f3 points.

i¡ de d.egre effectil z n.2) Ce déterminant est en effet égal, au signe près, à

,g[þ; Øn+"-i-,,t)er pollr A:r)'
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4. Nous avons dit que 1e théorème f résulte du théorème lI. I,e théo-rème.r a également une réciproq.r" q.r" nous étudierons dans un a,tretravatl. F'aisons ici seulement-une'remärq.r" ro, 1e cas ø: r. Nous avonsdémontré dans une note précéd.;ll-i,¡-que l,inéga1ité
(Z) l@ò s maxfl @), l@r)J, ,r< xz< xs, x1, x2, Ks €B
est nécessaire et su{risante 

,pour qu'on prrisse décomposer l,ensemble Een au plus de'x sous-ens"mb1.s co-nsécutìfs t"r. qo"-.ãr";;;" la fonc_tion f ou *l soit monotone, la monotoni" éá"i;;;;r-Çiä.e..r't"
deux sous-ensembles' E'' pariiculi"t, iÀr"à."tions d'ordre r vérifient cettepropriété donc sont tcrle quc r n" _- ¡,r¿rit;" lrrés;ìir; g¡.îou. n,.on.t"t :T":.1 une__récþroque-et äinsi on perrt énoncer Ierneoreme lV. pou.y que la foncl ion f so.il d,nrdre r sut, E il /aut et itsulfi.t.quq, qwel que soit I) nombrc o, or'puir* aAro*prrr'r' t,1ríímU E *au þ/us deux sotts'ensembles consécui i¡s si,t, ,hncrn tn'¡on'r|;ài i- ux erattt,monolone, lø mo,oronie étant de se.ns oþt',oscs sut, rcs rreux sotts_ensembres.l,a condition est nécessaire puisque i _o* est tl.orclre ¡ si I est d,or_dre r. n{onlro's qu'eile est aussì =uiìi*ri,t". ii .ìriiipår, "å,.'j. monrrer
l"lrtl i'.:l,l:rrd_"rdre 

r on peut trouver ur, ,o_6r" ø c1e manière que¡r cu 
-,/1r avec ñ : f _o. , ne vérifient pas la p-pdåtJ 

"*pìimée 
parf inégalité (z). si i " ïl:?il åù;; ;; peut rrouver 4 points xt 1 xz I< xB < xn de E de manière que

Lxt, rr, xal ll lxz, xs, xai l] < o.
Déterminons le nombre a de manière que

lxr, x"; ll > o > max (Lxr, xr; Í), lxu, xn; ll) si Lxr., x", xal Íl > o
lxr, x"; fl < ø < min (Lrr, xr; Í1, lxr, xn; fl) si fxr, xz, xzi ll < o.

En posant alors f, : Í _dr, on a

l, @r) > Í, (xr), Í, (*r) < Í, (xr), l, þt > Í, (*)
dans 1e premier cas et

Í, (rr) < f, (*r), Í, (xr) > Í, (*r), Í, (rò < Í, (*r)
dans 1e deuxième cas. On vérifie irnmédiatement que Ít et _ lt ne véri_fient pas f inégalité (fl.

On peut choisir les nomb.res ø,.13 d. manière que si lt:Ílaxlþ onatt lr(x)^: !, fl"Ø.ù: B, A, B'étant dàux nombres quelconques. Enprenant A négatif, B positif suffisamment p"tii, =iii,"_;-';;:'ìl> o etA positif, B négatif suffisum-.rrt p"tiìs si t_\, xz, xa; fl < o, on a

dans 1e premier cas et

Ír(tr) < o, Í'(xz) > o, h (ø') < o, ÍrØn) > o

dans le deuxième cas. On en déduit le
théorème Y. Powr que lø fonction I soit d'ordre r sul E íl løut et il

suÍlit que, quels que soient les notnbres a, þ, on þwisse décomþoser I'ensem-

btå'E-en art, þtus trois sous-ensentbles consécutils swr chøcwn lø lonction
I + ax * 0 étant de signe ínaaYíable.

On peut maintenant entrevoir la réciproque du théorème I dans le
cas généra1 mais, comme nous l'avons dit, nous reviendrons sur cette
question dans un autre mémoire.

Cernãwli, le 5 'iuillet tg3g.

Ír(xt) >o, lrØr) <o, Ír("r) > o, lr@n) <o
1) f iberiu. ponoviciu, Deux yemayqu,s sut, les lonctions conuexes, Rrrl_letin Scient. Acad. Ro'umat",' Zb,'o5_;i' ö';;;).

3 /' R. .* Butl.etin d,e lø Section Scienlifique. Towe XXII


