i

ACADEMIE ROUMAINE

BULLETIN DE LA SECTION SCIENTIFIQUE
TOME XXII-éme . ' ! . i No. 1

NOTES SUR LES FONCTIONS CONVEXES D’ORDRE
: - SUPERIEUR (VII)
PAR
TIBERIU POPOVICIU
Note présentée par My 5. Stoiloy, Mc. 4. R., dans la séance du 14 fuillel 1939.
SUR L’ALLURE DES FONCTIONS D'ORDRE #
1. Une fonction f = 7 (#), définie et uniforme sur un ensemble lindaire

quelconque E est dite convexe, non-concave, polynomiale, non-convexe,
ou concave d’ordre # suivant que l'inégalité

(% % oo gl f1 >, =2, =, Zou<o

est satisfaite quels que soient %y, 4, ..., %4, €EY),
Toutes ces fonctions sont des fonctions d’ordre .
Nous dirons que l'ensemble E est décomposé en # sous-ensembles

consécutifs

E],r E29 L ooyl Em
silf; CE,t=1, 2, ..., m, si tout point de E appartient & un E et si
tout point de E,; est 4 gauche de tout peint de E;y,, ¢ =1, 2, ..., m —T.

Dans notre These %) nous avons démontré la propriété suivante:

Théoréme 1. St f est d'ordre n sur E, on peut décomposer cet ensemble
en au plus k -4 1 sous-ensembles consécutifs sur chacun la fonction éant
d'ordve w— k.

La propriété est vraie pour k=1, 2, ..., # + 1.

Cette propriété résulte dn

Théoréme II. Si } est d'ordre n e si

(1) X <L gL aie L Ky, M >H 2
est un sous-emsemble fint gquelconque de B, la suite
m—trtk—1

I 2
(2) k1 s Al’l--k'l'l 1 oraay n—k+1

1y Pour les notations et les propriétés des fonctions d’ordre # voir nes travaux
antérienrs.

B Tiberiu Popovicin, Sur gusiques propridids des fonctions d'une on de
deux vaviables vfelles, Thise, Patls 1933 ou Mathematica 8, 1—85 (1934},
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3o
présente aw plus k variations de signes. Ici nous avons posé
i 3
@) de=[m, 215, constamif] A =02 0 m—B E=0,1,..., m—1

Dans cette note nous nous proposons de domner une réciproque du
théoréme II.

2. Avant d’aller plus loin faisons quelques remarques sur les fone-
tions d’ordre 7. Usant de la notation (3), toute différence divisée d'ordre
# + 1 de [ sur n - 2 points, choisis parmi les points (1), est une moyenne

arithmétique des différences divisées Ay ., 42,,,..., nit |, donc
m—n—1 .
[xil 2 1’,-2,..., jrx.7:+z;’{]: Z A:’ A:‘!—]—I
=1
2 M1 .
A > 08=1,2,...,m—n—1 3 A, =1,
] i=1

les A; étant indépendants de la fonction /. On a d’ailleurs sfirement
A; > o0, A"n+z—”*l =08 Lh << ... < byra
On en déduit immédiatement le
Lemme 1. La condition nécessaire el suffisante pour que la Jonction f,
définie sur Uensemble fini (1), soit convexe, non-concave, polynomiale, non-
convexe on concave d’ordre n est que 'on ait

App:>,>,=,<0U<0,i=1,2, ..., M —#—1

De ce lemme résulte immédiatement le théoréme II.
Démontrons encore le :
Lemme II. Pour que la fonction f soit d'ordre n sur E ayant au moins
n + 3 points il faut et il suffit que U'on ait i

(%1, % <o Hngas f] [ %, 00, 20ygs fl 20,
quels que soient les points x < %, < ... < x,,, de E.

La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu'elle est aussi
suffisante. Il suffit en effet de montrer que la propriété n'est pas vraie
pour une fonction qui n’est pas d’ordre #, il suffit donc de démontrer le

Lemme II1. Si la fonction f n'est pas d’ordre n sur E on peut trouver
n+3 points % < % < ... < Xnyy de E lels que Pon ait

[ %, o= Xptzs fl (% %, ..., }n-i-;; fl<o.

Le fait que f n’est pas d'ordre » signifie qu'on peut trouver n -+ 2
po;nts ap, Oy, .oy Opya de E tels que [ay, dy, ..., Opyz; f] >0 et n 42
points £ f,, coos Puya de E tels que [By, By, - .., frtas 1] < 0. Rangeons
tous les points distincts o, f; dans une suite croissante (1). On a alors
n+3=m=<zan + 2. La suite des différences divisées
(4) ar AL o ag AT AT

ntr* n41 i1

: présente atl

- oo e
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moins une variation de signe, donc contient a:a moins _dcu;:
termes non nuls et de signes contraires. Soit A5, le Premler ‘cer.me non
nul dans (4) et Apyr le premier terme non nul et de 51gn»=.¢ co;i:ralre a;vesc
A%, .. Enfin soit Apiqle de;nier terme non nul dans_ la _smte ntv ﬂ]-_"-t;

s—1"On'a alors Afyr. Aoy <0 et r < 5. 8i s =741 Uinégalit

ey ﬂn+[- 538 s
v ALtY < odémontre le lemme IIT. Sis>7+r1onadyy, =4y =
n+1 n e 3

— Ayt = o et l'inégalité
4 x sl
[Zyy Zpgrs v Frdm Xeans [l Hrdrs Xrpzr oovs Xpdmy Fstmy Ystntr fl

lemme III.
dénfofngialilissons maintenant la réciproquf: dul théoréme _II. Pour cela
remarquons que [%;, ¥, ..., Xnya; P] =0 1den1l:1,q1,1e_ment 51 f est ;ﬁoif;_
lynome de degré n ). De 1a résulte cette propgete;mpo:italil e qéu e
fonction f — P, olt P est un polynome: de degré %, ;olnt, ed a n>1. me 1{5*-)01_15
piété que f par rapport 4 tout caractere de convexité d’ordre > 7.
rs le _ !
avo};‘shéiigme 111, S¢, quels que soient le ﬁol;mome\: P de ﬂ‘feg‘?’e n r;t_ le sous}:
ensemble fini (1) de B, la suite (2) cprresp(mdante a (1) et a Ea {;mc wnf :; s
présente au plus k variations de stgnes, l'a ,fm}ctwnf est,a? ordre 1§ t
I1 suffit de démontrer que si la fonction n’est pas d’ordre %, on pel:

trouver une suite (1) de E et un polynome P tels que la suite (2) presefnte
plus de % variations. Prenons pour cela, comme suite (1), n +3 pol.n s
Ny < iy < ... < Yyyy de'E tels que Apiy Ay, <0, ce qui eit pUSSI,PE
d’ap1és le lemme IT1. Déterminons d’abord le polynome P = a, g— A :
+ ... + ap—, A"—k+1 de manitre que pour la fonchoq fi=f—FP on ai

(5} A:.,_.k_,,l:o,s':z, 3 ,k—[—I

La.suite (2) correspondante devient, a des facteurs positifs pres,
k

- — —

(6) (‘_'I)k A:H—l’ 0,0/ ..., 0, A:+]1

Mais (3), regardé comme un systéme de & équations linéaires dazns les
k inconnues a,, @, ..., gy, @ son déterminant dﬂferent_ de €10, ). On
peut donc modifier ces coefficients de maniére que %a suite (6) ait tous
ses termes non nils et de signes alternés, donc qu elle pxésente 'k 4
variations de signes. Le théoréme IIT est donc démontré. On voit que
dans 1’énoncé on peut ne considérer que les sous-ensembles finis Fle E
ayant » + 3 points.

1) de degré effectif =< n. )
*) Ce déterminant est en effet égal, au signe prés, a

k [k—i T
IT ll’[- (x,H.z_,‘—x‘-)J (=1 pour k = 1).

i=2|lj=0 5



e . i e e S P S PR P —

4 o TIBERIU POPOVICIU 32

4. Nous avons dit que le théoréme I résulte dy théoréme II. Ie théo-
réme I a également une réciproque que nous étudierons dans un autre
travail. Faisons ici seulement une remarque sur le cas # = 1. Nous avons
démontré dans une note précédente 1) que I'inégalité

(7) 7 (%) < max [f (x1), [ (%], X1 < Xy < Xy, %, X, % €E

est nécessaire et suffisante pour quon puisse décomposer Iensemble E
en au plus deux sous-ensembles conséeutifs tels que sur chacun la fone-
tion f ou — f soit monotone, la monotonie étant de sens opposés sur le
deux sous-ensembles. En particulier, les fonctions d’ordre 1 vérifient cette
propriété donc sont telle que [ ou —f vérifie I'inégalité (7). Nous avons
ici encore une réciproque et ainsi on peut énoncer le

Théoréme IV. Pour que la fonction | soit d’ordve 1 sur E 4l faut et 41
suffit que, quel que soit le nombe a, on puisse décomposer I'ensemble F. en
au plus deux sous-ensembles consécutifs sur chacun la fonction [ — ax étant
monotone, la monotonie élant de sens opposés sur les deux sous-ensembles.

La condition est nécessaire puisque / —ax est d’ordre 1 si f est d’or-
dre 1. Montrons qu’elle est aussi suffisante, 11 suffit pour cela de montrer
que si f n'est pas d’ordre T on peut trouver un nombre ¢ de manidre que
het —f, avec f, = f—uax, ne vérifient pas la propriété exprimée par
l'inégalité (7). Si f n’est pas d’ordre I on peut trouver 4 points x, < , <
< % < %, de E de maniére que

[, %, 25 /] [%, 2, 2; f] < o.
Déterminons le nombre a de manidre que .
[%s %3; f] >a > max ([, % 1, [%, % 1) sl [4, m, x5 /] > 0
(%2, %; f] <a < min (% %25 11, [%s % ) st [%, %, %; fl<o.

En posant alors f, =/—ax, on a

hi(z) > fi(x), £ (%) < f (w), £ (%) > £ (%)

dans le premier cas et

h (%) < fi (%), h(xs) > fi (), £, (%) < fi (5)

dans le deuxiéme cas. On vérifie immédiatement que f; et —f; ne véri-
fient pas U'inégalité (7).

On peut choisir les nombres a, f de maniére que si h=f+ox+p on
ait f, () = A, f, (%) = B, A, B étant deux nombres quelconques. En
prenant A négatif, B positif suffisamment petits si [x), %, #3; /] > 0 et
A positif, B négatif suffisamment Detits si [x;, %, %; f] < 0, on a

hix) >0, f (%) <o, f; (%) >0, £ (%) <o

) Tiberiu. Popovici u, Deux remavques suy les fonctions convexes, Bul-
letin Scient. Acad. Roumaine, 20, 45—49 (1938).
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dans le premier cas et
fi () <0, i (%) >0, fi (%) <0, f (%) >0

ieéme cas. On en déduit le . )
dan;]lzof-;ﬂleﬂ%ﬂ'l Pour que la fonction | soit d'ordre T sur F il faut et il

’
: ; ; ensem-
fit que, quels que soient les nombres a, p, on puisse decompos;r l poi
ZT; Eqm’au plus trois sous-ensembles consécutifs sur chacun la fonc
£

étant de signe invariable. B
f+(§tlf ;;ft maintenant entrevoir la réeciproque du théoréme I dans le

i i tte
as général mais, comme nous I'avons dit, nous reviendrons sur ce
C -
question dans un autre mémoire,

Cerndufi, le 5 fuillet 1939.

3 AR — Bulletin @z la Section Scientifique. Tome XX1I.



