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371. SUR QUELQUES INEGALITES ENTRE LES
FONCTIONS CONVEXES

(TROISIEME NOTE)
Par TIBERILI POPOVICIU, Me. I, S. R,

(Séance du 6 mai 1939)

1. Posons, en conservant les notations des deux notes précédentes '),
B(g)=~Ay —5(A).

Nous avons l'inégalité classique B(g) = o.

Nous allons chercher une tndgalité contraive, donc le maximum de
B(e), lorsque < est donné et | sont des fonctions de (E3), pour un n donné.

Dans cette Note nous examinerons le cas =1 et nous dirons
quelques mots aussi sur le cas n=o. Le cas n>I sera étudié dans la
cinquieéme Note. 1.

Rappelons que ¢ est continue et convexe dans l'intervalle fermé
(0,1). Nous pouvons supposer que @ (0)—o0, ¢ (1)=1, 0< <1, sans
restreindre la généralité, puisque B(p) ne varie pas lorsqu’on ajoute
a ¢ une fonction linéaire. Ia fonction ¢ est alors positive et crois-

. Mémorial des Sciences Mathématiques. Fase. XLIV, p. 12. Les suiles de

fonctions en ginéral. Domaine viel, par M. L. Léan,
1. Je prie le lecteur de se rapporter aux denx notes précédentes pour les hypo-

théses et les notations, Voir ce C. R., 2, 449—454, 454—458 (1938),
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sante pour 0< %= I. I ensemble (Ef), est formé par les fonctions f,

continues et non-concaves d’ordre 0,1,...n dans l'intervalle (0,1) telles
que flo)=a=o0 f(1)=b=1. La fonction ¢ est une fonction convexe
de (Eg),.

Remarquons que dans toutes nos formules n'interviennent que
les valeurs de ¢ dans (a,b). Il suffit donc de supposer que ¢ est une
fonction qui est continue et convexe dans I'intervalle fermé (a,b). Si
L la dérivée a droite gg(a) en a et la dérivée a gauche @, (b) sont finies,
! on peut modifier la fonction @ dans les intervalles (0,a), (b,1) de maniére

qu'elle devienne, a une fonction linéaire additive prés, une fonction
convexe de (Ii}),.

Remarquons aussi que nous avons des inégalités analogues, mais
de sens contraire, si ¢ au lieu d’étre convexe est concave. Les inéga-
lités sont vraies, bien entendu, aussi lorsque ¢ est seulement non-con-
cave (ou non-convexe). Seule l'unicité des maxima (ou minima) peut

: éventuellement étre en défaut.
! 2. Le probléme de maximum posé plus haut a été résolu pour
#=0 par M. K. Knopp'). Dans ce cas nous avons

( (1) B(‘P)S—_*::“i’j (b—x)@(ﬂg;—l—_‘(zx—ﬂ)ﬁf’(b) _‘P(x)]
? ce qui résulte immédiatement de I'inégalité
: b—A A b l
| et L R f [ U—a)pta) — (—argl) +

+ (—N o (b) ] dx>o.

Le maximum est atteint pour une seule valeur x, de x, puisque
la fonction du second membre de (1) est concave. Le maximum de B ()
ne peut d'ailleurs étre atteint par une fonction de (E?),, mais seu-
lement par certaines fonctions limites de cette famille. Telle est la

% fonetion
b—ﬁ?1
< g<x——
@ 0=z < X i,
) i = b—ux,
b, el e
b—a =

1. K. Knopp ,Uber die maximalen Abstande wnd Verhilinisse verschiedener

Mittelwerte’' Math, Zeitschrift, 39, 768—776 (1935). Les hypothéses faites sur @ par
M. K. Knopp sont un peu plus restrictives (I'existence de la dérivée seconde @),
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On peut remarquer que %, ne coincide jamais avec a ot b.

a-+b L at+b |
. Pour que l'on ait %= - il

Ce nombre peut étre < ow =~

faut et il suffit que

b—a =¥el 72

¢(0)—0@) o r(“_!'b)

ou

i’ , (e+b
@ 2 [gmaszg(*F)

a

en désignant par ¢, la dérivée a gauche de ¢. Pour qu'il en soit ainst
pour toutes les valenrs de a, b il faut et il suffit que ¢ soit  une
fonction de (B}),, donc non-concave d’ordre 2.

La démonstration de ce fait n'est pas difficile. La fonction ¢,
est croissante et positive. Je dis qu'elle doit étre continue dans l'in-
tervalle ouvert (0,1). Soit, en effet, %y 0 <%, <T, un point de discon-
tinuité éventuelle. Soit aussi

CP;;(xa‘l‘ 0) — fP:g{xn —_)
2

o< e<<

On peut trouver alors un 71 > 0, tel que U'on ait 0 < #,—n <% +
+2n<1 et P (%o +20) <&+ ¢i(%,+0). Nous avons, en prenant
a—x%—, b=x,+2%,

HB+2m 7
: ' ' gl Pl H—01-2[e+q,(%,+0)]
ol K dx#%( %+ —;) i s =
delh] A i
__(P;(xa i 0) = L _Q_Pg(xo—_‘-o)_?’_@g(,xo__o)_ + ._23i <0

qui est en contradiction avec (2). La fonction ¢, doit donc étre con-
tinue ). On voit aussi que la fonction ¢;+ax vérifie encore la pro-
priété (2), quel que soit a. On démontre facilement sur (2) que Pyt
ne peut atteindre son maximum dans un intervalle (a, b) qu'aux extré-
mités @ ou b, & moins quelle ne soit constante dans (a,b). D’apres
une remarque de M. S. Saks ?), la fonction g, est non-concave d’ordre

1, donc ¢ est non-concave d’ordre z.

1. Il en résulte que ¢ a uie dérivée continue.
2. 8. Saks ,0 funchjach wypuklych i podhaymonicshych’’ Mathesis Polska, 6,

43—064 (r931).
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On démontre de la méme maniére que pour avoir x; < ——:- , pour
toutes les valeurs de a et b, il faut et il suffit que ¢ soit mon-con-

vexe d'ordre 2.
Pour p=log x, a0, I'inégalité (x) nous donne

1
A < ¢—T Tt ( T ) T—c a
1:—.:—!_—!();;{:— IR, TR S, o ] C = —
(’ . (¢ 1)log c i € b
c . loge ¢ . log =

1
oit G—exp. [logf dx est la moyenne géométrique de f. Nous avons

o
démontré cette inégalité dans un travail précédent 0

3. Passons maintenant a l'étude du cas #=1. La formule () et
les résultats de la premiére note permettent d’énoncer la propriété
suivante

Si @ est une fonction de la forme indiquée et | une fonction de (Ej);,

on a l'inégalité
b

2

(x—a)
(3) A(P-—cp(A)_S_ﬂim; [CP(“)-F (b_a)g- [cp(t)—cp(cz)]dt—cp(x)
("’ 2 )
I'égalité n'étant possible que pour une seule valeur X, de x el pour la
fonction

a

x—N+ | x—N\| b-+a—2%,
(4) f(—ﬂ_}_(b__ﬂ)_ 2(1____}\)_ ’ )‘_'_T__a |
seulement.
Le nombre ¥, ne coincide jamais avec a et peut étre > ou < que
zatb ’ za+b : :
W Pour avoir x,>——— il faut et il suffit que 'on ait
b b
2 , 2a-+-b 2 :
@__ﬂ)z' [ p(t)—p(a) | di—p, \ — 3—' = (b—a)* (6—12) gy(t)dt —
2a-}-b ‘
) cpft’( 3 ) =

1. Tiberiu Popovici ,dsupra mediilor avitmetice si geomelyice” Gazeta
Matematicd, 40, 155—160 (1934). M. Knopp a également signalé cette inégalité,
comme application, avec une légére erreur dans le second membre,
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On démontre exactement comme plus haut pour 'inégalité (2) que :

2a-+b

Pour que x, soit > , quels que sotent a et b, 4l faut et il

suffit que la fonction @ soit mom-concave d’ordre 2, domc ume fonction

de (Eg),.
za+b . _ _
Pour que ¥, soit< T quels que soient a e b, il faut et il

suffit que la fonction ¢ soit non-convexe d'ordre z.

a-+-b

Te nombre , peut aussi coincider avec . Nous avons alors

I’énoncé suivant,

St ¢ est une fonction de la forme indiquée, | wne fonction de (ED), et si

b
2

[ a+b
() T [ () —la) ] @t —, (T) >o,

a

nous avons l'indgalité
b

Ap—o(A) = b_I_a cp(t)dt—qﬂ(

a

at-b )

'égalité w'élant possible que pour la fonction f=a- (b—a)x.

Mais, il est 4 remarquer que cect ne peut arriver pour toutes les
valeurs de a et b. Ta propriété résulte de ce qui précéde si ¢ n'est pas
non-concave d'ordre 2. Si ¢ est non-concave d'ordre 2 la dérivée ¢’
existe, est continue, croissante et non-concave d’ordre 1. Soit £, o< E<1
un point olt la dérivée seconde ¢” (§) existe et est >o. Il existe évi-

2 rr
demment un tel point ). Soit alors ¢ un nombre positif et -2 __@3(_&)
et >0 tel que o<E—M<E+N<I et que

(el - ‘Etn)—'6€
PRI o g g < g e

Si nous prenons @=E—), b=E+v et si nous tenons compte du
fait que ¢’ reste, dans l'intervalle (§(—, §+7), non-audessus des seg-

1. (' existe, sauf peut-étre sur un ensemble au plus dénombrable.
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ments de droites joignant les points de la courbe 3 =¢’(x) pour ¥=&—,
£, £+, nous trouvons que

£+
1 g mave 0 QMTH—0@
P E+n—ide'Odi—¢' €)= -5 T
§—m 50’ (E) —o’ (E—
_SOFEN| Ny 6

ce qui démontre la propriété.

Nous n'insistons pas sur cette question, En général, on peut dé-
montrer que si pour un & donné le nombre b est suffisamment prés
a-tb

de a on a nécessairement x, < S
4. Faisons quelques applications des formules précédentes.
1°. o=x?, p>1, a=o0, b=1. I/inégalité (5) s'écrit 27> p(p+1)
et nous pouvons énoncer la propriété snivante.
Si | est une fonction de (), on a linégalité
it
2 p—1 .
e NI
e I .
b1 2 L4 b=t

0 Py est la vacine, comprise entre 4,79 et 4,8, de U'équation 2"=p(p-+1).
Dans le premier cas l'égalilé n'est possible que st

1 1 T

frax— fdx | =

7y x—h+ | x—A\| [ 2 l:ﬁ
g il £7 4

dans le second cas seulement st f—=x.

2. o=#’, 0<<p< 1, a=0, b=1. La fonction ¢ est concave d’ordre
I et convexe d'ordre 2. Nous en déduisons que
Si | est ume fonction de (Eb),, on a U'inégalité
1

{ fdx | — [ fdx=<(x1—p) [?NZJ]'T” s oL PpI

Végalité w'étant possible que pour la fonction

A\ [ m—)| =I——2[ pp + 1) ]ﬁ |
2 i

2(x—A\) . K

=
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Nous avons, en particulier,

0

f}gdx—-(flfdx)zg—;— .\ flfdx—-f\/fwffxé‘fg

0
1'¢galité n’étant possible que pour les fonctions

¥ 35—t 4 |35—1]| 32x——23+[32x-23|
fos e j=rr
4 18

respectivement. Ta premiére inégalité est connue et nous la repren-

drons dans la cinquiéme note.
3% On peut également considérer @=x, p<<o, a>0. Dans ce

cas @ est convexe d’ordre 1 et concave d’ordre 2. Soit, en particulier,
1

ok ax ;
le cas p = — 1. Designons par H=1/ | — la moyenne harmonique

0
de f. Nous en déduisons la propriéte suivante:
Si f est une fonction de EY),, a>o0, A et H la moyenne arithmeé-
arl }

tique et la moyenne harmonique de f, on a Vinégalilé

s 2
- L < . = _-J e Jx—c;—i—clogc] : c:-—b-J

T =
I'égalité w'étant possible que pour wne seule fonction de la forme (4) ow

I-l-¢ 2¢ a
—_ _— > P
b

1—o¢ 1—c¢ +ecloge

(—

4°. Considérons encore le cas o
est concave d’ordre T et convexe d’ordre 2. Nous en déduisons la pro-

priété snivante.
Si | est une fonciion de (BY),, a >0, A e G la moyenne arith-
métique el la moyenne géométrique de la fonction f, on a Vinégalité
2
- : (e—p
%—S 26(c — 1 L:)io) (_I._) A
(c—1). 61— 4

b

I'égalité w’étant possible que pour une seule fonction de la forme (4) on
) 1}¢ I—¢C a
Yi—] e e ] c=

I—C c—1—loge B

e
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— log %, a >o0. Cette fonction .
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