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Notes sur les fonctions convexes d'ordre supérieur (VI)(')

Par TIBERIU POPOVI CIU

à Cernăuti

Sur les extréma des fonctions d'ordre n.

1. Nous allons considérer des fonctions f=f(x), uniformes et définies sur
ensemble linéaire borné et fermé E. Cet ensemble peut être fini ou infini, mais

Lrsqu'il s'agit d'une fonction d'ordre n il a au moins n+2 points. Nous désignerons

par a=minE, a<b=maxE les extrémités de E. Nous dirons qu'une fonction est

continue resp. semi-continue sur E s'il en est ainsi sur le dérivé E' de E. Nous

Frons qu'un sous-ensemble de E est une section de E s'il est formé par tous les

points de E appartenant à un intervalle fermé (c, d), c d. Nous désignerons un

tel sous-ensemble par (cEd). Nous dirons que les sections (cEd), (c, Ea,) sont
séparées par E si d<c, et si l'intervalle ouvert (d, c,) contient au moins un point
de E. Plusieurs sections de E sont séparées par E si elles sont deux à deux sépa-

rées par E. On dira aussi que ce sont des sections séparées de E. Pour toutes les

autres notations et les propriétés des fonctions d'ordre n le lecteur est prié de se
rapporter à nos travaux antérieurs.

Une fonction non-concave d'ordre impair sur E est semi-continue supérieu-

rement et atteint donc toujours son maximum.. Mais une telle fonction peut ne pas

atteindre son minimum. Une fonction d'ordre pair 0 peut n'atteindre ni son ma-
ximum ni son minimum. Telle est, par exemple, la fonction

f(0)=f(1)=0, f(x)=1-2x, 0<x<1.

Si le maximum ou le minimum d'une fonction d'ordre n est atteint en n+2

points il est atteint en tous les points de la plus petite section qui contient ces points.
_n n+1

2. Pour simplifier posons k = ou suivant que n est pair ou impair.2 2

Nous avons alors la propriété suivante

Si la fonction continue f est non-concave d'ordre n sur E, l'ensemble

E(M) où M =max f est atteint est formé par au plus k+1 sections séparées de Е.

Pour simplifier nous écrivons max, min au lieu de max, min.

La démonstration est simple. En effet, si E (M)

(5) (5)

avait une autre structure on

pourrait trouver 2k +2 points x₁<x''<...<*k+;<*'k+; de E demanière que
f(x,)=f(x,)=...=f(xx+)=м,
f(xi)<M, i=1,2,..., k+1

et on aurait alors

[x, x" x, X,..., Xk+ Xk+;; f]<0 si nest pair,

[X, X, X,..., Xk+) Xk+; f]<0 si n est impair,

(1) Les notes I et II ont parues dans Mathematica, 12, 81-92, 227-233 (1936). Les no-
tes III, IV et V paraitrons dans cette même revue. Toates ces notes sont d'ailleurs indépen-
dantes l'une de l'autre.
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ce qui est en contradiction avec lhypothèse de la non-concavité d'ordre n de f.

On peut préciser la structure de l'ensemble E (M).

Si n est impair et si E(M) contient au moins n points il contient l'une au

moins des extrémités a, b. Si E (M) contient au moins n+1 points ils contient les

deux extrémités a, b. Done pour une fonction non-concave d'ordre impair E (M)

ne peut contenir plus den+1 points sans que la fonction ne se réduise pas à

une constante sur E.

Si n est pair et E (M) contient plus de n points il contient l'extrémité b.

En général, si E(M) n'est pas formé par une seule section de E il contient

au plus n+1 points.

Si n est impair et si E(M) est formé par k sections séparées de E il contient

a ou b et s'il est formé par k+1 sections séparées de E il contient a et b.

Si n est pair et si E (M) est form3 par k+1 sections séparées de E il con-

tient l'extrémité b.

Retenons, en particulier, la propriété suivante:

Si la fonction continue f est non-concave d'ordre n sur F, l'ensemble

E (M) vérifie la propriété suivante:

A. E (M) ne peut être formé par au moins n-k+1 sections séparées de

E, sans contenir l'une des extrémités a, b pour n impair et l'extrémité b pour

n pair.

Si E se réduit à un intervalle (a, b) et si n est impair, E (M) contient au

plus k +1 points à moins que f ne soit pas une constante dans (a, b). Si n est pair

E(M) contient ou bien au plus k+1 points ou bien est f
ormé par un intervalle

(c, b), a c.

Il est inutile de préciser ici davantage la structure de E (M).

3. On peut trouver des résultats analogues pour
 le minimum.

Si la fonction continue f est non-concave d'ordre n sur E, l'ensemble E (m)

où m= min f est atteint est formé par au plus n -k+1 sections séparées de E.

La structure de E(m) peut être précisée facilemen
t. Par exemple, dès que

E(m) ne se réduit pas à une section il contient au 
plus n+1 points. Pour les

fonctions d'ordre pair la structure de E (m) se déduit d'ailleurs de la structure de

E(M), en remarquant que la fonction -f(-x) est aussi non-conc
ave d'ordre n.

En particulier donc

B. Si n est pair, l'ensemble E(m) ne þeut être formé par
 au moins k+1

sections séparées de E sans contenir l'extrémité a.

Pour les fonctions non-concaves d'ordre impair retenons la propriété suivante

C. Si n est impair, l'ensemble E (m) est formé par au plus k sections sé-

parées de E.

Si E se réduit à un intervalle (a, b), F (m) contient ou bien au plus n-k+1

points ou bien se réduit à un intervalle qui contient l
'extrémité a pour n pair.

4. Si la fonction f est non-concave d'ordre n il en est de
 même de la fonc-

tion f-P, P étant un polynome de degré n('). Si f n'est pas pol
ynomiale d'ordre

n on peut toujours déterminer le polynome P de mauière que les ensemble E (M)

E (m) correspondants à f - P soient formés par le nombre maximum de sections

(1) Un polynome de degré n pour nous est un polynome de degré eifectif 
n.
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ées de E, donc que E (M)+ E(m) soit formé par n+2 sections séparées de E.

eeffet, T; le polynome de meilleure approximation de Tchebycheff de dé-

éi de la fonction f sur E. T; est donc le polynome (unique) pour lequel

min max |f-P,

teintlorque P est un polynome de degré i. Nous a ons alors la propriété

ante(')

Si Tn est le polynome de Tchebychefi de degré n d la fonction f con-

e et non-concave d'ordre n, ne se réduisant pas à un polynome de degré n,

peut trouver n +2 et seulement n+2 points consécutifs où la différence

-T atteint la valeur max | f -Tn | avec des signes alternés.

Cette propriété est équivalente à la suivante

Si f est une fonction continue et d'ordre n, ne se réduisant pas à un poly-

me de degré n, les polynomes T T sont distincts, donc Tn+est effective-

ment de degré n+1.

Si f est non-concave d'ordre n, la fonction f-Tn jouit donc de la propriété

eE(M) est formé par k+1 et E (m) parn-k+1 sections séparées de E, à

moins, bien entendu, que f ne soit pas polynomiale.

Remarquons aussi la propriété suivante

Si T est le polynome de Tchebycheff de degré n de la fonction f con-

tinue et d'ordre n, la valeur max | f -Tn | est nécessairement atteint aux

extrémités a et b. On a d'ailleurs [f (a) -T (a)] [f (b) —T, (b)]ou 70 suivant

que n est impair ou pair.

5. Nous allons maintenant établir, et c'est le but principal de ce travail, les

réciproques des propriétés précédentes et d'abord celles des propriétés A, B, С.

Avant d'arriver à ces propriétés nous allons traiter un problème auxiliaire.

Soient x,>x,>...>, r points de E tels que chaque intervalle ouvert

(x X+), i=1,2,...,r-1 contient au moins un point de E. Les points Xr, x,

peuvent ou non coïncider avec les extrémités a, b. Posons

(m)
E.

que

les

de et

F;= (X+, Ex;) i=1,2,...,г-1

F,=(x, EЬ) si x,<b,

F=(aEx) si a<x

+1

ante

sé-

+1

onc-

rdre

(M)
ions

Nous avons donc, suivant les cas, r-1, rour+1 ensembles Fi. Nous allons

d'ailleurs supposer que si r=1, ax, <bet si r =2 nous n'avons pas en même

temps a=x,, x, =b. Ainsi le nombre s +2 des ensembles Fi est toujours2,

done s0.

Considérons maintenant une fonction continue f qui s'annule aux points x; et

telle que chaque F; contient au moins un point x; où elle prend une valeur positive

Posons

R=(x-x,) (х- x,)...(x - x)

(1) Nous avons déjà donné cette propriété dans notre petit livre «Despre cea mai buna

aproximatie a functiilor continue prin polinoame", Monografii Matematice, Cluj 66 pP,, 1937

sp. p. 22. Ia démonstration donnée dans ce livre pour E=intervalle est évidemment valable

pour E borné et fermé quelconque.
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μmin max (f - RQ),
(E)

lorsque Q parcourt l'ensemble des polynomes de degré
Nous avons u0.

On a évidemment u 0. Soit

S.

8=[x,, x2,..., X, X, X,..., x'; f),

avee la condition de supprimer le point x', si x, =b et le point x', si x, = a.

est donc une différence divisée d'ordre r+s+1. D'autre part

(1) [X, X,...., X, X, X,... xr; f -RQ]=8,

quel que soit le polynome Q de degré s.

Si l'on avait u=0 on pourrait trouver, quel que soit

nome Q tel que

[X, X2,..., X, X, X1..., Xr; f-RQ]>-3

8

8

2 > > 0, un poly-

8 8

2

>3> no

suivant que x, =b ou x, <b, ce qui est en contradiction avec (1).
6. Démontrons maintenant le

Lemme I. Si le polynome Q=c x + c₁x³-1+... + cs, ou -Q vérifie
l'inéqalité

(2)

on

R(x) Q(x)<A, xCE, (A>0),

peut trouver un nombre positit B, dépendant de A mais non du polynome

Q, tel que l'on ait

c<B, i-0, 1,..., s
Ce lemme résulte du suivant

Lemme II. Si le polynome Q=cx +c, x³-1+... + Cs, ou -Q vérifie

l'inéqalité

(3) (-1) Q (y;)<A*, i=1, 2,..., s+2, (A* >0),

on peut trouver un nombre positif B*, dépendant de A* mais non du polynome

Q, tel que l'on ait

| c;| <B*, i=3,1,..., S.

Démontrons d'abord la propriété pour le premier coefficient co. Si nous po-

sons W=(x —y,) (x - y,)... (x-ys+2), la formule d'interpolation de Lagrange
nous donne

Mais

C(-Ys+)Q (91)( —у,) Q ()

et nous en déduisons

-A*

Σ
i=1 W' (yi) i=2 W' (y;)

(- 1)iW' (y₁) > 0, i=1, 2,..., s+2

s+2

Σ
У-У

1) W (y) C<A
s+1 ViУs+

()
(1) W (y)

Supposons maintenant que la propriété soit vraie pour les coefficients c

C,..., Cj- et démontrons-la pour le coefficient cj. Nous avons
| c|<B, i=0,1,..., j- 1,

(1) On en déduit une limitation analogue si vérifie l'inégalité (3).
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étant une constante dépendant de A* mais non de Q. Si nous posons Q,=cxi+
-Ci+, xs i-1+...+c, nous avons

donc
(-1) Q, (y)=(-1) Q (y) -(-1) (c x$ + c,x*-1+... +c;-,x j+1),

(-1) Q(y) <A*, = A*+B. maх (У + y, -1+...+ y s-j+1)
t-1,2,...s+2

i=1, 2,..., s +2-j

et A", dépend de A* seulement. La limitation de c revient ainsi à la limitation
Tun premier coefficient.

Le lemme II est donc démontré. Remarquons qu'on peut prendre pour B*
n nombre de la forme K.A*, K étant indépendant de A* et du polynome Q.

Le lemme I en résulte facilement. Il suffit de prendre pour y; les points x; et
de remarquer que de (2) résulte une inégalité de la forme (3) pour Q ou-Q, avec
la valeur

A*
A

min R(x')
(i)

Nous dirons, pour simplifier le langage, qu'un polynome Q de degré s pour
lequel le minimum est atteint, est un polynome de meilleure majoration de f sur
Tensemble E. Du lemme I, nous déduisons, par un raisonnement classique, que

Il existe au moins un polynome de meil!eure majoration.
La démostration consiste en à remarquer d'abord que max (f -RQ) est une

fonction continue des coefficients de Q. On voit ensuite qu'il suffit de considérer
les polynomes Q pour lesquels

f(x)-R(x) Q (x) < max f, xE,
fie donc les polynomes Q pour lesquels

ne

-R(x) Q (x) < max f-min f, xCE.
7. Nous allons démontrer maintenant que
Si Q est un polynome de meilleure majoration, la fonction f- RQ atteint

la valeur sur chacun des ensembles F

(+)
ge

Supposos le contraire et soient.

Fi, Fi.., Fi i, <i, <...<iut≤s+1
ceux des ensembles F; sur lesquels la valeur u est atteint. On a done

max (f - RQ)=μ, j=1, 2,..., t,
(Fij)

max (f- RQ) < u i≠i, j=1, 2,..., t.(!)

On peut alors trouver un u, <u tel que

f-RQu, xCF, i≠i; j=1, ?,..., t.

Construisons le polynome U=П(x - x;) où j prend seulement les valeurs
+1 pour lesquelles ij+,-i est impair, 1<j<t-1. Si t=1, U= 1. Il en est

encore ainsi si toutes les différences ij+-ij sont paires.
On voit que U est de degré s et que RU est de méme signe en tout point

des ensembles (1). Soit λ une constante de ce même signe; ARU est donc positif
sr les ensembles (4) sauf sur leurs extrémités où ce polynome s'annule.
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Ceci étant, on voit facilement qu'on peut prendre | 2 | suffisamment petit
pour que l'on ait

f-R(Q+XU) <µ, xCF, j=1, 2,..., t,

f - R (Q+ XU)2 <u, xCF, i≠i, j=1, 2,..., t

et Q ne serait pas un polynome de meilleure majoration. La propriété est donc

démontrée.

On peut encore remarquer que

Si Q est un polynome de meilleure majoration, l'ensemble sur lequel f-RQ

atteint la valeur u ne peut contenir aucun des points x; et ne peut être formé

par moins de s+2 sections séparées de E.

Dans la suite l'existence d'un polynome de meilleure majoration sera suffi-

sante mais nous pouvons démontrer la propriété suivante

Il existe un seul polynome de meilleure majoration.

Supposons le contraire et soient Q, Q, deux polynomes distincts de meilleure

Q+2
majoration. Si Q, =

(5)

nous avons
2

1

f-RQ,= (-RQ)+(-RQ)]4, xCE
max (f- RQ),

donc Q, est encore un polynome de meilleure majoration. On en déduit immédia-

tement qu'il existe au moins s + 2 points, différents des points xi, où f -RQ=μ

et, d'après (5), au moins s+2 de tels points ou

f-RQ=f-RQ" on õ=О

donc QQ,. L'unicité résulte d'ailleurs du seul fait que la valeur u est atteint en

au moins s+1 points.

8. Revenons maintenant aux fonctions d'ordre n. Démontrons que

Théorème I. Si f est une fonction continue définie sur FE et si, quels que

soient le polynome P de degré n et la section E, de E, lensemble E, (M) cor-

respondant à f-P vérifie la propriété A, la fonction i est non-concave d'ordre

sur E().11

Il suffit de démontrer que si f n'est pas non-concave d'ordre n on peut trou-

ver un E, et un polynome P tels que E, (M) ne vérifie pas la propriété A.

Si f n'est pas aon-concave d'ordre n on peut trouver n +2 points x,)x,)... >Xn+2

tels que l'on ait

(6) [x,, x,..., Xn+;; f] < 0.

On peut alors trouver un polynome S de degré n tel que la fonction f,=f-S

vérifie les égalités
f, (x,)f, (x,)=...=f, (xx+)=0.

f, (x,)f, (x,)=...=f, (X₂n-k+) =2p > (.

Il suffit de prendre S=G−2, oủ G est le polynome de meilleure approximation

de degré n de f sur les points x, et p > 0 cette meilleure approximatio n.

Soit alors Q le polynome de meilleure majoration de f, sur l'ensemble

(1) Si, plus restrictivement, on suppose que E, est un sous-ensemble queleonque de

E la propriété est banale.
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=(x Ex,), en prenant comme points x; les points x,, X,..., X2k+1 On voit
médiatement que pour P=G-p+RQ la propriété A n'est pas vérifiée pour

E-P sur E.

Nous en déduisons immédiatement le

Théorème II. Si f est une fonction continue définie sur E et si, quels
e soient le polynome P de degré pair n et la section E, de E, lensemble

E(m) correspondant à f -P vérifie la propriété B, la jonction f est non con-

cave d'ordre pair n sur E.

Pour les fonctions non-concaves d'ordre impair nous avons la propriété suivante

Théorème III. Si î est une fonction continue définie sur E et si, quel
que soit le polynome P de degré impair n, l'ensemble E (m) correspondant à
-P vérifie la propriété C, la fonction est non-concave d'ordre impair n sur E.

La démonstration se fait comme pour le théorème I. Si f n'est pas non con-

cave d'ordre n on peut trouver n+2 points x₁ >x, >..., > Xn+, tels que l'on ait

Tinégalité (). On peut alors trouver, comme plus haut, un polynome S de degré 1
tels que si f, =f-S on ait

f, (x,)=f,(x,)=... =f, (x₂)=0
f, (x,)=f, (x,)=...=f, (x+) < 0.

Soit alors Q le polynome de meilleure majoration de -f, sur l'ensemble E, en

prenant comme points x; les points x₂, X,..., Xak. On voit immédiatement que
pour P=S - RQ la propriété C n'est pas vérifiée par f -P sur E.

9. Faisons quelques remarques sur les théorèmes précédents. On peut tou-
jours ne considérer que les polynomes P qui s'annulent tous en un même point,

par exemple on peut ne considérer que les polynomes divisibles par x[P() =0}
Dans la démonstration des théorèmes I, II lhypothèse n > 1 intervient im-

plicitement. Mais ces théorèmes restent vrais pour n=0, 1. Pour n=0 nous avons

la propriété suivante, à peu près évidente

Si f est définie sur F et si, quel que soit la section E, = (cEd) de E, c, d<E

on a f (d) = max f, la fonction f est non-décroissante sur Е.)

Pour n=1 nous avons le théorème suivant, du à M. S. Saks ().
Si f est une fonction définie sur E, et si, quels que soient la section E

de F, et la constante a, la fonction f +ax atteint son тахітит en.l'une au

moins des extrémités de E, la fonction f est non-concave d'ordre 1 sur E.

Nous avons déjà donné le théorème III pour n=1 dans un travail précédent ().
L'hypothèse de la continuité de f ne peut être supprimée en général, mais

elle peut être remplacée par des hypothèses moins restrictives. Par exemple, par
la semi-continuité supérieure pour le maximum et inférieure pour le minimum.
Comme nous le montre l'exemple des fonctions d'ordre 0 ou 1 on peut se passer com-

plètement de telles hypothèses sous certaines conditions. On peut aussi imposer
àf-P des conditions moins restrictives et caractériser ainsi les fonctions d'ordre

n. Ainsi, par exemple, nous avons la propriété, à peu près évidente.

(1) S. Saks «O funkjach wypuklych i podharmonicznych» Mathesis Polska, 6, 43-55 (1931).
(2) Tiberiu Popoviciu Deux remarques sur les fonctions convexes Bulletin de l'Acad.

Rou naine, 20, 45-19 (1939).
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Si i est définie sur E et si, quel que soit la section E,(cEd) de E,
on a f(c)=min f ou f(d)=max î, la fonction f est non-décroissante sur F.

(1) (1)

10. Les propriétés des ensembles E(M, E(m) précisent beaucoup-les poly-
nomes T T+1 de meilleure approximation d'une fonction continue d'ordre n.

Nous allons supposer maintenant que E soit un intervalle fermé (a, b) et

la fonction f continue dans (a, b).

Posons (1)

1=1(x,X,..., Xn+2; f)= n+2

U (x,, X,..., Xn+; f)

Σ V (Χ,, Χ)..., Χ;-;, Χi+., Xn+s)]1

x, >x, >...> Xn+.

Nous supposons que le lecteur connaisse les propriétés des polynomes de

meilleure approximation établies par MM. E. Borel (*) et Ch. de la Vallée
Poussin (*). En particulier, rappelons que la meilleure approximation d'ordre n de

la fonction f dans un intervalle est égale au maximum de | T| lorsque les x; re-

stent dans cet intervalle. Si x,, ) X, ) ...>Xn sont des points pour lesquels ce

maximum est atteint, f-Tn prend alternativement les valeurs ± T sur ces points.

Le polynome Tn est caractérisé complètement par le fait que f-Tn atteint la

valeur max f-Tn en au moins n +2 points consécutifs avec des signes alternés.

M. Ch. de la Vallée Poussin remarque Test une fonction con-que

tinue des x. Mais si nous tenons compte du fait qu'il y a correspondance continue
entre les fonctions continues et leurs polynomes Tn on voit facilement que

Test une fonction continue lorsque les X; restent dans un intervalle.

On peut aussi démontrer directement cette propriété.

Il est d'ailleurs à remarquer que le maximum ou le minimum, supposé non

nul, de t ne peut être atteint que pour des valeurs distinctes des xj.

11. Démontrons maintenant le lemme suivant:

Lemme III. Si T ne reste pas constamment non-positif et si T'=
=1)x', x',.., Xn+;; f) x',>x', >... > x'n+, est le таxiтuт (0) de T dans

l'intervalle (a, b), T' est la meilleure approximation d'ordre n de f dans l'in-

tervalle (xn+, X'₁).

Soit P le polynome de meilleure approximation de degré n sur les points

X X..., Xn+. Nous allons montrer que P est le polynome de meilleure appro-

ximation de degré n de f dans l'intervalle (x'n+, x',). Pour cela il faut et il suffit de

démontrer que la fonction f, =f - P reste comprise entre -T' et T' dans (x'n+ X)
Prenons le point x'j- > x > Xj+, j=1, 2,..., n +2, x',=x, X+=X'n+
Nous avons

T(x, X..., X'j-, X, X'j+,..., X+; f) T'.

(1) Nous faisons usage des notations employées dans nos précédents travaux. V est le

déterminant de Vandermonde et U ce qu'on obtient de ce déterminant lorsqu'on remplace
les éléments x; de la dernière colonne par f(x;) respectivement.

(2) E. Borel «Leçons sur les fonctions de variables réelles" Paris (1905), Chap. IV.

(3) Ch. de la Vallée Poussin "Leçons sur l'approximation des fonctions d'une variable
réelle, Paris (1919), Chap. VI.






