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Par TIBERIU POPOVICIU

a Cernauti

Sur les extréma des fonctions d’ordre n.

. Nous allons considérer des fonctions f=1(x), uniformes et définies sur
._:“-u linéaire borné et fermé E. Cet ensemble peut étre fini ou infini, mais
il sagit d’une fonction d’ordre n il a au moins n + 2 points, Nous désignerons
=minE, a < b=maxE les extrémités de E. Nous dirons qu’une fonction est
ue resp. semi-continue sur E s’il en est ainsi sur le dérivé E’ de E. Nous
qu'un sous-ensemble de E est une section de E s7il est formé par tous les
, de E appartenant i un intervalle fermé (c,d), ¢ < d. Nous désignerons un
jus-ensemble par (cEd). Nous dirons que les sections (cEd), (c, Ka,) sont
es par F si d {c, et si I'intervalle ouvert (d,c,) contient au moins un point
- Plusieurs sections de E sont séparées par E si elles sont deux a deux sépa-
par E. On dira aussi que ce sont des sections séparées de E. Pour toutes les
_ notations et les propriétés des fonctions d’ordre n le lecteur est prié de se
er 4 nos travaux antérieurs.

Une fonction non-concave d’ordre impair sur E est semi-continue supérieu-
ent et atteint donc toujours son maximum. Mais une telle fonction peut ne pas
dre son minimum. Une fonction d’ordre pair >0 peut n’atteindre ni son ma-
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im ni son minimum. Telle est, par exemple, la fonction

_ HO)=E{D)=0,+ {(x)=1=@x; 0 aeC]

Si le maximum ou le minimum d’une fonction d’ordre n est atteint en n- 2
ts il est atteint en tous les points de la plus petite section qui contient ces points.
-3 . = n 1 e o SIEOR - ; .
- 2. Pour simplifier posons k = 5 ou ; - suivant que n est pair ou impair.
s avons alors la propriété suivante

. Si la fonction continue f est non-concave d’ordre n sur E, I’ensemble
) oir M =max f est atteint est formé par au plus k-1 sections séparées de F.

- Pour simplifier nous éerivons max, min au lieu de max, min.
- () =)
F r_ La démonstration est simple. En efiet, si E (M) avait une autre structure on

frait trouver 2k + 2 points x, <x", <{... < x4, <Xy, de E de maniére que
TRl )=ttt )=, =M == M

: fx)<M, i=1,2,...,k+1

n aurait alors

; i g x,, s e X o ks SR Ssin et Dair,

|y P ST IES RGO si n est impair,

- (1) Les notes I et II ont parues dans Mathematica, 12, 81 —9g2, 227—233 (1936). Les no-
II, IV et V paraitrens dans cette méme revire. Toutes ces notes sont dailleurs indépen-
s 'une de lautre.
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¢e qui est en contradiction avec I’hypothése de la non-concavité d’ordre n de £,

On peut préciser la structure de I'ensemble E (M).

Si n est impair et si E(M) contient au moins n points il contient I'une au
moins des extrémités a, b. Si E (M) contient au moins n 4 1 points ils contient les
deux extrémités a, b. Donc pour une fonction non-concave d’ordre impair E (M)
ne peut contenir plus de n+-1 points sans que la fonction ne se réduise pas a
une constante sur E.

Si n est pair et E(M) contient plus de n points il contient 'extrémité b.

En général, si E(M) n’est pas formé par une seule section de E il contient
au plus n + 1 points.

Si n est impair et si E(M) est formé par k sections séparées de F il contient
a ou b et il est formé par k -1 sections séparées de E il contient a et b.

Si n est pair et si K (M) est form? par k + 1 sections séparées de I il con-
tient Pextrémité b.

Retenons, en particulier, la propriété suivante:

Si la fonction continue § est non-concave d’ordre n sur K, I'ensemble
E (M) vérifie la propriété suivante :

A. (M) ne peut étre formé par au moins 1 —k + 1 sections séparées de

E sans contenir Pune des extrémités a, b pour n impair et extrémité 1 pour

n pair.
Gi E se réduit & un intervalle (a, b) et si n est impair, E (M) contient au

plus k | 1 points 3 moins que f ne soit pas une constante dans (a, b). Sin est pair
(M) contient ou bien au plus k + 1 points ou bien est formé par un intervalle
(c,b), a<c

11 est inutile de préciser ici davantage la structure de E (M).

3. On peut trouver des résultats analogues pour le minimum.

Si la fonction continue f est non-concave d’ordre 1 sur E, I'ensemble ¥, (m)
oir m = min f est atteint est form? par au plus n —k +1 sections séparées de L.

La structure de E(m) peut étre précisie facilemant. Par exemple, dés que
E (m) ne se réduit pas % une section il contient au plus n-+1 points. Pour les
fonctions d’ordre pair la structure de E(m) se déduit dailleurs de la structure de
E (M), en remarquant que la fonction — f (— x) est aussi non-concave d’ordre n. 4'

En particulier donc

B. Si n est pair, 'ensemble E (m) ne peut étre formé par au moins k -+ 1

 sections séparées de F, sans contenir ex(rémité a.

Pour les fonctions non-concaves d’ordre impair retenons la propriété suivante 1

C. Si n est impair, Pensemble F,(m) est formé par au plus k sections sé=
parées de E.

Si E se réduit  un intervalle (a, b), E (m) contient ou bien au plus n —k 1
points ou bien se réduit a un intervalle qui contient 'extrémité a pour n pair. -

4. Si la fonction f est non-concave d’ordre n il en est de méme de la fone-
tion f — P, P étant un polynome de degré n('). Si f nest pas polynomiale d’ordre
n on peut toujours déterminer le polynome P de mauiére que les ensemble E (M) :

P soient formés par le nombre maximum de sections

E (m) correspondants a f —

(1) Un polynome de degré n pour nous est un polynome de degré eifectif Lo
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2, donc que F (M) | E (m) soit formé par n + 2 sections séparées de E:
t, T; le polynome de meilleure approximation de T'chebycheff de dé-
onction f sur E. T; est donc le polynome (unique) pour lequel

min max |f—P |,
lorque P est un polynome de degré i. Nous a ons alors la propriété

 est le polynome de Tchebychell de degré n d> lu fonction [ con=
_n-concave d’ordre n, ne se réduisant pas a un polynome de degré n,
ouver n -2 et seulement n |2 points consécutifs ou la d:ﬂérenre
tteint la valenr max | f =T, | avec des signes alternés.
te propriété est équivalente a la suivante -
f est une fonction continue et d’ordre n, ne se réduisant pas a un poly=
"degré n, les polynomes 'I'y, I\, +, sont distincts, donc T, est effective-
degré n + 1.
f est non-concave d’ordre n, la fonction f — T, jouit donc de la propriété
M) est formé par k {1 et E(m) par n—k+ 1 sections séparées de E, a
' bien entendu, que f ne soit pas polynomiale.
Remarquons aussi la propriété suivante
Si T, est le polynome de Tchebycheff de degré n de la fonction f con=-
‘et d’ordre 1, la valeur max | f—'T, | est nécessairement atteint aux.
mités a et b. On a d’ailleurs [i(a) —T, (a)] [E£(b)— T, (b)] > ou £ 0 suivant
\ est impair ou pair.
‘5. Nous allons maintenant établir, et c'est le but principal de ce travail, les
roques des propriétés précédentes et d’abord celles des propriétés A, B, C,
at d’arriver A ces propriétés nous allons traiter un probléme auxiliaire.
;Soxent X, >X, >...>X%,, I points de E tels que chaque intervalle ouvert
R i=1,2,...,r —1 contient au moins un point de E. Les points X, X,
vent ou non comcnder avec les extrémités a, b. Posons

}1_‘(xi+| r“:Xi)a i:l12;-"! e
F,=(x,Eb)  _six<b,
E: ={aBk;) st &< X

~ Nous avons dong, suivant les cas, r — I, r ou r+ 1 ensembles F;. Nous allons
illeurs supposer que si r=1, a {x x,<b et si r=—2 nous mavons pas en meéme
nps a =—x,, X, =Dh. Ainsi le nombre s -2 des ensembles F; est toujours = 2
B 0.
~ Considérons maintenant une fonction continue f qui s’annule aux points x; et
le que chaque F; contient au moins un point x; ott elle prend une valeur positive
~ Posons

R=(x—x,)(x—X,)...(x —x)

(1) Nous avons déji donné cette propri¢té dans notre p= -tit livre «Despre cea mai buna
proximatie a functiilor continue prin polinoame», Monografii Matematice, Cluj 65 pp,, 1937
p. 22. I.a démonstration donnée dans ce livre pour I =intervalle est évidemment valable
ur ¥ borné et fermé quelconque.
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&t soit
w = min max (f — RQ),
(g)
lorsque Q parcourt I'ensemble des polynomes de degré s.

Nous avons p > 0.
On a évidemment p > 0. Soit
RS el T s NG L . &
avee la condition de supprimer le point x’, si x, =Db et le point x’; si x, =a. d
est donc une différence divisée d’ordre r+ s + 1. D’autre part
(1) I x5, ..y X, X, Xy X5 = RQ}=3,
quel qne soit le polynome Q de degré s.

Si I'on avait u==0 on pourrait trouver, quel que soit| 2 > ¢ > 0, un poly-
nome () tel que
5L A b h)
B s M X g Kyiae i Xy =R D8 > 2.98 <E<T)

suivant que x, ==b ou x, <b, ce qui est en contradiction avec (L).
6. Démontrons maintenant le
Lemme L. Si le polynome Q=c,x*+ ¢, x571-...|c, ou —Q vérifie
I'inéqalité
) R®OKA, xCE, (A>0),
on peut trouver un nombre positif B, dépendant de A mais non du polynome
Q, tel que lon ait
e << By =0 15 5, 8
Ce lemme résulte du suivant
Lemme II. Si le polynome Q=c,x* +c, x*"'+4 ... |, ou —Q vérifie
Iinéqalité
(5) (_" l}i Q (Yl)< A$| i I S —1' 2 (A* > 0),
on peut trouver un nombre positif BY, dépendant de A* mais non du polynome
Q, tel que I'on ait
| & | <B%: sl i .
Démontrons d’abord la propriété pour le premier coefficient ¢,. Si nous po-
sons W=(x—v,) (X —V,)...(Xx — ¥st2), la formule d’interpolation de Lagrange
nous donne

E—: ( : YS-i—‘*)Q( )_sh(!i __Y1)Q(_¥I_}
i= W (yi) R

(—DIW () >0, i=1,2,...,s

Mais

18]

et nous en déduisons
stz s+1 FE
v, Yi Ys42
.__.A* z Ik Y.’ < c, < A* oLty oS l)
Z (W ) Z i w _
Supposons maintenant que la propriété soit vraie pour les coefficients c,»
Cyy...,Cj—, et démontrons-la pour le coefficient ¢;. Nous avons '
lci1<B*i’ i=0:]s-”:j_];

(1) On en déduit une limitation analogue si — ) vérifie I'inégalité (3).
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t une constante dépendant de A* mais non de Q. Si nous posons Q, - ¢xt i}
xS J-14 ..+, nous avons

1)‘ Qa (Yi)z(_' I)i Q (Yi) _("_ l)i (Cﬂ xs + Byt -1 4 ek Cj-, X*° j+l)1

I Q)< A% = A*+BY. max (jy* +|y.'4... 4]y s=it1)

t=1, 2,..., 542

E 8 By S 0T Sy
1 dépend de A* seulement. La limitation de ¢; revient ainsi 4 la limitation
premier coefficient.
Le lemme II est donc démontré. Remarquons qu’on peut prendre pour B*
ombre de la forme K.A% K étant indépendant de A* et du polynome Q,
- Le lemme I en résulte facilement. I1 suffit de prendre pour y; les points x; et
smarquer que de (2) résulte une inégalité de la forme (3) pour Q ou —Q, avec
leur
ORI T

min | R (x7) |

- Nous dirons, pour simplifier le langage, qu’un polynome Q de degré s pour
2l le minimum est atteint, est un polynome de meilleure majoration de f sur
emble E. Du lemme I, nous déduisons, par un raisonnement classique, que
H existe au moins un polynome de meilleure majoration.

=-La démostration consiste en 4 remarquer d’abord que max (f —RQ) est une
ion continue des coefficients de Q. On voit ensuite qu’il suffit de considérer
olynomes Q pour lesquels :

. f(x) —R(x)Q(x) « max f, xCE,

polynomes Q pour lesquels

—R(x)Q(x)£max f —min f, xCE.

7. Nous allons démontrer maintenant que’

8¢ Q est un polynome de meilleure majoration, la fonction { — RO atteint
ileur ( sur chacun des ensembles F.. !

Supposons le contraire et soient.

Fi,! Figr-"! Filj il = i, < e < it: e |

s ensembles F; sur lesquels la valeur u est atteint. On a donce

max i —RQ)=yu, j=1,2...,¢

Fl])

Tax[f——RQ){g ik iged, B, o,
=)

:-'5 1 peut alors trouver un u, < u tel que

3 f—RQ<yp,xCF,izi, j=1,2.., ¢t

struisons le polynome U = [T(x —x;) ott j prend seulement les valeurs
lesquelles i;,, —i; est impair, | £ j<t—1.Sit= I, U=1. Il en est

ainsi si toutes les différences 1j+,—1i;j sont paires.

n voit que U est de degré s et que RU est de méme signe en tout point

mbles (1). Soit | une constante de ce méme signe; ARU est donc positif

sembles (4) sauf sur leurs extrémités ot ce polynome s’annule,







