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NOTES SUR LES F'ONCTIONS CONVEXES D'ORDRE
SUPERIEUR (IV)r)

PAR

TIBERIU POPOVICIU (à Cernáufi)

Sur unc inégalitó vérifióe par les fonctions tlrortlre n.

1. Avant de nous occuper des inégalités que nous vourons établir
dans ce travail, il est nécessaire de résumer quelques propriétés des po-
lynomes orbhogonaux que nous utiliserons plus loin.

Une suit,e de polynomes en ø

(t) Po Pr,..., P,n,...
où

P,¿: *(n) : r* t ...t ntr:0, L,..., (Po: t)
esI une suite orthogonale si:

to' on peub trouver une opération linéaire u (l), définie clans le champ
des polynomes, telló que

2o. On ait

u) U(P¿P¡):0,i+i b) U(P?)>0,
quels que soient i, i :0, L, 2,...

Il en résulte cJue la suite orthogonale est complòternent caractérisée
par,les moments

U (ni) : ¿¿, i: 0, L,. . .

et on a alors

U (ao rí I a, ri-t ¡ I ai) : aoc¿ * at.ci-,r+ . .. * ai co

1) Cette Notc paraî[ avec u]ì retard consiclérable pour des raisons indépenclantes
de la voÌonté cle I'auteur. Les Notes I-III, v-vIII ont cléjà paru dans d,autres
périodiques.
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Remarquons encore'que dans une suite orthogonare (1) on peut þrenclre
arbitrairement les polynomes P-_1, P,, avec les seuls conditions de réalité
et de séparation de leurs zéros. on peut aussi prenclre arbitrairernent
le polynome P* à zéros réels et clistincts et les poids pcisitifs .de ce poly,
nome, Par ces données les polynomgs P0, Pr,..,, P,,, de la suite (t) sont
dóLcrrninés complè[enrent.

Considérons maintenant le polynome P,o * Qp,,_r. où Q est une con-
stanl.e 10. On voit facilement, que les zéros Atl Uz< ...
ce polynome sont tous réels et distincts. Nous avons les propriétés dìr
séparation 

ì

At1h1A, 1n2 1...1yr, 1t," si Q)0,'
hlAt{nz1!124...1n,2 1U,, si q<0. r

Le syslème

(4) ci,:yrA\lyzA,r+ ...lr,*y,,, , i:0, L,...,2n2-2
est encore compatible en l¿, Nous ditons encore que les nornbres t11 !27,,.7 ,t)7¡.

déterminés par ce système, sont l¿s poícls du polynome p,i t Qp,,_t ,
ces poids sont positíls c¡t'el que soit p. En efIet, ra form're (3) esú ehcot.e
applicuble. Nous . avons

cz,: fJ (nzr) : f, a? U (
i:l \

a

r:0r 1,

n-?ti) Q', @,)

, nt-7-r'
clonc

,,:U( Q@)

@-aù Q' fuù
i: L,2;. .., nt,

)'0,
où nous avons posé Q @) = 

p,n(*) I gp,,q(ø).
on peut aussi rnontrer facilement qu'on obtient ainsi toutes les soj

lutions du système (4).
3. Revenons maintenant aux fonctions convexes. Nous allons clonner

tout d'abord une interprétation de la différence divisée lrr-, *, ,. . ., nn+z) fld'ordre n + L. Nous poùvons écrire :

l*r, *r>...t nnt2; Íl: prl@,.)I prÍ(*r)+ ...I pnn,l(*n+r).,
où les pi ne dépendent pas cle là fonction f (ø). Si _nor*s___supposons
nt{nz<...<

l*
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Ä I'aide de 2o on montrc lacilement que les polynomes (t) sont com-
plètement déterminés et on peut les calculer explicitement. On sait,
d'ailleurs, que I'opération U (/) est nécessairement de la forme 2)

u (il : [n- | (r) d,a (n),
J--

où a (ø) est une fonction non-décroissante dans (-co, * oo),
On peut suplloser que seuls les 2r rnoments c0 , cr r. . . c2r_1 sont donnés

(a (ø) ne prend alors qu'un nornbre fini de valeurs distinctes). Dans ce

cas nous prenons dans 2" ") i, i 
: 0, 1 . . . I t. eL dans 2" b) i : 0, L. . . ,

r - t-. On a alors une sui[e orthogonale linie Po , Pr,. . ., P, . Mais, on le
voit facilement2 une telÌe suite est toujours la section d'une suite infinie (t).

2. Soit (t) une suite orthogonale, On sait que les zéros du polynorne
P¿ (i> 0) sont tous réels et distincbs. Deux polynomes consécutils P;_1 , Pi
n'ont jarnais de zéros comnrllns et les zéros de P¿ séparent ceux de P¿_1 ,

Soien[ n11n2<...
le système de 2n'¿ équations

(2) c¿: 1r*iI 1'z*"r+ .. ' { )',nn,i, i:0,L...,2nt.- L,
dans lòs incònnues ),r, ),rr,.., ),rr", frrt frz,i,, frnt. Ontrorive immédiate-
ment que les ø¿ sont précisément les zéros du polynorne Pm et les i¿ ,
qui sont alors déterrninés complètemenL par. les nz prernières équations, sont
des nombres posítífs. Nous dirons que ces nombres l¡ sont les poíd"s du
polynome P,'. Ces poids jouissenb, d'ailleurs, de la propriété que l'opération

U,,(Í):í t,Í(*,)
i:l

est une opération U (l) correspondant à la suite orthogonale finie P6 ,.

Pr,..., P^. Ces résul[ats s'obtiennent facilement en remarquant que
la condition d'orthogonahté 2" ø) nous donne U (ní P*) : 0, i: 0, L,...,
m-I, qui expriment justement que les ø¿ sont les zéros de P,n et que
le système (2) est alors compatible en 1, , 1, t. . .¡ Jutn. La positivité des

poids résulte facilement du fait que. ces nombres sont inversement pr,r-
portionnels aux nombres Pm-t(r¿) Pi*(øi). On peut aussi rêmar,quer que

),¡: rr((C:#; 
^fcar l'opération U (l) est positive.

,) Voil H, I{ a m b u r g er. <tÜber eíne Erweíterung d,es Stieltiessclten Momenten-
problems r. Math. ,A.nn,, 81, 235-319 (1920),

(3) cz, : IJ (*") :" ((å

:ä,.'u(

ni P* (r) 2

(n - ni) Pi, (ri)
P* (t)

fr ni) P (",)
0 Ir' ' ', m-L,

i:f,2,...,nt
donc

)0,
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Nous nous proposons de démontrer que les égalités (6) sonú øussi suf-

fisantes. Nous ferons cette démonstration par induction. La propriété
est vraie pour' r' : m * l, car alors l'inégalité (5) est une inégalité de

définition cle Ia non-concavité d'ordre n. En effeü, la différence entre le
premier et le second membre est, à un facteur constant positif près, une

différence divisée d'ordre n + L. Montrons maintenant qu'en supposant
vraie la propriété si dans le premier membre de (5) il y a ¡' - f 1s¡rnsg

(r )m f 1), elle résultera vraie pbur r termes. Par hypothèse, si nous

déterminons les y', et les þ'¡ ) 0 par les égalités

(7)

llous avorìs

donc

(8)

r-l tn

2 î,¡ ni : 2 t"'¡ y'¡ s
¿-1 i:t

, $: 0r7.r,,,, n,

r-l m

tn

2 1¿ Í (ør) à E ø',Í (u')
i:r i:t

2 1¿ Í (øi) ) 2 ø',Í (y") + 1,, | (n,).
i:1

Mais, nous savons que les U', sonl distincts et tous compris enlre n,

et n,.-r. Nous pouvons donc déterminer les U'j elles p'.' >0 pal les égalités

(9) Ðø',a'fi À,rl:> piiy'i' r ú: 0, 1,..., n.
i:l i:I

Nous avons alors

,IL

(10) Ð t',Í(v')I )',1(r,)>2 t'iÍ@'i).
i:t i:1

Mais, (7) et (9) comparés avec (6) nous montrent qùe p',' : pi,
U¡' : y¡ et alors, de (8) et (10), il résulte I'inégalité (5).

Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante:
Sí At, Azr...7 lm soht les zóros etl-h, þ2s...,þ,nlespoidsclu polynome

P,n d,e lø suite orthogonale Po, Prr..., P*r..., P, d,éterminée parles zéros
nt, nz>...t frr,et les poid,s 1r,, 1rr...,1, (r > -) d,upolynome Prr l'iruéga-
lit¿ (5) est vérifié,e pour toute lonction non-conca?e d,'ord,re impaír n--2m-1,,
cléliníe sur les poínts n¿ , yi

Si, d,e plus, la lonction est cowene d,'orihe n:2m-L sur les points
rit Ti on a dans (5) le signe 2.

La dernière partie de l'énoncé se justifie immédiatement.
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déterminants, de la différence divisée, nÒrrs montre que les coefficients

Pt, Pz¡" .¡ Pn+D sont alternativement positifs et négatifs, le dernier étant
toujours posit f, pn+z) 0. D'autre part, ces coefficients sont, à un facteur
constant près, déterminés par les relations

hnI +prn!2 I...+ pn+znT+z:0, i:0,I,..., n.

Nous pouvons d.onc énoncer les propriétés suivantes:
Si n:2nz-3 est impair et ø, 1 rz1 . . , .--ro+z) t.tolts pouaorzs

écríre

lnr, nz ¡. . .t nnj.z; Íl : î l, Í (rrr-r) -5t p¡ Í (*r¡)
¿:1 i:t

et alors fi2, frLt,.,¡ frzm-zsontles zéros et þtt þzt,,,t þtn¡._rles poírlsdupo-
lynome P*-1 d,e lø suite orthogonale Po , P, ,. . , , Prn , où n, , frB , . . . t fr2nt_t

sont les zéros et 1r, 1r,..., ln les poids du polynoma P,n.
Si n:2m-2 esi pair et n., { fr2 1 ,,, 1r2m, nolts pouvons écrire

l.*r, *r¡,..t nnr2; Íl: i 
^,Í 

(*r,)- ir,Í (*r¡-r)
í:7 i:r

et alors frt, fr¡r,.,, fr2^-r sont les zéros et !7¡ a2r.,.¡,!m les poiels d,'tm
polynome P** QP*-tt où Q )0 et P*-t, Pmccppctrtiennentà Ia su,ite

orthogonale Po, Prr..., P*-r, P,nr...,i\étenninée par les zéros ør¡ ÍL,.. .,
fr2¡1 at les poids 1r, 1rr..., 1* d,u polynome P*.

.4" Supposons n: 2m- 1 impair et écrivons I'inégalité

(5) 9, t,Í (øi) ) i p¡Í fu¡)
i:\ i:I

où r l rht ì',r, Xr,. , ,) i" sont positifs et n1 I n2< . . .

hlaz<...
Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'inéga-

lité (5) soit vérifiée pour toute fonction f (ø), non-concave d'ordre rz,

définie sur les points fri, yi , i: L, 2,..., t', i: L,2,..., ffi,
En nous reportant à la Npte précédente 3), nous voyons que les con-

ditions

(6) ï, l,*î:ip,ai r s:0, 1,...,n(n,:2m-L)
i:7 i:t

sont nêcessaires. Il faut donc que les y¡ soient les zéros et les ¡.1¡ les poids
du polynomeP*delasuiteorthogonale Po, Pr.,..., P*,..., P,, déter-
minêe par les zêros ø¿ et les poids 2¿ du polynome P".

3) Voir la notc III dans Mathématica, 16, 74-86 (1940)
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En choisissant convenablement la fonction I (") u), on arrive à diverses

inégalités entre les zéros des polynomes orthogonaux'
6. Examinons maintenant le problème analogue pour les fonctions

d'ordre pair n - 2¡n- 2. Considérons .encore I'inégalité (5), on h, [ti
sont positifs eI q<n21...1nt¡ h{Uz< ...
inégalité soit vérifiée pour toute fonction non-concave d'ordre n: 2m - 2,

définie sur les points ni, y¡ les conditions

ln
(L2) 2 )'in"i= 2 þr¡!i, t:0, L,...,n (n:2m-2)

i-l i:r
sont nécessaires. Donc, si Po, Pr, ..., Prr-r, P,nr,',, Pi' est la suite ortho'
gonale cléterminée par les z6tos n¿ et les poids 2; de polynome P,', il faut
que les yi soient les zéros et Í¿i les, poids cl'un polynome de la forme

P*l QP*-1 , p ótant une constante. lVlais, en dehors de (L2), il y a encore

une condition nécessaire. Il {aut, en e{{et, que I'on ait

(12') a) yr 1 q ou b) yr: *r, p¡ ) )1.

Montrons d'abord qlre ces deux possibilités peuvent b'écrire sous la

forme unique

(13) Ut1h.
On voit, en effet, de (12), que si At: à, il faut que I'on art ptr -.),r'

Dans le cas contraire on pourâit écrire

I

(1r- pr),øî + > 1,i rl:
í:2

aJ, t:0, L,..,,n (n:2nt'-2)

ce qui, d'après la remarque du Nr. 2, est impossiblô.
Nous nous proposons de démontrer maintenant que les égalités (L2)

et l'inégølité (L3) sont aussi suffisuntes. On peut edcore procécler par in-
duction. Si r: nz la propriété est évidente par suite des résultats du Nr. 3.

Montrons maintenant qu'en supposant vraie la propriété si dans le pre-
mier membre de (5) il y a r - I termes (r' ) m)', elle résultera vraie aussi

pour'¡'teïmes. Par hypothèse, si nous déterminons les y'¡ er' les ¡ri ) 0 par
les égalités

I'm'
Ð )'¿ri : 2 tr,lyi", s: 0, 1,..., n
í:2 i:1 I

eI ylr: øi, nous avons

înl
2 ),¿f (øi)Þ i pi t Ui¡ + ),',''Í (*,).
¿:l

m

2p¡

6) Par exe.mpln bg l' est un telle fonction clans urì intervalle (o, ltl , 0 < a< b.
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5. Si riz : I, n.: 1; I'inêgalité (b) devient

ry:='ff)
qui est l'inégalité classique de J e n s e n pour les fonctions non-coircaves
ordinaires (d'ordre 1) e¡.

(1 1)

l.U U): p (n) | (ø) d,r

où p (ø) est une fonction so'rmable positive dans l'intervalle (cr, b).
Désignons pâf Ørr1 t frn2t.,,t frtnn les zéros et par Àntrt lrt2,...t lrrr*
les poicls du polynom" Pry, ,n: !,2,..., Si irous posons

M,, (D : i 2,,,1 (r,,,i),
¿:1

rìous avons lcs inégalités

M,U) sM,(Í) <... <
La suite

(L2) Mr(Í), Mr(f),..., M,n(Í),...
cst donc non-détroissante. ElÌe est, d,ailleurs, bornée puisque

1M,,,(l)l<fi i,n,l-"* ll@l:co,,râX lf @)1.\¿:r )t",t'l '' \ /' 
@,t)) " \ /r

Il en résulte que la suite (12) est convergente. Il esb facile cle voir
que dans co cas u (Í) " un sens par.faitement déterminé et nous avons

,n'!-*"u) : u (fl'

En effet, il suffit de"remarquer que la formule est vraie pour un lro-
lynomê et clue l'opération U (l), définissant la suite (1), se prolonge im-
médiatement sur I'ensemble des fonctions contin'cs dans (ø, ü).

Par exemple, si nous avons (11) on ¡reub écrire
ft)

, ,!:_** (fl : 
J ,p @) Í (n) d,r.

_ 
o) J. L. W, V. J ens e n. <i S¿¿. lcs foncliotts cou)efres et lcs ínégtLlírés antre le€ y(r_

letu's ntoyennesr¡. Acta Math.,30, 125-1gg (1906).
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Dans le cas n1,: I, n:1, nous retrouvons l'inégalité

J"o @)Í@(ø))d,n
/" l)t,.JA

(r) e @) dr

I"
>Í

ï
p (r) cln p (n) d,r

bien connue pour les fonctions non-concaves d'ordre l.
Pour n :2m-2 pair ,rorm uíorr. une propriété analogue:
Si | (ø) est une lonction contínue, non-conccree d,'ord,re n : )n7 - 2

ilans l'interealle (4, B), on a I'inégalité (L4), où y11Uz{... {ynt
sont les zéros et ¡t¡ les poid,s d,'un polynome P,niQP*-t dans lequel P,o-r,
Pm sont les polynonzes orthogonøun d"e d,egré m - I, m, de Ia suite déter-

m,ínée par les moments (L5) et q une co,nsta,nte choisie d,e mar¿ière que yy1A.

110

Nous porivons ensuite déterminer les u'i et les øí ) 0 de manière
que I'on ail ' t '

trum
2 u',a'fl \*T: 2 ø,' a'j', s- 0, 7-,..., n
i:r i:r

el y'r 1q.
Nous voyons immédiatement que A'i : y¡, l"'i : lr¡ et I'inégalité (5)

en résulte.
Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante:
Si y1 1Uz1 ... 1y,n sont les zéros et þt¡ [t2,...t ltnt les poid,s d,'un

polynome P* t QPrr-1 où P*_ 7, Pm appan.tíennent à la suite orthogonale
Po, Pr,,.', P* -t, Pntt,.'¡ P, dóterminëe par les zéros rr1nrl ...1frn
et les poíd,s Àr, 1r,..., 1, d,u, polynome P, ei où p est trne constante (posi-
tive) déterminée d,e manière que l'on aít y1 1rr, l'iruégalíté (5) est vériliée
pout' toute lonction non-conceee d,'ord,re pair n : 2nz 

- 2, d,éfinía sul
les points nit Ui.

Si, de plus, lø fonctíon est cowefre rJ'ordre n:2m-2 sur les points
n¿, yi et si r ) rn ou r: ffit Utl q Ie signe ) est valable d,ans (5).

7, On peut déduire de I'inégalité (5) des inégalités intégrales par
des passages à la limite.

Supposons n : 2nz - I irnpair. Soit p (ø) une fonction sommable
et positive dans l'intervalle fini (o, b) u), cp (ø) we fonction sommable
et bornée dans (a, å) et soit A1V@)<,B. Nous avons alors la pro-
priété 6uivante:

Si | (n) est une lonction continue, non-conccwe d"'ord,re n:2m - !,

d,ctns l'intervalle (A, B), on øl'inégalité

l)

p (") Í (ç (r)) rt"r n> 2 p¡Í (y¡)(14) a

p (n) d,ø

où y¡ sont les zéros et p¡ les poid,s d,u polynome P,, cle Ia suite orthogonale
Po, Pr, Pr,..., iléterm.inée pa,r les moments

b

p @) v¿@) d,n

(15) c¿
&

0 IL

p (r) d,r
a

6) Plrrs généralement il sulfit clue p (sl 20 dans (ø, Q "t fb p @l d.ø > 0.
.)a


