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NOTES SUR LES FONCTIONS CONVEXES D’ORDRE
SUPERIEUR (IV)2)

PAR
TIBERIU POPOVICIU (a Cerniuti)

Sur une inégalité vérifiGe par les fonetions d’ordre n.

1. Avant de nous occuper des inégalités que nous voulons établir
dans ce travail, il est nécessaire de résumer quelques propriétés des po-
lynomes orthogonaux que nous utiliserons plus loin.

Une suite de polynomes en z

(1) L A ) e
ou

Po=Pu(z)=am -+ ..., m=0,1,.., (Py=1)

est une suite orthogonale si:

1°. On peut trouver une opération linéaire U (f), définie dans le champ
des polynomes, telle que
2°, On ait

a) U(PiP)=0,is] b UL >0,

quels que solent i, j =0, 1, 2,...
Il en résulte que la suite orthogonale est complétement caractérisée
‘par les momenis

U(d)=c, i=0,1

PR

et on a alors

Ulag®* +og a1+ ... + a) = ag¢i + a; ci—q + oo Faic.

!) Cette Note parait avec un retard considérable pour des raisons indépendantes
de la volonté de I'auteur. Les Notes I—III, V—VIII ont déja paru dans d’autres
périodiques.
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A Taide de 2° on montre facilement que les polynomes (1) sont com-
plétement déterminés et on peut les calculer explicitement. On sait,
d’ailleurs, que lopération U est nécessairement de la forme 2

» 4 P

tuﬁ:/MV@wwm,

—

oit a (z) est une fonction non-décroissante dans (— oo, 4~ o).

On peut supposer que seuls les 2r moments ¢, ¢;,... cy_1 sont donnés
(a () ne prend alors qu'un nombre fini de valeurs distinctes). Dans ce
cas nous prenons dans 2° a) i, j =0,1..., r et dans 2° b) 1 =0, 1...,
r-—1. On a alors une suite orthogonale finie Py, P;,..., P,. Mais, on le
voit facilement, une telle suite est toujours la section d’une suite infinie (1).

2. Soit (1) une suite orthogonale. On sait que les zéros du polynome
P; (i> 0) sont tous réels et distincts. Deux polynomes consécutifs P;_q, P;
n’ont jamais de zéros communs et les zéros de P; séparent ceux de P; .

Solent @ < @ < ... < @m les zéros du polynome Pp,. Considérons
le systéme de 2m équations

(2) ca=hait lhait ...+ nal, v=0,1..., 2m—1,
dans les inconnues 4, 25,..., 2, %, %,..., Tn. On trotive immédiate-
ment que les @; sont précisément les zéros du polynome P, et les 1,
qui sont alors déterminés complétement par les m premiéres équations, sont
des nombres positifs. Nous dirons que ces nombres 1; sont les poids du
polynome P,,. Ces poids jouissent, d’ailleurs, de la propriété que 'opération

Un(f) = 3 A f ()

i=1

est une opération U (f) correspondant & la suite orthogonale finie P,

Py,..., Pn. Ces résultats s’obtiennent facilement en remarquant que
la condition d’orthogonalité 2° @) nous donne U (2 Pn) =0, i = 0, 1,...,
m — 1, qui expriment justement que les 2; sont les zéros de Pn et que
le systéme (2) est alors compatible en 4, 4,..., An. La positivité des
poids résulte facilement du fait que ces nombres sont inversement pro-
portionnels aux nombres Pp,_1 () P, (@:). On peut aussi remarquer que

®) o=l =U( (2 %PM@mJj:

i=1 (x_ .’I?i) Pl:‘b

:ngu< %meT}”iQ“”m_L

i=1 m_xi) Py

m:U((( i) (mi))2)>o, AR

done

car lopération U (f) est positive.
- %) Voir H, Hamburger. « Uber eine Brweiterung des Stieltjesschen Momenten-
problems». Math, Ann., 81, 235—319 (1920).
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Remarquons encore que dans une suite orthogonale (1) on peut prendre
arbitrairement les polynomes Pp,_;, P avec les seuls conditions de réalité
et de séparation de leurs zéros. On peut aussi prendre arbitrairement
le polynome P, & zéros réels et distincts et les poids positifs .de ce poly-
nome. Par ces données les polynomes P,, P,,.. -5, Pm de la suite (1) sont
déterminés complétement. ' : '

Considérons maintenant le polynome P 4 pPu_, ol ¢ est une con-
stante 22 0. On voit facilement’ que les zéros y; < yy < ... < ym de
ce polynome sont tous réels et distincts. Nous avons les propriétés de
séparation - '

i

y1<m1<y2<x2<-’--l<ym<.-'1:5m si é>.0,1
m1<yl<<"'v2<y2<'---<xm<‘ym si Q<O LRI ¥N

Le nombre p est complétement déterminé par le fait que 7, a une valeur
donnée quelconque << 2; ou ym une valeur donnée queleonque = a, .
On peul aussi remarquer que les zéros de Pp—y séparent toujours ceux
de Py 4 0Py .

Le systéme
{4) ci:wly‘i—l—vzyé—l—...—}—vmyil , 1=0,1,..., 2m—2

est encore compatible en »;. Nous direns encore que les nombres v;, v,..., ¥,,.
déterminés par ce systéme, sont les poids du polynome P,, + ¢P,,_,,
Ces poids sont positifs quel que soit . Tn effet, la formule (3) est encore
applicable. Nous-avons ' i

p =108 et = 1y

o = U((@%zjﬁ =y 2y iz im,

ol nous avons posé Q (z) = P, (%) + 0Py ().

On peut aussi montrer facilement qu’on obtient ainsi toutes les so-
lutions du systéme (4). ‘

3. Revenons maintenant aux fonctions convexes. Nous allons donner
tout d’abord une interprétation de la différence divisée (21, o, ooy Tnyas f]
d’ordre n + 1. Nous' pouvons  écrire SR L] SR S e

done

(21, @ase ey Gngas 1= pof (@) + af (5) 4 v + Poraf (amsa)y

ol les p; ne dépendent. pas de la fonction f (z). Si nous--supposons
T << @y <...< @pya, Lexpression bien connue, par le ¢uotient de deux

1%
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déterminants, de la différence divisée, nous montre que les coefficients
Pis> Pas- -y Pnie sont alternativement positifs et négatifs, le dernier étant
toujours posit f, p,1a>0. D’autre part, ces coefficients sont, & un facteur
constant prés, déterminés par les relations

P1xi+szé‘|‘ “|'Pn+237;+2=0, 1=01,..., n

Nous pouvons donec énoncer les propriétés suivantes:
St n=2m—3 est impair et x < Ty << ... < Tpyz, NOUS POUPONS
éerire

E

[y WSS, Znya; f] = 2L‘]‘(51F2i—1) —mz_llﬂif (@g5)

i=1 j=1

et alors @y, @4,..., Tom_o sontles zéros et py, pg,. . ., tm—_1 les poids du po-
lynome Py,_4 de la suite orthogonale Py, Py,..., Py, 0% 2, %y,..., Tam_1
sont les zéros et Ly, ly,..., Ay les poids du polynome P, .

St n=2m—2 esi pair et @ < &, << ... < Ty, nous pougons écrire

[@4y Beeo Bnpas 1= 2 Af () — 5 f (w7-1)
i=1

j=1
et alors 2, Zq,..., Tyy_; Sont les zéros et v,, vy,..., vm les poids d'un
polynome P -\~ Pp,_y, ot 0 >0 et Py_y, Pnappartiecnnent o la suite
orthogonale Py, Py,..., Pp_y, Pu,...,déterminée par les zéros z,, a,,. . .,

Zop, €f les poids X, 2y,..., dm du polynome Pp, .
.4, Supposons n = 2m — 1 impair et écrivons I'inégalité

r m
(5) 2 hif (w) = 2 wif (y)
i=1 =1
on r>m, Mk, d,..., 1 sont positifs et @ < 2 << ... < ar,
N<Y<<...<Ynm.

Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'inéga-
lité (5) soit vérifiée pour toute fonction f(z), non-concave d’ordre n,
définie sur les points z;, y;, i=1, 2,..., r,7=1, 2,..., m

En nous reportant a la Note précédente ®), nous voyons que les con-
ditions

r 5 m J

(6) Dhmi=2py; , s=01,..., n{n=2m—1)

i=1 =t

sont nécessaires. Il faut donc que les y; soient les zéros et les u; les poids
du polynome Py, de la suite orthogonale Py, Py,..., Pm,..., P,, déter-
minée par les zéros z; et les poids A du polynome P;.

%) Voir la note IIT dans Mathématica, 16, 74—86 (1940),
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Nous nous proposons de démontrer que les égalités (6) sont ausst suf-
fisantes. Nous ferons cette démonstration par induction. La propriété
est vraie pour r = m -+ 1, car alors I'inégalité (5) est une inégalité de
définition de la non-concavité d’ordre n. En effet, la différence entre le
premier et le second membre est, & un facteur constant positif prés, une
ditférence divisée d’ordre n + 1. Montrons maintenant qu’en supposant
vraie la propriété si dans le premier membre de (b) il y a r— 1 termes
(r > m + 1), elle résultera vraie pour r termes. Par hypothése, si nous
déterminons les y; et les u; >0 par les égalités

r—1 m
(7) E?u,'xfzzlu;.y;.s s =10y, 1t ny
i=t1 j=1
nous avons
r—1 m
S k) (@) =3 i ()
i=1 j=1
done
r m
8) S Af (@) =3 ) + Mef (@),
j=1 j=1

Mais, nous savons que les y; sont distincts et tous compris entre =,

et 2,_; . Nous pouvons donc déterminer les y; et les ,u;.' > 0 par les égalités

(9) Z,uy + hat= Z,u' 3 , s=0,1,..., n.

j=
Nous avons alors

m e

(10) X il () - b (@) = 3wl f ()
j=1

Mais, (7) et (9) comparés avec (6) nous montrent que =
y; = y; et alors, de (8) et (10), il résulte l'inégalité (5).

Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante:

St Yy, Yoy .., Ym sont les z6ros et py, Uy, . ., um les potds du polynome
P de la- suite orthogonale Py, Py,..., Pm,..., P déterminée par les zéros
Zys Ty, .., et les potds A, Ay,..., de (r > m) du polynome P, Uinéga-
lité (5) est vérifide pour toute fonction non-concave d’ordre impair n=2m—1,
defmw sur les points zi, yj.

, de plus, la fonction est convexe d’ordre n = 2m —1 sur les points
i, y, on a dans (b) le signe >.
La derniére partie de I'énoncé se justifie immédiatement.
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8. 5i m=1, n=1; linégalité (5) devient
2 At (=) At
S

Z Ai ' 2 A

i=1 g1

qui est I'inégalité classique de Jensen pour les fonctlons non-concaves
ordinaires (d’ordre 1) 4), ‘ .
Considérons un intervalle fini et fermé (a, b) et soit { (x) une fonction
continue non-concave d'ordre 1, 3, 5,..., done de tout ordre impair,
Soit alors (1) une suite orthogonale chomn de maniére que les zéros
de tous les polynomes Py, soient dans (¢, b). On peut par exemple, prendre
la suite orthogonale correspondant & Popération

(11) Um:/%wwmm'

ol p(z) est une fonction sommable positive dans I'intervalle (a, b).
Désignons par @pq, @pg,. o> Tmm les zéros et par Ani, Ame,..
les poids du polynome Ppn, m=1, 2,..., Si nous posons

oy 7tmm

m

Mm (f) = Z Zmi f (Cvmi), y

i=1

nous avons les inégalités

M(hSM(<...=Mo(f)=<...

La suite .
(12) My (f), My (f),..., Mu(f),. ..
cst donc non-détroissante. Elle est, d’ailleurs, bornée puisque
IMm [<(Z Lm)maX]f 'ZCO max If(.’l?)l.
y i=1 (a, b) : (e, D)

Il en résulte que la suite (12) est convergente. Il est facile de voir
que dans ce cas U (f) a un sens parfaitement déterminé et nous avons

fim Ma (f) = U ().
m —>»

En effet, il suffit de remarquer que la formule est vraie pour un po-
lynome et que l’operatlon U (f), définissant la suite (1), se prolonge im-
médiatement sur I'ensemble des fonctions continues dans (a, b).

Par exemple, si nous avons (11) on peut écrire

)
lim M, (f) :ﬁp (2)  (z) da.

m—» o

9 J. L W.V. Jensen. ¢ Slll les fonctions conpemes et les inégalités enire les va-
leurs moyennes ». ‘Acta Math., , 175—193 (1906).
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En choisissant convenablement la fonction f () 8), on arrive & diverses
inégalités entre les zéros des polynomes orthogonaux. .

6. Examinons maintenant le probléme analogue pour les fonctions
d’ordre pair n = 2m — 2. Considérons encore l’inégalité (5), ou A, uyj
sont p051t1fs ety << ... <%, Yy <Y< ... <Ynm Pour que cette
1negahte soit vérifiée pour toute fonction non-concave d’ordre n = 2m — 2,
définie sur les points xi, y; les conditions ;

r 5 m R 2
(12) ¥ i =2 isusi=i 050 L, s B3 (0 =2m 5 2)

i=1 i=1
sont nécessaires. Done, si Py, Py,..., Pn.o1, Pumy. .., Py estlasuite .ortho-
gonale déterminée par les zéros a; et les poids 2; de polynome Py, il faut
que les y; solent les zéros et u; les poids d’un polynome de la forme
P+ 0Pm_1, o étant une constante. Mais, en dehors de (12), il y a encore
une condition nécessaire. Il faut, en effet, que l'on ait

(12" a) yy<am ou b))y =, py >h.
Montrons d’abord que ces deux possibilités peuvent s’écrire sous la

forme unique
(13) Y = 2.

=l .
On voit, en effet, de (12), que si y, = =, il faut que 'on ait p;> 4.
Dans le cas contraire on pourait écrire

P m

h—) 2o 3 hiaf =3 iy s=0, 4,..., n (n=2m—2)

i=2 j=2 ¢
ce qui, d’aprés la remarque du Nr. 2, est impossible,

Nous nous proposons de démontrer maintenant que les égalités (12)
et U'inégalité (13) sont aussi suffisantes. On peut encore procéder par in-
duction. Si r = m la propriété est évidente par suite des résultats du Nr. 3.
Montrons maintenant qu’en supposant vraie la propriété si dans le pre-
mier membre de (5) il y a r — 1 termes (r > m), elle résultera vraie aussi
pour r termes. Par hypothése, si nous déterminons les y; et les g/ >0 par
les égalités

i)bf % ) S:0,1,...,n
i=2 j=1 '.
et yi = 27, nous avons '
|
X hif (@) =3 pif () + W (=),
i—1 j=1

5) Par exemplé log 1 est un telle fonction dans un intervalle (a, b) , 0 < a<b.
@
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Nous pouvons ensuite déterminer les y; et les p’ >0 de maniére
que Pon ait :

m m

o ,u;.y;.s—l- has= 3 ,ul'.'y]'.'s , §=0,1,..., n
=1 =1

et y’i'g B

Nous voyons immédiatement que Y, =y = #; et I'inégalité (5)
en résulte.

Nous pouvons done énoncer la propriété suivante:

Sty < Yp< ... < ym sont les zéros et py, piy,..., pim les poids d’un
polynome Pm + 0Py ot Pp_y, Py appartiennent a la suite orthogonale
Py, Pi,..., Py 1, Pn,..., Prdéterminée par les zéros z, < x,<<...<Zm
et les poids 1y, Ap,..., & du polynome P, et oti ¢ est une constante (posi-
tive) déterminée de maniére que Uon ait y, = =, Uinégalité (5) est vérifide
pour toute fonction non-concave d’ordre pair n=2m—2, définie sur
les points i, yj.

St, de plus, la fonction est convexe d’ordre n = 2m — 2 sur les points
Ti, Yy et st r>mou r=m, y, < x le signe > est valable dans (5).

7. On peut déduire de I'inégalité (5) des inégalités intégrales par
des passages a la limite,

' Supposons n = 2m — 1 impair. Soit p (z) une fonction sommable
et positive dans lintervalle fini (a, ) ¢), @ () une fonction sommable
et bornée dans (a; b) et soit A =< ¢ (2) << B. Nous avons alors la pro-
priété suivante:

Si f(x) est une fonction continue, non-concave dordre n = 2m — 1
dans Uintervalle (A, B), on a l'inégalité

(14)

= X pif ()

ol y; sont les zéros et pj les poids du polynome P, de la suite orthogonale
Py, P, P,,..., déterminde par les moments

ﬁ;@WW@M

b 3
f;p(x) dz

b
%) Plus généralement il sulfit que p (z) > 0 dans (e, b) et‘/ p (x) dx > 0.
a

(15) o = fi= 05 5enn
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Pans le cas m =1, n =1, nous retrouvons I'inégalité

/ p (@) [ (g (@) do f p (2) @ (a) da
i =1 |t
fa”(‘”) da

bien connue pour les fonctions non-concaves d’ordre 1.

Pour n = 2m — 2 pair nous avons une propriété analogue:

St} (z) est une fonction conitnue, non-concave d’ordre n = 2m — 2
dans Uintervalle (A, B), on a Uindgalité (14), ot y; < yp << ... < Ym
sont les zéros et u; les poids d'un polynome Puwm—+ 9 Pp—q dans lequel P, 4,
P sont les polynomes orthogonaux de degré m — 1, m de la suite déter-
minée par les moments (15) et ¢ une constante choisie de maniére que y, << A.




