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LES FONCITONS D'ORDRE 2 PAR SEGMENTS

1. Dans la note préeédente nous avons considéré les fonctions
d’otdre (#)k), dont les fonctions d’ordre # sont un cas particulier (¢ = o).
Nous allons maintenant étudier une autre classe de fonctions, étroitement
liées A ces fonctioms,

Nous dirons que l'ensemble linéaire E est décomposé en m sous-en-

sembles consécutifs E,, E,,..., En sit 1° EiQE, i=1, 2,..., m, 2°
tout point de E appartient a I'un des Ei, 3° tout point de E; est & gauche
de tout point de F;4q, ¢ =1, 2, ..., # — I, Les sous-ensembles E; de

E sont donc des sections disjoints de E et épuisant complétement l'en-
setmble E.

Introduisons maintenant la

Définition 1. Nous dirons que la fonction [ est d'ordve n par segments
sur E st on peut décomposer Uensemble E en un nombre fini m de sous-ensembles
consécutifs

(1) Ey, By..., En,

tels que sur chacun de ces sous-ensembles la fonction soit d'ovdre n,

En particulier, pour # = 0, on peut dire que f est monotlone par segments
sur E. Pour » = — I nous avons les fonctions qui changent de sighe au
plus un nombre fini de fois.

Nous dirons que la décomposition (1) est sne décomposition de E pour
la fonction f, d'ordre # par segments, -

Toute fonction définie sur une ensemble fini est, évidemment, d’ordre
# par segments, quel que soit #.

Si f est d’ordre # par segments sur E, la fonction ¢f, olt ¢ est une con-
stante, et, en particulier, la fonction — f, est aussi d’ordre # par segments
sur E. Il en est ainsi, d'aillenrs, sur tout sous-ensemble de E.



TIBERIU POPOVICIU 474

Si f est d'ordre n par segments sur E, toute fonction f ++ P, ol P est
un polynome de degré », est aussi d’ordre n par segments sur E. Nous
préciserons plus tard cette propriété.

Si on peut décomposer 'ensemble E en un nombre fini de sous-ensem-
bles consécutifs, tels que sur chacun de ces sous-ensembles la fonctions soit
d’ordre # par segments, cette fonction est d'ordre n par segments sur E.

2. Nous dirons qu'une décomposition (1) de E pour la fonction f, d’ordre
n par segments, est une décomposition propre si la fonction n'est d'ordre
n sur aucun des ensembles E; + E;yq, 7 =1, 2,..., m —1. Dans le cas
contraire, nous dirons que (1) est une décomposition impropre. 1l existe
alors au moins un E; -+ E;,y sur lequel la fonction est d’ordre n. En
groupant convenablement les ensembles E; on peut réduire une décom-
position impropre 4 une décomposition propre. Cette réduction peut s'ef-
fectuer en réunissant succesivement deux ensembles consécutifs Ei, E;qq
tels que sur E; + E;., la fonction soit d’ordre #.

En général pour une fonction d'ordre n par segments il y a plusieurs,
et méme une infinité (si E est infini), de décompositions (1) de E. Le nom-
bre m des sous-ensembles (1) peut varier méme d'une décomposition propre
a4 une autre décomposition propre si n =o.

Le nombre m des sous-ensembles de la décomposition (1) pour une
fonction d’ordre # par segments a évidemment un minimum. Nous dé-
signerons ce minimum par % et nous introduirons la i

Définition 2. Le nombre h, minimum de m, sera appelé le nombre carac-
téristique ou simplement la caractéristique de la fonction f, d'ordre n pay
segments sur E.

11 existe, évidemment, au moins une décomposition (1) ayant exacte-
‘ment % termes. 11 est clair que toute décomposition (1) ayant % termes
est une décomposition propre. On peut remarquer, en passant, que si
la caractéristique de f est %, l'ensemble E doit avoir au moins

(n +2) h —n —1 points.

3. Soit (1) une décomposition propre de E pour la fonction f, d'ordre
n par segments sur E. Soit E] le sous-ensemble de E formé par les points
x € E tels que f soit d’ordre n sur 'intersection de E avec l'intervalle (a, x),
a étant I'extrémité gauche de E. On voit que E] n'est pas vide puisque
E,CEj. On a aussi E; CE, + E,, puisque la fonction n’est pas d'ordre n
sur E; 4 E,, la décomposition (1) étant, par hypothése, une décomposition
propre. L'ensemble F, = (E; 4+ E,) — E{ n'est pas vide et ona Fy CF,

La fonction f est d’ordre » par segments sur £ — Ej et nous avons
la décomposition

(2) FQ, Ea, E4,.. vs Em,

de cet ensemble pour la fonction f. La décomposition (2) est, d'ailleurs,
ou bien une décomposition propre de E —Ej, ou bien alors
Fs o Bay Egyovioy Emy

est une décomposition propre de cet ensemble.
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Tout comme nous avons déduit E
ide E, n Sdui o
g : : 1 , nous
de E —-E.i, Ppuis E; de E — (E} + ES), 5w by et -
On voit immédiatement que nous avons le

Lelllllle I, La— s%frte E L e 3‘53 ﬂét:gssﬂ@?gment ?3?”8 gt a au Pi S
2,
1» ] 1.
De ce Iem.me nous dedmsﬂns le
:[116016}318 = 18 -La Su'h‘rg E » ﬂa. .. @ 8963038'.’“8”5 ] 53‘5?%68, f% gta”z ga ca-

ractéristique de la fonction j.
Il est clair, en effet i ‘obti i

; » que cette suite s’obtient indépendamment d
’ - e
toute d.et.:omposmon propre, (1) (et méme indépendamment de toute dé-
corm%osfimon bropre ou impropre). Mais il existe une décomposition propre
ayant . termes, donc lalsmte ah' < htermes. Il est clair, d’autre part
;}}1@2 c;:::t[e;i ,sau;ta‘a e;st gjgfe d.etzfzomgosition propre de E pour la fonction b don(;

=h, rés la inition du nombre 7. f = =
el e e h. On a .donc A = h, ce qui dé-

Definition 3. Nous dirons que

(3) %, BR.oh BL

est la décompositi ; ; :
sur E. position canonique de E pour la fonction f d’ordre n par segments

4 il};:;sejntendu, ils peuvent exister d’autres décompositions propres ayant
e FemarquoanE que ;E,-, I Bi— E_;.est la décomposition canonique

a somme E; + E} ; | ... + Ej, i=1, § < h et la fonction / a
le nomb::e caractéristique § — 7 + I sur cet ensemble

4. 'De{'nonstrons la propriété suivante .

Théoréme 2. Si h est Ia caractéristique de la fonction {, d'ordre n par
segments sur E, le nombre m des termes d'une décomposition propre de E
pour la fonction f, est toujours compris entre h et 2h — 1, h<<m <2k — 1

1 suflf‘tt de dé_montrer l'inégalité m < 2f — 1. Nou:s allons aénmntre;
la propriété par induction sur le nombre /. Soit (1) une décomposition
propre et (3)‘13 décomposition canonique, 5

L,a Propriété est vraie pour 4 = 1. Dans ce cas, en effet, la fonction
est d'ordre » sur E, donc on ne peut avoir que m = 1. Suppo;ons mainte-
nant que la propriété soit vraie pour 2 —1 (h > 1) et démontrons-la pour
h. Considérons les ensembles F — E —Ep, F*=E—Fi Ia (fiécongpo-

sition canoni de F* o - 3

S U= E_F est £y, Ej,..., Ej_;. Trois cas peuvent se pré-
1° F C F*, alors

(4) E,, E,..., E,y, F* —F

est une décomposition de F* 1 i i

. pour la fonction f .8i est une dé i-
tion propre nous avons m = 2k — 3, donc a fortio(:ri)m = zz : (;OIDS};O(-'SI}
est une décompostion impropre, la décomposition Ik i i

(5) Ey Ey..., Epy, Epy + (F* —F)
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est une décomposition propre, donc m — I = 24 — 3 et nous avons en-
core m << zh — 1 (D’ailleurs, si m = 2, ce qui ne peut arriver que si b = 2,
la suite (5) se réduit au seul terme F*),
2° F = F*, alo1s
E‘l: Eg) ey Em—ll

est une décomposition propre de F*, donc m — 1 < 2h —3 et m < 2k —1.

3° F¥CF, alors on ne peut avoir E, 1 C E;, car on aurait
E,—1 + Em CE}, contrairement a I'hypothése que (1) est une décompo-
sition propre. On voit immédiatement que l'une des suites

m—2
Eln Eﬂ)"'l Eﬂ—%: F*_.... E Eil
f=1
m—2
B Bytus, B Bt +(F*— 5 Ei)
=1

est une décomposition propre de F*. On a donc m —1I =2k —3 ou
m — 2 = 2h — 3, donc toujours m =2k — 1 (si h = 2 on voit facilement
que m = 3).
La propriété est donc vraie aussi pour / et le théoréme 2 en résulte.
Le nombre m peut effectivement prendre toutes les valeurs comprises
entre & et 2k — 1.. Soit, en effet, la fonction

1(3%) =0 § 2= 1,25 5 asy e
FEE1)=1, T=0I, soes B—E
f3s+2)=2 ‘=01, ..., h—2
définie sur 'ensemble E = {1, 2,..., 34 —2 } et monotone par segments

sur cet ensemble._ Les décompositions
60) {1,2), {3, 4,5}, {6,7,8},..., {36—6, 38—35, 3h—4}, {3}1—3.3k—z}
©6) {1}, {2 3}, {4}, {5, 6}...., {38 —2}, {30—7, 3¢}, {3i+1, 3¢ +2},
{3 +3,30+ 4,3 +5} {30 +6,3+73+8}...,
{3h —6, 3kh —5, 3h —4}, {3k —3, 38 —2},
(6a—2) {1}, {2, 3}, (&) {5.6).. .., {3h—8}. {3h—7, 3h—6}, {3h—5, 3h—4}
{3h —3, 3h —2},
63-2) {}, {2. 3}, {a}. {5.6}...., {3n—3}. {3h—4, 3h —3} {sh—2},

sont des décompositions propres de E. La décompositions (6:) a & + ¢
termes, i =0, I, ..., A —1. La décomposition (6,) est précisément la dé-
composition canonique. '

- du nombre A. Donc m — h.

LY
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Le nombre % est toujours compris entre S

| et m. Il en résulte que
Sl 7 = 2, on doit avoir 4 = 2. Si m >
sauf T}?éo n=—7, l‘orsque nous avons le
o e}';;';le Si (.IS'z n=—1 ‘toute de’f:qmposz'tion propre de E a h termes.
e x£ ol ).‘ft une décomposition propre de E, on peut trouver
< Hah) Deul;:s =52 ..., m tels que f(xi) f (2544) <o, §= 1, 2
£ u;l s .E‘-' points conséeutifs w;, Yi4+1 ne peuvent donc appartenir
€ £;. On a donc m =< h. D’autre part, m = h, d’aprés la défi-

2
2, h peut étre plus petit que m

Cernduti, le 22 avyril 1940.
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