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I,ES FONCITONS D,ORDRE Ø PAR SDGMDNTS

¡. Dans la note précédente nous avons considéré les fonctions
d'ordre (nlk), dont les fonctions d'ordre n soît un cas particulier (å : o).
Nous allons maintenant étudier une autre classe de fonctions, étroitement
liées à ces fonctions.

Nous dirons que l'ensemble linéaire E est décomposé en m sous-en-
sembles consécutifs Ey 82,,.., E* si: lo ùÇ8, i:r,2,..., m, zo
tout point de E appartient à l'un des E¿, 3o tout point de E¿ est à gauche
de tout point de E¿+t i -- r, 2, ..., ?n -r. I,es sous-ensembles ,Ð¿ de
E sont donc d.es sections disjoints de E et épuisant complètement I'en-
semble E.

Introduisons maintenant la
Définition t. Nows d.irons qwe la lonction I est d'ordre n þal segrl'tents

swr E si on þeut d,écornþlser l'ensemble E en un nombre lini m de sows-ensentbles
consécutils

(t) Et,8r,..., E*,

tels qwe swr chøcun de ces sows-ensembles Iø lonction soit d'ordre n,
En particulier, pour lL : o, on peut dire que I est rnonotone þø/ segrnents

sur .8. Pour n: - r nous avons les fonctions qui changent de signe au
plus un nombre fini de fois.

Nous dirons que la décomposition (r) est une décomþosition de E þour
lø lonction f, d'ordre ?, par segments.

loute fonction définie sur une ensemble fini est, évidemment, d'ordre
vL par segments, quel que soit ø.

Si I est d'ordre ø par segments sur E, la fonction cl, oìr c est une con-
stante, et, en particulier, la fonction - l, est aussi d,'ordre ø par segrrents
sur E. 11 en est ainsi, d'aillerlrs, sur tout sous-cnsemble de E.
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Si I est d'ordre ø par segments sur,E, toute fonction Í + p, oìr P est
un polynome de degré r¿, est aussi d'ordre /¿ par segments sur E. Nous
préciserons plus tard cette propriété.

Si on peut décomposer l'ensemble .E en un nombre fini de sous-ensem-
bles consécutifs, tels que sur chacun de ces sous-ensembles la fonctions soit
d'ordre ø par segments, cette fonction est d'ordre ø par segnents sur -8.

z. Nous dirons qu'une décomposition (r) de E pour la fonction f, d'ordre
?¿ par segments, est we décomþosition þroþre si 1a fonction n'est d'ordre
?? sur aucun des ensembles,E¿ f E¡+t, i - r,2,..., nx -r. Dans le cas
contraire, nous dirons que (r) est une d,écomþosition imþroþre. 11 existe
alors au moins un E¡ I E¿+t sur lequel 1a fonction est d'ordre n. En
groupant convenablement 1es ensembles Ei on peut réduire une décom-
position impropre à une décomposition propre. Cette réduction peut s'ef-
fectuer en réunissant succesìvement deux ensembles consécutifs E¡., E¡+t
tels que sur E¿ ï E¿+1 la fonction soit d'ordre ø.

En général pour tlne fonction d'ordre ø par segments il y a plusieurs,
et même une infinité (si E est infini), de décompositions (r) de E. Le nom-
bre ø¿ des sous-ensembles (r) peut varier même d'une décomposition propre
à une autre décomposition propre si ø Þ o.

Le nombre m des solls-ensembles de la décomposition (r) pour une
fonction d'ordre ?, par segments a évidemment un minimum. Nous dé-
signerons ce minimum par h, et nous introduirons la

Définition z. Le nombre h, minimu,tn de m, sera aþþelé. Ie nontbre carac-
té,ristique ou, simþlement la carøctéristique de Iø lonction f , d'ordre n þar
segments suv E.

I1 existe, évidemment, au rnoins une décomposition (r) ayant exacte-
ment h termes. Il est clair que toute décomposition (r) ayant å termes
est une décomposition propre. On peut remarquer, en passant, que si
la caractéristique de I est h, l'ensemble E doit avoir au moins
(n lz)Jt,-n -r points.

3. Soit (r) une décomposition propre de E pour la fonction f, d'ordre
?? par segments sur E. Soit Ei le sous-ensemble de ,E formé par les points
x € E tels que f soit d'ordre ø sur f intersection de -E avec f intervalle (a, r),
a étanl l'extrémité gauche de ,8. On voit que Ei n'est pas vide puisque
8,,ÇEi. On a aussi E;CEL *82, puisque la fonction n'est pas d'ordre ø

sur E, t Er, la décomposition (r) étant, par hypothèse, une décomposition
propre. L'ensemble Fr: (8, + Er) -Ei n'est pas vide et on a FrÇE,

La fonction f est d'ordre ø par segments sur E - Ei et nous avons
la décotrposition

(z) Fr, Er, 8a,..., 8,,,

de cet ensemble pour la fonction l. La décomposition (z) est, d'ailleurs,
ou bien une décomposition propre de E -Ei, ou bien alors

F, - Er, Et.. . ., 8,,,,

est une décomposition propre de cet ensemble.

Tout comme nous avons déduit Ei de n, nous pollvons déduire Eid" | - Ei, puis Ei de E _ (Ei + ã;1,. . ., 
"t".On voit immédiatement qàe'nour'ärror, l"

,r, I;11." 
t. La suite Ei, 8i,..., est-nécessaírement finíe et a au þtus

De ce lemrne nous déduisons le
Théorème t. La,suite Eî, E;... o errctrment h terrues, h étant ra ca-racte:ristíqne de lø fonction f.I1 est clair, en effet, que cette suite s,obtient indépendamment detoute décomposition ptopt", (r) (et mããe inaependamment de toute dé-composition propre ou impropre).'.Mais il existe une décomposition propreayant h termes, donc la sui{e a'h'{ /¿ termes. 11 est clairl ã;aut.e part,que cette suite est 

11¡. {egomqosition propre de ,Ð pour l. iår,itì"r, l, donch'>h, d'après la définition ä, "à-¡i""ã. On a d.onc It, : lt, ce qui dé_montre le théorème.
Definition 3. I{ows d.irons qwe

(:) Ei, Eî. . ., Ei,

:::rrr/.nrt*þosition 
canoniqtte de E þottr ta lonctíon f d,ordre n þar segments

,, ,jtåTJrr.ndu, 
ils peuvent exister d,autres décompositions propres ayant

Remarquons que ,Ei, Eî+r,..., Ei est la.clécomposition canoniquede la somme E; + Ei+, 1-".'.. + E;,';>r, i1h et la fonction f ale nombre caractéristique i _¿ +, '.r, ãt ensemble.
4. Démonstrons la propriété suivante
Théorème z. Si lt eit I-a caract¿rir;;;* tle la- fonction f , d,ordre n þørsegments sur E. le nombre m des leymes d,une décomþosilion þyol>re de Eþour.tafonction f, est.touio.u.rs.comþrisrrririi-rt-"í"ïi,"';ä,í_¿zh_t.
11 suffit de démontrei t'inegaüie n g-zh- r. r{ous 

"ltor. ¿¿ãårrtrJ,la propriété par induction ,o.-r" ;";ñi. soit (r) 
'ne déconrpositionpropre et (3) la décomposition canonique.

r'a propriété est vraie po.or h: t. ii"rr. ce cas, en effet, la fonctionest d'ordre n sur E, donc on ne peut avoir que øo: r. Supposons mainte_nant que 1a propriété soit-vraie pow h - tih? r) et déJo'nïrons-ra pourå. Considérons tes ensembtni: E _E:,, F:: E _Ei,.L^ décompo_

::T;å:""""ique 
de F* est Eî, E;, , uî,:_'r. Trois casË,,;;";'se pré_

ro Ì? CFx, alors
(+) Er., 8r,..., 8,,_1., 7r* __F
est une décomposition de -F* pour 1a fonctior¡ { .Si (+) est une déconrposi_tion propre nous avons m1!zh__3, ao""-a fortjilj,m <:ii_ì. s¡ f+¡est une décompostion impropre, la ãécompositicrn
(s) Et, Er,. . . , E^_2, E*_t I (F* _ 7l)

T
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est une décomposition propre, donc m -r { 2h -3 et nous avons en-

corenl, 1zh- r (D'ailleurs,sim: z, ce quinepeutarriver q:uesih:2,
la suite (5) se réduit au seul terme F*).

zo F -- F*, alors
Er, Er,"', Eu.-t',

est une décomposition propre deF*, doncm - t {2h - 3etm lzh --t.
3' F* C F, alors o11 ne peut avorr 8,,,-1 Ç Ei, car on aurait

Eu,-t * E,,"CEi,, contrairenent à l'hypothèse que (r) est une décompo-
sition propre. On voit immédiatement que l'une des suites

Er, 8r,..., 8,,-2, 7'* -'\" Er,

rt

I,e nornbre /z est toujours cornpris .nt . ,n ! t 
et m. Ilen résulte que

2si m: z, on doit avoir h: z. Si m> 2, l.t, peat être plus petit que røsauf si n : - r, lorsque nous avons le
Théorènre ;.,. Si tt,: - ,l 

,tottte décomþositio, þroþre de E q /.t, teymes.En effet, si (r) est,un" áe"o*porio;í;rop." d.e ð, on peut trouverles points x¡E E¡. i - t, z. .....,1i, tels que /(i.¡) Í lr¡+,)<-,,, i = t,.J,:..,m -r. Deux points consécutifs r¿, ,,+,ne peuvent donc appartenira un mênre lrl. On a donc. nr :i h.ll.arrtrJ part. tttàli, d,après Ia défi_drr nombre lt.' l)onc ut - lt .

Cernãrrfi, le .zz ar-ril rr¡4o.

(".
n-2

Er, 8r,..., 8,,,-3, 8,,-z ï -2E¡ {
est une décomposition propre de F*. On a clonc ilL-rlzlt-3 on'

nx-212h-3, donc toujours tnlzh 
-r 

(si lt.== 2 on voitfacilement
qre m 1!.- 

La propriété est donc vraie aussi pour h, et le théorème z en résulte.

Le nombre m petrt effectivement prendre toutes les valeurs comprises
entre h et zh - r. Soit, en effet, la fonction

Íß¿):t'¡ i-r,2, ..., lt-t

lßi +r) -r, i:o,r, ..., h-t

Í ßi +z) -2, i -o,t, ..., h-z

définie sur l'ensenble E : lt,",..., 3h - z ) et monotoneparsegments
sttr cet ensemble. Les décompositions

(6J {', zl, 1t,1,s}, {6, 7, 8},.. ., lsn-6, 3h-s,3h-41, l:h-s' 3h-21

(oÐ {'}, lz,:1, {+}, {s, 6},..., lti-"1,{:,-', zil, lsirr,3itzl,
{:t + 3, 3i + 1,3t + s}, lsi + 0,3i + 7,3? + 8},...,

lsn -6, 3h - s, 3h - +). ( )h - 3. 3h -2),
(6¡-r){r), (,",s1,{+) (r, o),. ..,{,t' s) (tt,-t,3h -6>, {th-s'3h-1>

{sn -s, sh -z},
(6,-,) {'}, {", s}, {+}, {s, 6},..., {sn-s}, {zn-q,3h-z}, {sn-"},
sont des décompositions propres de E. La décompositions (6;) a h * i
ternes, i - o, r, . . ., h - r. La décomposition (6¡) est ptécisément 1a dé-

composition canonique.

¡
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