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NOTES SUR I,ES CÉNÉN¡.IISATIONS DES FONCTIONS

coNVEXES D'oRDRe suPÉRtEUR (I)

PATi

TIBERIU POPOVICIU

Dans une série de notes intitulées < /[of¿s sut' Ies lonctions coneefres

il'orilre supérieur D nous poursuivons I'étude des Íonctions d'ordre r¿.

Dans cette nouvelle série de notes nous nous proPosons d'examiner les

diverses classes de fonctions qui généralisent les fonctions r1'orch'e n

d'une variable.

Lcs lonctions tl'orilrc (" i /r).
,)

1. Rappelons d'abord la dé{inition dcs {onctions d'ordrc ¿. La {onc-

tion f : Í ("), réelle, finie, uni{orrìre cb cló{inic sLìI un cnscmble linéaire

quelconque E est dite d,'ordre n sur E si sa dif{érence clivisée cl'otclre

n*2, l*r, *r¡'..t frn*2; l] ne change pas de signc sur 'O' Plus exacto-

ment nous avons la dófinition suivante
La fonctíon f est convexe) non-concave, polynott'ticr,Ie, non,'con,çefre re'sp

cortcoee cl'orclre n sttt E, sttiçctnt que l'inégalité

(l) lrr, *rt...t n*t2; Íl>,2, :,{resP. (0

est vé,rifiée, rlttels cprc soient les points fiLt fr27'. ', rn¡2e E,

La convexité et la polynomialiLé cl'ordre,2 sont cles cas particul icls

clc la non-concavibé cl'ordre n. Sr I esL convexe, non-concave, ' ' ' cl'c'

cl'ordre n, la fonction -l este concave, non-convexê:..' etc,, d'ordre n

et réciproquernent. On peuI donc prendre comme type de fonct,ion d'ordre
r¿ la foncLion non-concave d'orclre n.

En particulier, la définition s'applique pour ,? : - 1' et nous avons

alors les fonctions qui ne changent pas de signe sur E, plus exactement
les f onctions positiyes, non-1égatiyes, irlentiquement nulles, non-posi'
tives resp, ¡égatives. Pour rz : 0 nous ayons les Ïonctions nxonotonesl
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suite d¿+1 présente exactement fr variations. Le nombre n. peut prendre

les valeurs -1, 0, L, 2,'''
Les fonctions d'ordre (ru | 0) coincident avec les fonctions d'ordre n.

Pour simplifier le langage, nous dirons que I'ordre (n I A) est plus

petit, au plus égal, égal, au moins égal resp. plus grand que I'ordre (" I k')

suivant que k {,(, :,}resP. } /c'.

Il est clair que si f est d'ordre (n I /t) sur ¿) elle est au plus d'ordre

(n | fr) sur tout .lÌ, C ,8. Si f est d'ordre (ru i k), la fonction cf, oì c est une

constante non nulle est aussi d'ordre (" I È). Il en est de mêrne de la fonc-

tion I f P, où P est un polynome quelconque de degqé n.

3. Les {onctions d'ordre (n | /c) sont donc caractérisées Par. une pro-

pliété des suites d,,+r des sous-ensembles finis de -8. Nous devons donc

étudier d'abord de plus près la structule de ces suites drlr.
D'un théorème plus général de M. I. Schoenbergl), il résulte le

Lemmo l. Si l¡, F¿, í:I,2,.'., flJl sont d,es nombres non né'

gatifs, le nombre iles çaríatíons d"e Iø suíte

(4) Lc, I p,rcr, ).rcz|- þ2c8,.,., Àn-r ctt,-r * lln-t cn¿

est au phr,s égal a,u nombre des çntiations de \ct, su,íte

(5) ct, c2 t, . 't cn.

Nous complétons c':ette propriété par le
Lemme 2. Si les su,ites (4) et (5) ont Ie ntênze nont'bre lt d,e variatiorts,

Ies premiers termes non nuls dans ces suites ont le mème sígne et les der-

niers tennes non nr¿ls ont aussi le nr,ême signe.

Dans une suite (5) le premier teirne non nul esb le terme c" tel que

ct : cz c"-1 : 0, 
", / 0 et le dernier terme non nul est défini

d'une façon analogue. La démònstration du lemme 2 se fait facilernent
par induction sur le nombre k. On suppose bien entendu que, si À : 0,

aucune des suites (4), (5) n'est identiquement nulle.
Considérons mai¡tenànt une suite finie ¿ : I rr, n2,..,, n,"l de E.

Nous avons le
Thóorème l. Le nombre iles çøriatíons de lo, suite d,r¡1 cl'une suite par-

tíelle d,e e est tlu pLus égal øu notnbre des çariati.ons ile lct, suite cl,,¡1 d'e e.

Il suflit évidemment de démontrer la propriété pour les suites partielles
et : lht nzt.' ., ïi-r, fri+t. .', nrr\, I < i < m de e. Soient (3) la suite
d,n¡1 de e eI

(6) /,i]r(Í), Á,ii, (Í),..., /i:ii"-' (f)

1) I, Schoenb erg: [Jber çaríationsçer'mínd,ernd,elíneøreTransfor¡nøtíonen,Math,
ZeitschriÏt, AZ, 921-928, (1930),

croissantes, non-décroissantes, constantes, non-croissantes resp. décrois-
santes, Enfin, pour ¡? : lr nous avons les fonctions convexes, ,on_con_
caves, linéaires, non-conve,-íes resp. concaves habituelles.

Il est clair que les fonctions d'ordre n ne sont ainsi cléfinies que sur
des ensembles -E ayant au moins n + 2 points. Toutefois, dans certains
énoncés, il est utile de supposer que toute fonction définie sur moins
de n f 2 points est d'ordre n et indifféremment convexe ou concave
diordre n.

Nous désignérons par I *r, *, 1,..e lx¡p ) une suite ot.donnóe cle points,
donc de points tels que I'on ait 11 { ø2 < . . .

tion f soit convexè, non-concave, polynorniale, no.-convexe, resp. con_
cave d'ordre ¡¿ srir la suite ordonnêe I nr. n2 1..., h, l (nt2n + 2), il
faut et il suffit que l'on ait

Ái,+t(Í)),à, :,{resp. ( 0, i : L, 2,...t nt l n-1,
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en posant

(2)

i : I, 2,,.., nt - i, i :0, I,.,,, tn -.,1,.
cette propriété est une conséquence immécliate cle ce que ,ous polr-

vons a¡rpeler le tháoùm.e tle lcr, nroyenne tles clíllérences tli.çisées. ce théorème
exprime la propriéré que toute clifférence .clivisée 

lx¡r, x;r,..., rin*r; Í)
sur n f 2 points cle la suite ordonnóe l rr, ,,t.,,t frm ), est une rnoyenne
arithmétique (généralisée) des différences divisées

Al,+t (Í), A',+, U),..., Á':*i-t (l).
2, Nous allons maintenant généraliser les fonctions d'ordre n en in-

tqoduisant les fonctions d'ordre ("lk).
Soit e : l rr, r2,..., rrr.l un sous-ensemble (une suite) fini de .E'.
Dófinition l. rYous d,irons qtre lø s*ite (avec les norations (2))

(3) AI+'(Í), Á?,+, (Í),..., Áä'*i-' (il,
est lø suíte d'¡.¡1 cotyespondctnte à la, suite e, ou sim,plement lq, suite cl,rr¡1 d,e e.

En particulier, la suile do de e est

I @r), 'l (*r),..., Í (**).
Introduisons maintenant la définition suivante.
Définition 2. Nous d,irons que la fonction f est d,,ord,re (nl k) sur E

sí le nombre marímunz d,es çariations d,es suites d,n¡r, d,e tou,tis les sttites
finies e rle E, est égal à, k.

Le nombre /r est égal à 0 ou à un nombre naturer. La définition
exige donc que ft soit fini, donc que le nombre des variations des suites
dn*r, soit borné. Il est clair qu'il existe alors au rnoins une suite ¿ dont la

AiÔ:l*¡, *i+r,,..¡ x)í+ii Í1, /'o(f):l@)

1
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(6) est le DrôÙrc. Il en résulte irnrnédiaternenb que ,si la suite partielle

dc (3).

(8) Ái"1i (il, Àr¡i*' ff),. . , , /I_r, (Í) ' " < þ'

ne présen[e pas de variia[ions, la suite il,r-¡r, ùe la suitc { frL, fr¡,. .,,
ro, nf)Fl r. . ., øm ) présen[e cxacternent autan[ dc varialions cluc la

suiLc (3). On voib lacilernen[ corììment. il faul; nrodi{icl la ,¡rropliété si

ct-n(1ou plm-n-1-.

Ol en cléduit qu'on peul. toujours trouVcr un ¿* { ¿ clonL Ia suil,e ZJ,,-¡r

présenbe autant de variaLions tJue ltr suitc (3) ct clans laquelle les cl'eux

prerniers lerrnes sonü non nuls el; de signe cottblaircs cL les deux cler-

uiers [crtrics sont aussi non'nuls eI dg signes conblaires. Il en résulte:

ThéOrème 2. St (3) est la su,íl,e-d,,¡1 tl't[na suíte irrédu,ctible e,rLILLS (taons

/1,¡, (Í). a',*, g) < 0, /',i+l'-' U). Á'i:+i'-t (n < 0.

Théorème 3. Lorsc¡re k :0, L, tott'te sL¡,;te it'Nidllctil¡l'e e u nlkt2
po ir LLs.

.En ¡ra¡ticulier si k- I, la suiLe d,,¡i cl'un ¿ irréductible est forrnée

¡ral deux Lerrnes non nuls et de signes conbrair'es'

On voit aussi, facilemenl:
Théorème 4. Lorsrlue ,x:2-'I, 0, bu,te sttite btédu'ctible e a n { lt | 2

poínts. (

ll est clair que les tetrììes de la suite d,r.¡t de ¿ sont alols l.ous'diffé-

rents de zêro eL alternativement positifs et négatifs'
Examinons le cas n21'. Supposons que dans les forrnules (7) oil

ait a ) n) tn-n-\>P>d.+2 et q'e la s¡ite partielle (B) présente

une variation. On peut alors trouver un / tel que o - tt' 1y < P,

/Y*+t (fl * 0 et que les suites

(e) li¡tr (Í), /ili+'ff),..., aT¡i (f)

(r0) ÁI*, (Í), zT,Il (Í),..., /f,*, (f)

ne présentent pas de variations. Dans (9) il y a, d'ailleurs, au rnoins un
terme non nul et de signe contraire avec /!r¡r ff). Les résultats précé-

dents nous montrent qu'on peut supposer que les suites (9), (10) aient
chacune ag plus n + L termes. On peut,.en effet, revenir à ce cas en

supprimant un ccrtain nombre de points øi sans modifier le nombre

des variations de la suite dnlr de ¿. Il en résulte aussi que les suites (9) et
(10) ont chacune au moins deux termes. Si maintenant la suite (9) a au

plus n termes, en supprimant le point frt¡1 on ne dirninue pas'le nombre

des variations cle Ja suite (8) et pal suite on ne dimirrue pas le nombre

ir

38

la suite d,n-,¡ d,e e¡. Nous avons

(7)

/

Á,iit (Í) : a',+t (Í), i :1, 2,..,, i-^.-2

/,i.ir U):
fr¿l-n.lz 

- 
îì

i:i_-n-1., i-n,..., i- L
*i

n-lt (Í) : /'"Xl (Í), L:i, i+1,..,, ttr-n-2

4. consiclérons une fonction l dérinie sur, r cL u' e'tier ruÞ- r.

Dans le cas k : 0, pour que e soit irréductibre il faut et il suffit qu'il
soi[ forrné par n f 2 points. Dans res dérnonstrations qui vont suivrc
nous supposerons ft > 0. Les résulbats pour k : 0 s'en cléiluisent
facilernent.

bions que la suite d,"¡y de e.

Soicn[ toujours (3) la suite cl,r_¡r de e er (6) la sui[e cl,r+.t,,)e e¡. Les
founules (7) nous rnontrenü que si la suite partielle

a,"i,r-t (Í), Áhi, ff),... , /L+, (Í)

ne ¡rróse'te pas de variaiions, le nombre des variations des suites (3),
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La suite ¿ est alors irrêductible. Cet exemple nous montre que si

n > L la suite dr+r d'une suite ¿ irréductible peut avoir effectivement

des termes nuls.

ö. Revenons aux fonctions d'ordre (" I /r). Introduisons d'abord la

Délinition 4. lVous d,irons que lø suite linie e de E'est ur¿e suite mani-

m,isante, pour la lonction I d,'ord,re (" I À), si sa suíte d,n¡1 présente enq,cte-

nrcnt k çaríal,íons'
Il existe évidernment des suites maximisantes, Toute suite Ïinie de

,E qui contient une suite partielle maximisante est encore rnaxirnisante'

On en déduit immédiatement que si la suite doç1 de e présente À va-

riations, la fonction est d'ordre (nllc) sur ¿. Il en résulte aussi que dans

les suites dr.,1 des suites maximisantes, les premiers te¡mes non nuls

ont le même signe et les derniers termes non nuls ont aussi le même signe,

Le signe du dernier terme non nul (ou du premier terme non nul) est

donc caractéristique pour la fonction.
I)étinition 6. Nous diions que lø lonctíon'f d,'otd,te (nlk) est d,'ord"re

(" ì À)+ ou d,'ord,re (" I /r)- suívant que Ie d,ernier tem¿e non nul de la suite

d,,,¡1 d,'une suite mctnitnísaryte d,e E est positit' ou négatif .

Les fonctions d'ordre (" I 0)* sont les forrctions non-concaves d'ordre
n et les fonctions d'ordre (" l,Q)- les fonctions non-convexes d'ordre r¿.

Les fonctions polynomiales d'ôrdre n échappent ainsi à cette définition,
mais nous pouvons conve'hir qu'une telle fonction soit indifféremrnent
d'ordre (" I 0)+ ou d'ordre (" I 0)-.

Si I est d'oldre (nllt)+ resp. d'ordre (ru lÀ')-, il en est de rnêrne de

cf, où c est une consLante positivc et de la fonction Í +.p, où P est un

polynorne de degré n. La fonction -l est d'ordre (" I À)- resp. d'ordre
(n.f /c¡+. \ '

Si la fonction f n'est pas d'ordre < (" I fr) sur E, on Peut trouver
un sous-ensemble de E sur lequel I soit d'ordre (" l./, + 1). On voit aussi,
facilement, qu'on peut trouver un sous-ensemble fini de ,E sur lequel f
scit d'ordre (" I À)* et un sous-en-emble firi de E sur lequel f soit
d'ordre (" ì /,)-.

6. Rappelons la propriété bien colìnue, exprirnée par le
Lemme 3. Si Ia suite

(11) cz-cl, cs-czr,,,, cn¿-cm-t

présente k çaria,tions, Iø suite

(12)

Í1

Cl , CZt','¡ Ctt¿s

ptésente au plus fr + 1 vøricttions
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de variations de la suite (3). si la suite (g) a n f I termes on arrivè au
même résultat en supprimant le point r¿¡2 . on en déduit que si la suite
(3) présente /c variatiorrs, on peut trouver un ¿* {e dont 1a srite d,..1

présente k variations et qui est formé par au plus

Il en résulte le
Théorème 6. si n 20, toule suite i*éductible, d,ont la. suite d.¡¡1 pr.é-

lk+i]
sentekvariøtions, aauplus 

L , I 
n+k!2poínts.

On peut remarquer qu'en supprimant le point x:.'¡1, on ne dirninue
pas le nornbre des valiations de la suite (3) si B : o f 1 et ÁT,ji (Í) : 0.
En appliquant cette proprié.té. au cas n : f , on voit facilement que si
n:- 0,1 et si la suite (3) présente k variations, on peut trouver un
e' 4 e dont la suite dr,-.1 présente À variations et a tous ses termes non
nuls. Donc

Théorème 6. Lorsque n : 
- I, 0, I, tous les termes d,e la suite d,,r¡1

d,'une suite irréiluctible e sont d,ifférents d,e zéro.
on peut voir facilement que dans les suites d,,11, de toutes les suites

pe-rtielles irréductibles de e, dont les suites dr¡1 ont autant de variations
que la suite d,,+r de e, les premiers iermes sont de mêne signe et les der-
niers termes sont aussi de.même signe.

Il est évident, d'ailleurs, que si ¿ est réductible, on peut trouver un
e* < e irréductible dont la suite d,,¡1 présente exactement autant de
variations que la suite dral de ø.

4 bis. Le nombre maximurn des points d'une suite irréductible peut
effectivement être atteint. Il suffit de considérer le cas n )> 0. prenons

la suiLe ,:(L,2,...,ml ,rn lt=l n+k!2er.chojsissonsla. L¿]
fonction f de manièré que I'on ait

/,|ï¡zt+r (Ð - L, i:o,I,
l

l+1"+ 
ft+l ternres 1)

'k

,)

/:::ï') (il : li:i|4*', ff) : - n-2,

'l+l' i:0,', ,[?],
lLt (fl <0, i * 0, I, 2, (niod nf 2)

r) Nous désignons, colltrue d'lrabitude, par [aJ le plus gland entier ¡! ø,

i:r,2,




