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NOTES SUR LES GENERALISATIONS DES FONCTIONS
CONVEXES D’0ORDRE SUPERIEUR (I)
PAR
TIBERIU POPOVICIU

Dans une série de notes intitulées « Notes sur les fonctions convewes
dordre supérieur» nous poursuivons l'étude des fonctions d’ordre n.
Dans cette nouvelle série de notes nous nous proposons d’examiner les
diverses classes de fonctions qui généralisent les fonctions d’ordre n
d’une variable.

Les fonetions d’ordre (n | k).
5

1. Rappelons d’abord la définition des fonctions d’ordre n. La fone-
tion f = f (), réelle, finie, uniforme et définie sur un ensemble linéaire
quelconque E est dite d’ordre n sur E si sa différence divisée d’ordre
n+42,[@, ©,..., @ny2; f] ne change pas de signe sur L. Plus exacte-
ment nous avons la définition suivante

La fonction f est convexe, non-concave, polynomiale, non-congexe resp.
concave d’ordre n sur E, suivant que Uinégalité ‘

1) . (@1, Bpye- s ~'Un+2;f]>,_2;::§1‘esp-<0

est périfide, quels que soient les points @y, @,..., Tny2€ L.

La convexité et la polynomialité d’ordre n sont des cas particuliers
de la non-concavité d’ordre n. Si [ est convexe, non-concave,... elc.
d’ordre n, la fonction —f este concave, non-convexe,. .. ete., d’ordre n
et réciproquement. On peut donc prendre comme type de fonction d’ordre
n la fonction non-concave d’ordre n.

En particulier, la définition s’applique pour n = —1 et nous avons
alors les fonctions qui ne changent pas de signe sur E, plus exactement
les fonctions positives, non-négatives, identiquement nulles, non-posi-
tives resp. négatives. Pour n =0 nous avons les fonctions monotones,

a¥
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croissantes, non-décroissantes, constantes, non-croissantes resp. décrois-
santes. Enfin, pour n = 1, nous avons les fonctions convexes, non-con-
caves, linéaires, non-convexes resp. concaves habituelles,

11 est clair que les fonctions d’ordre n ne sont ainsi définies que sur
des ensembles K ayant au moins n =+ 2 points. Toutefois, dans certains
énoncés, il est utile de supposer que toute fonction définie sur moins
de n+ 2 points est d’ordre n et indifféremment convexe ou concave
d’ordre n.

Nous désignérons par { 2, 2,,. .., zm } une suite ordonnde de points,
donc de points tels que l'on ait z, < Zy << ... << Zm. Pour que la fonc-
tion f soit convexe, non-concave, polynomiale, non-convexe, resp. con-
cave d’ordre n sur la suite ordonnée {2, %asoniy @m )} (m=n+ 2), 1l
faut et il suffit que l'on ait

A,‘;+2(f)>,g, =,=resp. < 0,1 =1, 2,..., m.'—n~1_,

en posant

(2) A5 () =3, @ivssen oy @i Fly A5 () = f (a)
v=1,2,...,m—j,j]=0,4,..., m—1.

Cette propriété est une conséquence immédiate de ce que nous pou-
vons appeler le théoréme de la moyenne des différences divisées. Ce théoréme
exprime la propriété que toute différence divisée (i) 5 iy e, Tip o3 1]
sur n - 2 points de la suite ordonnée { @, %, .., am}, est une moyenne

arithmétique (généralisée) des différences divisées

Anvs (B Aupr (fs- .o AR (P

2. Nous allons maintenant généraliser les fonctions d’ordre n en in-
troduisant les fonctions d’ordre (n | k).

Soit e = { &, @,,..., aw } un sous-ensemble (une suite) fini de E.

Définition 1. Nous dirons que la suite (avec les notations (2))

(3) A )y Mags (D)o oor AR (),

est la sutte d,, 4 correspondante & la suite e, ou simplement la suite d,, de e.
En particulier, la suite d, de e est

[ (@); [(2a),.- ., f(wm).

Introduisons maintenant la définition suivante.

Détinition 2. Nous dirons que la fonction f est d’ordre (n| k) sur E
st le nombre mazimum des variations des suites dni1, de toutes les suites
fintes e de E, est égal a k.

Le nombre k est égal 4 0 ou & un nombre naturel. La définition
exige donc que k soit fini, donc que le nombre des variations des suites
dpn soit borné. Il est clair qu’il existe alors au moins une suite ¢ dont la
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suite dnp1 présente exactement k variations. Le nombre n peut prendre
s —1, 0,1, 2,...
- L‘;Zlefl;;sctions d’ordre (n]0) coincident avee les fonctions d’ordre n.
Pour simplifier le langage, nous dirons que Pordre (n|k) est plu,s
petit, au plus égal, égal, au moins égal resp. plus grand que Pordre (n | k')
suivant que k < ,<, =, > resp. > k. ’
11 est clair que si f est d’ordre (n| k) sur I, elle e§t au pltls_ d’ordre
(n ] k) sur tout E; C E. Si [ est d'ordre (n | k), la fonction ¢f, out ¢ est une
constante non nulle est aussi d’ordre (n ] k). Il en est de méme de la fonc-
tion f -+ P, ou P est un polynome quelconque de degré n.

3. Les fonctions d’ordre (r|k) sont donc caractérisées par une pro-
priété des suites d,41 des sous-ensembles finis de E. ‘Nous devons donc
étudier d’abord de plus prés la structure de ces suites dypi1.

D’un théoréme plus général de M. I. Schoenberg?), il résulte le

Temme 1. St 7; i, 1 =1, 2,..., m—1 sont des nombres non né-
gatifs, le nombre des variations de la suite

(4) A+ pac, A Cy gy ey Am—t Gy A pm—y om
est au plus égal au nombre des variations de la suite
(5) C1y Cayevny Cme
Nous complétons cette propriété par le e
TLemme 2. Si les suites (4) et () ont le méme nombre I de variations,

les premiers termes non nuls dans ces suites ont le méme signe et les der-
niers termes non nuls ont ausst le méme signe.

Dans une suite (5) le premier terme non nul est le terme c¢s tel ’q.ue:
q=6=...=c_, =0, ;20 et le dernier terme non nul est défini
d’une fagon analogue. La démonstration du lemme 2 se fait fa(.:ilement
par induction sur le nombre k. On suppose bien entendu que, si k = 0,
aucune des suites (4), (b) n’est identiquement nulle.

Considérons maintenant une suite finie ¢ = { 2y, Zy,..., am } de E.
Nous avons le .

Théoréme 1. Le nombre des variations de la suite d, 1 d’une suite par-
tielle de e est au plus égal au nombre des variations de la suite d, 1 de e.

11 suffit évidemment de démontrer la propriété pour les suites partiel.les
e ={ay, Tgy..y Tj1, Tjp1e.ry Tm), L =] = m de e. Soient (3) la suite

dni1de e et
(6) ISR R A Su () R A i ()

) I. Schoenberg: Uber variationsvermindernde lineare Transformationen, Math,
Zeitschrift, 32, 321—328, (1930).
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la suite dyy1 de ¢;. Nous avons

Antr (f) = A (f) i=1, 2., j—n—2
A1 () = &3 Ay () + @iangs — @) 4EH (1)
(7) Litntz —— B

L =j—n—1, j—~n,..., J—1

Auvy (f) = 43t (), L=/ i+ ..., m—n-—2

et la propriété résulte du lemme 1. Dans les formules (7) les deux pre-
miers groupes sont & supprimer si ] = 1. Le premier groupe est a su -
primer et dans le second ¢ vaviede 1 a4 j—1si I < /<<n+ 2. 11 ¢n est
de méme pour les deux derniers groupes si j=m-—n—1,

Il en résulte aussi que si la suite dyy d’une suite partielle de e pré-
sente exactement autant de variations que la suite (3), les premiers termes
non nuls dans les deux suites d,, p1ontk le méme signe et les derniers termes
non nuls ont aussi le méme signe,

4. Considérons une fonction f définie sur £ et un entjer n=—1.

Definition 3. Nous dirons que la suite finieie=A @ ;o457 0, m } de I
est trréductible si on ne peut supprimer awcun point de e sans diminuer
le nombre des variations de sa suite iy,

Dans le cas contraire nous divons que la suite e est réductible.

Il est clair que la réductibilité dépend de n, de la fonetion [ et du
nombre k des variations de la suite duyy de e. Nous verrons quesi n el
k sont donnés, le nombre des termes d’une suite irréductible a un Ina-
ximum indépendant de la fonction /.

Dans le cas k = 0, pour que e soit irréductible il faut et il suffit qu’il
soit formé par n + 2 points. Dans les démonstrations qui vont suivre
nous supposerons k > 0. TLes résultats pour k =0 s’en  déduisent
facilement. .

Pour que ¢ soit irréductible il faut et il sullit, d’aprés le théoréme 1,
que les suites dyyy des suites Pparticlles &= {z, 25,..., &/, &g ey
@}y =1, 2,..., m présentent toutes moins de variations que la suite
dur de e. Pour que la suite e soit réduetible il faut et il sulfit que la suite
gy de Pune au moins des suites e présente exactement autanl de varia-
tions que la suite duyq de e.

Soient toujours (3) la suite duyy de ¢ et (6) la suite dnyy, de e Les
formules (7) nous montrent que si la suite partielle

o (D A5 (D ey A ()

ne présente pas de variations, le nombre des variations des suites (3),

39

(6) est le méme. Il en résulte immédiatement que si la suite partielle
de (3). ; : '
®) WD, AT AR (B @ <Py

ne présenle pas de variations, la suite dugr, de la sulbe {2, 3,5
Dy, P11 , &m} présente exaclement autant de variations que la
'a’ - - 4 s . e 1 ‘- ” ‘,‘ ..
suile (3). On voit lacilement comment il faut modifier la propriété st

a—n<loupf>m—n—1.

On en déduit qu’on peut toujours trouver un e¢* < e dont la suite dny1
présente autant de variations que la suite (3) et dans laquelle les deux
premiers lermes sont non nuls et de signe contraires et les deux der-
niers Lermes sont aussi non nuls et de signes contraires. 1l en résulte:

Théoréme 2. Si (3) est la suile duy1 d’une suite irréductible e, nous avons

—n—2 m—n—I1
Appr (B)+ Angr () < 0, 857 (). 457 (H <0

Théoréme 3. Lorsque k =0, 1, toute suile irréductible e o n+Fk+2
points. -y p '-. e
Fn particulier si k=1, la suite dnij d’'un e irréductible est formée
par deux termes non nuls et de signes contraires.

On voit aussi, facilement: . ‘

Théordme 4. Lorsque n=-— 1, 0, toute suite irréductible e o n -+ k + 2
points. ¢ ' | Ll

Il est clair que les termes de la suite dnyy de e sont alors Lous diffé
rents de zéro et alternativement positifs et négatifs.

Examinons le cas n==1. Supposons que dans les formules (7) on
aita >n, m-—n—1=p=a -+ 2 et que la suite partielle (8) présente

) N T T
une variation. On peut alors trouver un y tel que a —n <y =§f,
A7 (f) # 0 et que les suites

n+1
(9) G () A St NP Vol ()
(10) A (s A0 (. A,/f+1 (H

ne présentent pas de variations. Dans (9) il y a, d’ailleurs, au T 1D
terme non nul et de signe contraire avec 47 (f). Les résultats précé-
dents nous montrent qu'on peut supposer que les sulles 49), (10) aient
chacune an plus n 4 1 termes. On peut, en effet, reve‘¥11.r a ce cas en
supprimant un certain nombre de points ; sans .IHOdlfleI' le. nombre
des variations de la suite dniq de e. Il en résulte aussi que les suites (9) et
(10) ont chacune au moins deux termes. Si mainter'lal'lt la suite (9) a au
plus n termes, en supprimant le point %41 on ne diminue pas:le nombre
des variations de la suite (8) et par suite on ne diminue pas le nombre
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de variations de la suite (3). Si la suite (9) a n + 1 termes on arrive au
méme résultat en supprimant le point 74,5. On en déduit que si la suite
(3) présente k variations, on peut trouver un e* = e dont la suite dnyy

présente k variations et qui est formé par au plus [gj n—+ k+1 termes 1)

Il en résulte le

Théoréme 5. Si n =0, toute suite irre’ductible, dont la suite d, 1 pré-

3

A ’ k+ % .
sente k vartations, « au plus 9 n+ k-2 points.

On peut remarquer qu’en supprimant le point 7,41, on ne diminue

pas le nombre des variations de la suite (3)sif =a + 1 et A%T) (f) =o0.

n+1
En appliquant cette propriété au cas n =1, on voit facilement que si
n =—0,1 et si la suite (3) présente k variations, on peut trouver un

e’ < e dont la suite dy, 4 présente k variations et a tous ses termes non
nuls. Donc

Théoréme 6. Lorsque n =-—1, 0, 1, tous les termes de la suite dyt1
d’une suite irréductible e sont différents de zéro.

On peut voir facilement que dans les suites d, 1, de toutes les suites
pertielles irréductibles de e, dont les suites d, .1 ont autant de variations
que la suite d, 4, de ¢, les premiers termes sont de méme signe et les der-
niers ‘termes sont aussi de méme signe.

Il est évident, d’ailleurs, que si e est réductible, on peut trouver un
e* < e irréductible dont la suite d,,; présente exactement autant de
variations que la suite d,.; de e.

4 bis. Le nombre maximum des points d’une suite irréductible peut
effectivement &tre atteint. Il suffit de considérer le cas n > 0. Prenons
k42

2

la suite e={1,2,..., m}, m :[ ]n—f—k—f—Z et choisissons la

fonction f de maniéré que lon ait
By

Aﬁz(-nl-—{-m;l—l {f) =1, 1=0,1,.. o9 [TJ

-

AT (f) = A () = —n—2

M 5 TR T e T
t=1, 4,..., 92 I J =Y 1,.., 9 J

Anpt (N0, i£0, 1, 2, (mod nt2).

') Nous désignons, comme d’habitude, par [a] le plus grand entier < a.
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La suite e est alors irréductible. Cet exemple nous montre que s
n > 1 la suite dyt1 d’une suite e irréductible peut avoir effectivement

des termes nuls.

5. Revenons aux fonctions d’ordre (n|k). Introduisons d’:jibord l.a

Détinition 4. Nous dirons que la suite finie e de E'est une suite mazi-
misante, pour la fonction [ d’ordre (n | k), sisa suite dnyy présente exacte-
ment k vartations. y i

Il existe évidemment des suites maximisantes. Toute suite.hTue de
E qui contient une suite partielle maximisante est encore maximisante.
On en déduit immédiatement que si la suite d,41 de e pl'és1.=,nte k va-
riations, la fonction est d’ordre (n| k) sur e. 1l en résulte aussi que dans
les suites d,,1 des suites maximisantes, les premiers termes non 'nuls
ont le méme signe et les derniers termes non nuls ont aussi le méme signe.
Le signe du dernier terme non nul (ou du premier terme non nul) est
donc caractéristique pour la fonction.

Détinition 5. Nous dirons que la fonction f d’ordre (n|k) est d’ordre
(n] k)t ou d’ordre (n| k)= suivant que le dern'ier terme non nul de la suite
dpy1 d'une suite maximisante de E est positif ou négatif.

Les fonctions d’ordre (n|0)* sont les fonctions non-concaves d’ordre
n et les fonctions d’ordre (n|0)~ les fonctions non-convexes d’ordrt? n.
Les fonctions polynomiales d’ordre n échappent ainsi a cette définition,
mais nous pouvons convenir qu’une telle fonction soit indifféremment
d’ordre (n|0)* ou d’ordre (n]0)~.

Si f est d’ordre (n | k)* resp. d’ordre (n| k)=, il en est de méme de
cf, ol ¢ est une constante positive et de la fonction f 4 P, ou P est un
polynome de degré n. La fonction —/ est d’ordre (n| k)~ resp. d’ordre
(n] k)*. ==

Si la fonction f n’est pas d’ordre < (n|k) sur E, on peut trouve.r
un sous-ensemble de E sur lequel f soit d’ordre (n | k 4 1). On voit aussi,
facilement, qu’on peut trouver un sous-ensemble fimi de E sur lequel'f
soit d’ordre (n|k)* et un sous-en.emble fiai de E sur lequel f soit

d’ordre (n]k)~.
6. Rappelons la propriété bien connue, exprimée par le
Lemme 3. St la suite
(11) Cyp——Cyy C3——Cayevey Om— Cm—y
présente k variations, la suite
(12) Cry Casreny Cimy

presente au plus k + 1 variations.
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Nous pouvons completer ce lemme par le suivant

Lemme 4. Si la suite (11) présente k (= 0) pariations et lo suite (12)
exaclement k + 1 variations, les derniers termes non nuls dans les deus
suites sont de méme signe.

Considérons la fonction [(z) = ¢, & = I, 2,..., m sur Pensemble
e ={a,a,...,%m}. Sim ="k 2 ct la suite (12) présente k1 va-
vialions, la suite (11) présente nécessairement % variations et le lemme
se démontre facilement. Si m >k + 2, la fouction étant d’ordre
(—1] k1) sur e, 6n peut trouver une suite partielle e* — {1, 25 .., Zhss }
de k + 2. termes de ¢, maximisante et irréductible. f cst aussi d’ordre
(0] k) et par rapport & cet ordre ¢ et e¢* sont maximisantes. Le lemme 4
en résulte immeédiatement. i

Compte tenu des égalilés

(=2 D — 4 )

Cppiy1 — @

:.H-l poo b=y Diee mi—p—1
relatives & un ¢ = { @, @y,..., an }y le lemme 3 nous donne le
Théordme 7. Toute fonction d'ordre (n|k), n =0, est au plus d’ordre
(n— 1]k -} 1).. En général, toute fonction d’ordre (n | k) est au plus d’ordre
(n—1]k-i), quel que soit i =1, 2,..., n41.
Du lemme 4 il résulte encore la propriété plus ‘compléte suivante.
Théoréme 8. Si une fonction ’ordre (n | k) est d’ordre (n— 1| k - 1),
elle est nécessairement d’ordre (n— 1|k -+ 1)+, En général, si lu fonction
est d’ordre (n— i k- 0), elle est nécessairement dovdre (n— i ki)t
quel que soit ¢ =1, 2,..., n- 1.

Dans les notes suivantes nous examinerons quelques propriétés des
| I
fonctions d’ordre (n | k).

Manuscrit regu le 2 mai 1940,




