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NOTE S SUR I,E S FONCTION S CONVNXN S
D'ORnnB SuPEnrEuR (V)

PAR

îIBDRIU POPOUCIU

Note þrésent'rle þar Mr. s. sto;,itou, Mc. A. R., dans la séance du z3 fëurier tg4o

INÉGAI,ITÉS VÉPT¡'TÉES PAR UNE FONCTION D'ORDRÐ I¿ ET PAR SES
DÉRIVEES

1. Dans les deux notes précédentes (III et IV r) nous avons étudié les
inégalités de la forme

(') i p, t @i) >_o,

vérifiées par toute fonction ;:.;-""""",r" d'ordre ø, les points

(Z) xt I xz 1 ... 1 xrn,

m n+r
2 þ¿ Í (x¿) : 2 Ai.ilxr, xr,. . ., h; ll+ >
i:t i:t 7:r

, x¿+"+.rl l),

oìr Ar, C¿ sont indépendants de la fonction f.'
ou obtient alors des conditions swl lisønt es pour |inégarité ( r ) err éórivant

(s) Ar:& An+':o, C;lo, 'i:r,2,...,?n
ces conditions sont aussi néaessøives si la fonction est d,éfinie sewlemen,t

suy l,es þoints (z).

r) I,a note III est sous presse dans Mathematica, 1(i, 74-96. l,e note IV doitparaltre dans cette même revue.
2) Pour les ilotatiofls voir mes travaux antérieu¡s.
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, .2. On peut généraliser l'inégalité (r) en introduisant aussi les valeurs
des dérivées c1e f aux points x¡. Po:urr simplifier supposons I définie dans

ies points (z). S f, non-concave
continues f', f",. ivées à gauche

, Í.(';).1Íaù : Ua' ] en tout point
intérieur.

Orr peut alors chercher les conditions nécessaires et suffisantes pour
que l'on ait

(+)
rn h¿

þ¿¡ lØ Xr) o,

oir o I ki S n, et /(") ¿6ri*tte l'une des dérivées l<';l , ¡t';l (non pas nécessai-

rement 1a même pout tous les *i), que1le que soit la fonction f, non-concave
d'ordre n dãns un'intervalle contenánt à son intérieur les points x¿. On
voit facilement que les conditions nécessaires et suffisantes sont encore
que f inégalité ait lieu pour tout polynome de degré n et porr toute fonction
de la forme (l* - l ll- * - /')t'. Ces conditions peuvent donc s'écrire

nh¿ss

tn k¿ss42
i:t i: o

þi¡r (r -t)
(r -i + r) xt-i -- o, o I n

þi¡n (n-r) ... (tr'-'ilr) (xi-x)t'-i > o, xe(xr',xry,),

,W -a'r -- I',2,

Si, de plus,

h¡

)) lþ,¡l * o, i : t, 2, . ", 1't1',

t:o

on peut affirmer que potlr une fonction convexe d'ordre ø, 1e signe ) a
lieu dans (4).

,1' \'

Dans 1e cas ) (ái f r) : n I z, I'hêgalité peut s'écrire

(s) xlt x2, x2; .,,, ,,, Nnt, Xnt,-,.., ltni ll>o
kti_r hrlt h,,lr

Le prerrier membre est la limite cl'une différence diiisée d'ordre n I r,
lorsque kiIr de ses nIzpoints tendent vets xi,i:r, z, ...,m. I1

est facile d'obtenir la lorme explicite de cette différence divisée géné-
ralisée.
. 3. On peut aussi établir, quelques fois, l'exactitude de I'inégalitê (4)

en exprimant le premier membre sous la forme d'une somme de différences
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On peut, d'ailleurs, obtenir facilement les'coefficients A;, Ci en parti-
cularisant convenablement la fonction f' Bn prenant d'abord

Í : (x - x) (x - xz) ,.; (x - xi-), i :1,2, '''.¡n I r, (pour i:tf =:'t)

nous obtenons

ilt 1"

'A¡: ) fu(xi--%t)...(*r-x¡ ;):2þ¿ @¿-xt) ;.. (xi-x¡*,)
i: r t:1

'i :t,2,'',.,n+r, '' '

Si nous Prenons ensuite.

Í:
O, pO1.J.f X: fry %2, ..,., ryi+!'

(x-x¡¡,) (x-x¡ r) . ' .,(x-ry¡-t-*.),-pour r - xi+n+r, xi+n+2,

i:t; 2, "',\n-n-r,
, Xtt,

nous obtenons

C¡ : (x¡1*¡'- xì)

les points
que l'iné-
intervalle
tte inéga-

1, 111 ,tL

Ðþ¿:)þixi 2þ¿xli :o,
i:¡ i+t i:x

qui ne sont autre que A, - Az_-' '. ' - At,+,: o, exprimant que 1e pre-
mier membre de (r) est identiquêment,nul pour:tout.pqlynofne de degré 4.

On trouve ensuite les inégalités nécessaires et suffisantes

ht

i:r+r
þi(xi-x)" ¿o, xe(xr, xr¡,), r :r, 2, :,., rn-r

c) Tiberiu Popovi ci:u, Sur le þrolongencenl des lonctions conaexes d,'ordle
suþérieur, Bull. Math. Soc, Rour¡ãine des Sci., 36, 75-roB (1934).
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divisées d'ordre n I t (de la forme généralisée (5)) choisies convenablenent.
Nous allons établir de cette façon une inéga1ité particulière intéressante.

Soient xtlxz<....<

I @) :,(x - xr) (* - *r) .... (x - x").

Soient 4/-Ez < ... <
polynome g (ø). Nous avons

I,a formule (6) peut donc siécrire

1l-r _ ,. f ., , ç . rt1 _

- 

Lxu %2,,,,, xnil) 
-- L€r, Ez, ..., €n-t, ! J -nn

- 's'y :\€ù ,..' .. .. þ

o!'''\'lx'' 
xz' "'¡ xn¡ €¡' 8¡; ll'

Nous avons

ffi>"' i:r'2'""nllr
et.nous pouvons énoncer le théorème suivant
. ' Sd xy, xz, . . ., !tu soltt n þoints d,e l'øxe réel,s et Et, Er, . . ., €r-, sont les
zéros d.e I,ø dériaëe dw þolynome V @) : (* - *r) (* - xr) ... (x - xn),

toute fonct'ion f, non-concøue d,'ord,re n d,øns wn interaøl,le contenønt à son'

intériewr les þoints x , aérilie I'inégal,ité

0) (n-t) lx1, x2, ..., nn: Íl>lít, €r, ..., €,-,i Í').
Nous avons démontré la propriété dans le cas oìr'les points x¡ sont

distincts. Efe reste vraie aussi, par suite de la continuité, lorsque ces points
ne sont pas distincts lles différences divisées étant alors de la forme géné-
ralisée (5)1.

Remørqwes L On voit facilement que si de plus la fonction f est con-
vexe d'ordre n,l'égalité dans (7) ne peut avoir lieu que si ø, . . .: xn.

II. I,a restriction que les ø¿ soient à f intérieur de f intervalle de défi-
nition d.e f n'est pas essentielle. Le résultat reste le même si l'une ou les
deux extrémités de cet intervalle coï¡cident avec un zéro simple de cp (x).
I,e résultat est vraie même sans restriction si la fonction est dérivable un
nombre suffisant de fois aux extrémités de f intervalle,

4. Du théorème précédent nous pouvons tirer quelques conclusions

simples. Désignons par ty), 89,..,,81.¡ tes zéros de la dérivée d'ordre i
de g @), Nous avons alors, dans les mêmes conditions,

(n-r)llx1, xz, ..., Kn; Í)>(n-z)!l€t, Er, ..., E*-,i Í')>...
... z @ -i -r) ![ff), Êy),..., tl)u; l,',] > . . . ¿ [e9-t ; Í'r-')f.
Mais,

q 1 €y < xz < E, 1 . , . 1 €*-, 1 xo.

Nous avons les formules suivantes

l.xt, xr, ...¡ *t¿; il : i 1+ , Gr, Er,
i:, g. \Xi)

fl-f

, Err-r; Í'l: n 2 Í' (tù

ç" (Ë¿)

fxr, xs,
n

, xn, €i, €¡; Íl: 2
7:f

ï (x,) Í' (E¡)

(xi - €i)z v' @¿) v stl

(6)

t:r' 2' ,,', n-f
Nous en déduisons

- ,i,iårl*" *'' " " xn' E¡' €¡; Íl --

: t JYL ( -5' v (E¡) \-3,'r:JÐ.
;:,p' (xi) \ ,1, @i - €ùz v,, G¡)) ¡1, q', (Ei)

fe polynome

y(x):v@-!(n-
n\

étant de degré u, -2 nous ar?ons

xzlxz+..'+
g' (.x)

n

v @) no=' v (ti)

,' (-): ,!, 1* - ç¡ ," ,: le?-¡; Í("-')f :¡@-r)

donc:

\l xz +... + Xn

n

et Si lø lonction f est non-concqle d'ordre n d,øns wn interaølle contert'ønt
les þoints fr1, %2, ..., xn, nous alons l,'inégølitë,

-5' :lY-!.)1'
i-t - lo/ @)lr:-o (n -t)! lx7, xz. ..., rnil, Í<"-¡ h* xz +... +

ll'
(*) r \*xzJ_ n-I

S i I est conae re d' ordre n, l" égalité n' est þossible que þour lt : nz :,, J : nn.

Prenons, en particulier, la fonctioî l:xn+t-r. Alors si z est un nombre
x-

(*) ,n
1X n
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naturel, la différence divisée lxt, xr,'...',¡ xn; l] est égale .à la fonction
symétrique bien connue

Wr::.. >
d4+uz+.,.+ûiL : r,

Désignons par Wf'les mêmes f.onctions symétriques d" tr, €r,..., €u-, et,
en général, par \d/(ø) les fonctions symétriques correspondantes de --6f),

Ey , . . . , t9-0. Rernarquons que la fonction "+r-r est convexe d'ordre n
d.ans f intervalle (- co , + oo¡ si r est un nonbre uaturel pair et est
convexe d'ordre n dans (o, * oo) si r est un nombie naturel impair. Nous
pouvons donc énoncer la propriété suivante:

, 
Si ryr, 11, 

.,., tçn sont l,es zéros, tous réel's, d"otn þolynonce d.e degré tt et

,(
€!), 89,...,ÊfLo sottt les zéros ile lø iènrc d'évhëe de ce þolyno*rlt(l'-')

h* xzl' "l x"\,?tor.,r,s 
Øuons tes.inégcitités . . L.i

n)

(B)
Wr wi, *Í,,

==(
\+x+. .,. + 1(ru

(.;-') ("n;-")
: 

(n++;t-r)

þour tor.tt nombre nøt þøir r 7_ z.
Si, de þh.ts, les z 1, n2, .. ., xn sorit non-nëgøtifs, ces inégalitës sont

urøies aussi þowr r >_ 3 ,imþøir.

Le signe Zne dettient: dans ces inégalités qøte si xr- frz: ... : xn.
I''inégalitê (7) est à rapprocher de f inégalité de M' K. Tod¿4) ;i:'

, al!'i
Í (xr) -l Í (.x,) -1 ... -l Í (x") rÍ (tr) 1- Í G,) -1 ... -l Í G"-,)

l

l

I

l

.¿Ì

,l

1

n lL-I

r.'alable pour toute fonction non-concave d'ordre r 5)" Pour Í : xþ cì,
þ Zr orþ 1o, cette inégalité revient à_celle de MM..H;'8, Braya) et
S. I(akeyaT) .

trþ, + xt +: ... -f rf,, Eo,'+ {. + ... + Ê1,-, (øi > o) -,r
n 11, r

qui est à rapprocher cle (8). i
Cernríuli', le z7 lëarier t94o.

') K. 1' o d a, On certai'n lwnclional in'eqtølities, Joutnal of tlie Hitoshima. Univ.,
A,,4 z7-4o (tSl4.

õ) Voir aussi la note lll, loc. cil. (r)..
u) I{.E. Bray,Onthe zeros ol øþolynowial and' ol i'ls d'eviuali'ues, Amer. Joutnal

of Math., 63, 864-872 (rqr).
?) S. K a k e y a, On an inequølity belueen the roots ol an etluation ønd its d,eiiuatiae,

Proceeclings Phys,-Math. Soc. Japan (¡), 1õ, t4g-t54 (¡g33).


