
\ll

EXfRAS DTN

MATHEMATICA
VOLUMUL XVI

Pag. 74-86

:i-

ìij

TT.BERIU POPOVICIU

Notes sur ¡es fonctions convexes
d'ordre supérieur (lll)

cttri
lÑ*fnuiur, DE ARTE inrntcn "ÄRDEALUL.¡ S',l'fr.\D,{ UU¡r'ron¡.xnului È

tg40
.i

ft
a



NOTES SUR LES F'ONCTIONS CONVEXtrS
D',ORDRE SUpnnEuR (IlD

par

Tiberiu Popoviciu
à Cernäu1i

Reçu le 3l Mai 1938

Sur certaines inégalités vérifiées par les fonctions convêxes

1. - Soit f(u) :UL:ne fonction non-concaYe (cl'ordre 1) dans

l,intervalle (a, b). Cette f<rnction est carac'térisée par l'inégalité

(1) lnt, Ør, n')fl Þo' ()

vérifiée par tout grolpe de trois poinl-s clistincts tt,t îz¡ ru cle (a, b).

De (1) résultent d,autres inégalités bien connues. 'l'elle est

l'inégalité de Jensan (z)

(2) ,l2p¡øù - Ðp;f(r¡)r\-El)=-5¡ pi2O, )p;> 0.

MM. G. flenlv, J. E. Lrr"rlEwooD et, G. Por'v't ont clét.erminé

toutes les inégalités de la forme

(s) )røt=)rutet,
i:| i:l

(1) Pour les notations voir mes travaux antérieurs'

(n) J. L' ril¡. V. JENSEN t nsur les fonctions conveîea et les inégalit¿s entte les

raleu 906)'
. POLYA, *Some simple inequalities satis'

ficd 45-152 (1929)' Voir aussi J' KAR^MATa

,,.Szr r'¿¡¿s"' Publ' Matìl' Univ' BelSracle' -1'

145-148 (1032).
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étant des constantes quelconques, on trouve
!-tnmmoo: à' p,, A, : ) pini-nr Z O,- ) n,@,-*).Eï ílt L, ì:z

Prenons ensuite f (r): û- r"1.1il s-r"+rl, 4 1 r I m_2 ,nous avons

0, i#,
fn¡, ø4t, u¡+z;.f ):

2
fr"]2- fir)

l:f

et l'égalité (6) nous donne

ñ
c":(u"¡2-ù Z pi(n,-t"¡t)t r- l, 2r. .,, m-2.

i:¡lz
Nous avons donc la propriété suivante :

Pour que I'inégalité (ò) ioit vérifíëe pour- toute fonction non-
concøye (diord,re 1) f(r), il faut et il suffít que ïon ait

mv n
(7) 2n,:

i:1
Pt f¡ 0,>pi(r¡-r"¡1) Þ 0, r:1r2r..,,,m-2

2

8i ces relatíons sorrt vérifiées et si d,e plus f(n) est cot?yexes
on q,

n

j ) r'f {n)>o'
Í:1

La dernière partie de I'énoncé résulte du fait qu,on ne peut

,oon i f¡(n¿-o,+r)_ Q, 7: lr2r...rm-2r les p; étant $ 0 par
i-r!2

hypothèse.

3. - Sous la torme (7) les conditions précédentes ne sont
pas très commodes pour les applications.

Reprenons d'ab rd I'inégalité (3). Supposons que les r¡ soient
donnés et disons que:

Les y' 12,..., y^ rérifient la concJition (C) si onpeut trou,-
ver mz non'ùbres non-négatrft p,¡ tels quc

m m

i:r
P¡¡

t:l
p¿, I irj:7r2r...r rk.

,SUN LES FONGTIONS CONVEXDS D'OR,DRE SUPíTNUA ZS

,En particulier, M. K. T'or¡. a démontré que

(4) ),2 ¡",=:- j nrt,

2' - Il est facile de trouver res conditions nécessaires et
suffisantes que doivent remplir res constantes non nulres pi et res
points frt1:rz <...<

(5) i o,ft )=o,
¡-1

quelle que soit la fonction non_concave f(ø).Nous pouvons écrire
m nt-2

(6) p¡f(u):Ao-f(rr)* Ar[q, n,;-fl+ > C"Å! ,
¡:1

otl
A;:fø,¡ fi"lr¡ x"+rifl) r:lr2r...rm-2,

les_ constantes Ao , a, , c" sont complètement déterminées et sontindépendantes de ra fonction f(ø). Les conditions nécessaires etsuffisantes sont

Ao:0r Ar:0, C"Þ0¡ r-lr2r,.,rm-2.
Bn effet, on peut construire une fonction non_con cave J.@) telle
qt;.e J (nr), løt , r, ;fl aient des valeurs quelconques et í; au, ,.*leurs non-négatives quelconques.

Pour déterminer les coãf ficients Ao , Ar, C" il suffìt de choisir
,'(ø) convenablement. Si nous prenons ¿;r¡à.¿ .f(ø):dufB, a, p

(a) K. Too,lu .oz certains functionøl inequalities., Journal of the Hiroshime Univ.(L), 4, 27-40, (1 934), et ',A method, of approûmation of conver functionso.The TôhokuMath, Journal, 42, gIl-gIZ (1986),
( zeros of a polynomial and of its derivativeo. Àmcr.Journaì

( :l"lrt"l");rr, r¡etween the roots of an equation and its deri-rathc<, Japan, (B), 1õ, I4S-154 (1ÐBS),
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20. yi:pirny{przrz*,., lp¡nr*, i - lr2r.., rm.
En appliquant I'inégalité (2) de Jnrsnu, on voit que:
Si yr-; y;,. . . ,I^ rérífient lø cond'ition (C), I inégatité (3)

est vérifiée quelle que soit lø fonction non-concaye f(n).
Considérons, dans l'espace ordinaire à ¡z dimensions, le point

P(y, Tr,. . . ¡ I^) de coordonné.t Ir, Izr.. , ,I*. Nous dirons
qlu,e ce poínt vérifie la cond,ition (C)si ses coord,onnées yr'rIz¡...tI^
vérífient cette conclitíon,

Supposons que ø1 1nr 1. .. <
sons alors que:

Les y, , Iz , .. . ,l^ rérifient la cond,ition (C') si on a

(s)
ût*rtl... lq1yr*hi...II¡, í : 1, 2,..., m-t
n t I rr* ... I r*: Itlyrt... ty ^ 

(').

Nous avons alors que (8)

La concJition nécessaíre et suffisctrtte pour qLte liinégølite (3)
soít vérifiée quelle que soit lø fonction non-concayn "f(r) est gue
les y, ¡ Tz , . . . , I* vérifient la condítio, (C').

4. - Nous nous proposons maintenant de démontrer que
les cond,itíorts (C) et lC') sont equira,lentes (e). Pour cela il suffit de
démontrer que si It:,/z¡...¡I,, vérifient la condition (C') le point
P (It, Iz;. . .¡ I^\ verifre la condition (C).

Remarquons que si un nombte quelconque de points Pl , Prr...
vériÊent la conCition (C) tout ¡roint qui appartient au plus petit
domaine convexe qui contient les points Pr r Pr r, , , vérifie égale-
ment la condition (C). On voit, d'autre part, que les points P véri-
fiant la condition (C') forment un domaine convexe et borné D.
Or, le domaine D est formé par les hyperplans

(e) X¡: I+t, lt*Irl.., lI¡ : ût+û2+.,, *a¡, i:l r2r',.rm-l
ytiyrt... iI^ : ntl ûz*... I t^.

(7) La conilition (C/) peut se mettre sous la fo¡me synrétrique

min(.r¡i * r¿ *... * ";¿) {yi,*fj"* ,,.*yinlmax(rt, *'ø* .,, I "¡*)
k:1r 2,.,.r¡n

où le min et le max sont relatils à toutes les combinaisons \, i2,. . ., iå iles nonbres
1,2r.,,, zr pris k à lc et j, jr,,.,, jk sont å nombres quelconquea do la suite
lr2r..',m.

(8) voir loc. cit. (s).

(8) Cette propriété est ilue à MM. H,|RD! J; E. Lrfl'LEwooD et G. pol-ya.
Yoirz ,,fnegua.Jiúies" Cambriilge Univ, Press, XII-314 pp. (1934). (Note après la oorrooture).

78 T. POPOVLCTU

Ce domaine peut aussi êtro considéré comme le plus petit
domaine convexe contenant ceux des points d'intersections des

hyperplans (9) qui vérifient la condition (C'). Il est facile de voir
qu'il y a en tout 2^-r d.e tels points. Ces points sont

(6t , 6, ,... , 6,

--
t1

, E,6rr"', il, êt,) ))

oll

I
I

i,j.ir*'..*i¡: ffi t ê":+ 9 rr,*r,*...* i"-r*s , r- l) 2,, ' . )k.L, 

=__, 

.t | "2 t

Mais, tous ces points vérifient évidemment la condition (C).

L'équivalence des deux conditions (C) et (C') est donc démontrée.

5. - Nous pouyons donc énoncer la propriété suivante:
La condition nécessaíre et suffisante polür que liinégølité 13)

soít wrifiée, quelle que soít la fonction non'concave f(ø), est que

Ies lrt yzt...¡ y* rérifíent la condition (C)'

Nous pouvons toujours mettre une inégalité (b) sous la forme

(10) f *,f(nù=i t¡¡f(y) (rfs Þ 3),
¿-r ì:l

ou ø¿)0, þ¿)O, atlø"r*... f.æ;:lìr| ßr*'.. I þ":1, q 1 nz1-'1x",
hlyr<'..<y". On obtient cette inégalité de (3) en supposant
d'abord que certains des points n¡, li vierrnent de coihcider et
ensuite par des passages à la limite (si les dì1 Pi ne sont pas tous
rationnels). Il est facile de déiluire alors de ce qui précède la pro-
priété générale suivante :

La condition nécessa,ire et suffisønte pour clue liinégalité (10)
soit verifiée, qu.elle que soit la fonction non-concave f(tt;)' est qu'on
puisse trouver r.s nontbres non-négatifs p¡¡ d,e manière que llon a,it

lt. i P¡i: 1, i: 11 2,. ' .r S

i:t \

(11 20. ) U,0,,: n,, i:7, 2,..', r
j:1

30, yi:p;tfrt|P¿znrl. "iPi,r,, í: 7r... r .t.

Il est clair que si f(r) est convexe c'est le signe ) qui con-
vient toujours dans (10).

6. - Comrne application reprenons l'inégalité( ) de M. K. Tor¡..

. Considérons le polynome P(r): (n-tì(t-ør') . ' .(r-ø^) où

nous pouyonl suPPoser que les zéros (réels) frrs frzr,.,rfimsont dis--

t,l

i
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tincts et soient It ¡ Iz 7. . , 7 lnr_t les zéros de la dérivée p,(ø).
Nous allons montrer qu'on peut, effectivement satisfaire aux condi-
tions (11) orì, dans ce cas,

I
dI:dZ È.,.:4ur: 

lì,
Nous avons

l3t: ß, =T.. : : Bnr-1:
I
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7, - Pour fixer les idées supposous que
(13) 111lr1nz1I¿<...
nous pouyons alor.s éclire les inégalités (7) qrri exprirnent la con-
dition (c'). Les deux premières égalités (7) sont évidemment véri-
fiées. Il restent 2m-3 inégalités-qui, écrites sous une forme con-
venablo, sont

(14) (rn-t) (ør|_ø,t.. . * r)*tr¡¡t1m(yt+y2+ . . . +y)í:7, 2r.. ,, m-2,
(14) (m-l)(qlrz| .., *ø)<rn(y+y,*... ly)-iyt

i - l, 2r. . ., m-7.
On voit facilement que les inégarités (14,) résultent de (18)

et (14) et de

(1 5)

donc

qlr¿* ln,, +

Si at 1ø, L . ,1n^ sont les zéros dlun polynome d,e d,egré
m et lt { y, 

= 
. . .1y^-r les zéros clu polynonte clerivé, nous

qvons les inégalités (14).

néralisé ce théorème de L¿.cueRRE en démontrant une inégalité qui
revient en somme à la suivante (10)

116) _(*_ fln¡!:r¡¡r -. <uv./ @=!i=---TTT-
'-7r2)..',,m-7.

Il est à remarquer que les inégalités (14) ne résultent pas en
général dp (13), (15) et (lti). Pour le voir il suffit de prendre

*_É, I *r:o,rz:6o rør:72o:ï+7lïo rru-24o
"Ú- v 'l rt:75 ,rr:8o ,h: 163 ,r+:222.

Les ínégalités (14) sont donc d,es tnegalités nouvelles entre
les zéros diun polyruome et les zéros du polynome d,ériré.

e) R, GODEÄU ,,Sur les équations algébriques d.ont toutes les racinet sont
réelles" Mathesis. 4õ, 246-252 (1981),, ceci résulte aussi iles propriétés clémontrées au
chap. UI de mon travail ,,,Szr les équations algébriques alant touteó ldurs røcines téelles..
Mathematica, 9, 157-181 (1935),

m,¿l

d'orh

P'(r)
P(ø)

il,

| --1--
T¡ - frt ' .yi- r,

qui nous donne

-1,1r,1
- t-fitl- *-r, -1- '" t fr-fr-

i:ls 2r,.,, m-l

t nt-l

s4
i:1

âìj

I;-n¡)' m-l

l¡: í:Ir2r,.,rm-7, 771 m-l
I

j:r (y¡-n¡)'

Il res'le à clémo¡rtrer flue

I
(.y¡-r¡)'

)

nt-1(2¡ >
í:l

P ,y)
P"(y) 'ø-Yù-'z: rn-

n¡-l

2
j : t, 2,., ,, nt,

Considérons le polynome

Flø): P(øt-L(r-' rn\
rtlnzi ,.,tt'^

m
r,'(e)

de <legré m-2. Nous avons

Ij") _'(oJ "ty¡ _ '5 
"fy¡Pø å¡"O¡ø-rr: à

Le premier membre de (12) peut donc s'écrire

lF(.n)l' _lp(r) 1l^ at+x¿*...*ø-\1, nt-1
lP\n))*:"i- LW- ^\'- ,n ))*:*,:- tn-'
On voit donc que l'inégalité de M. K. To¡e est de cette façon

une conséqúence immédiate de l'inégalité (2).
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Le théorème général du Nr, 4 permet encore d,établir
rl'autr'es inégalités pour les fonctions convexes. Nous ne youlons
pas insister ici davantage slrr cette question.

B. - Passons maintenant aux fonctions non-concaves d,ordre
n7 7. Une telle fonction est caractérisée par l,inégalité

(17) lh, n, s...tnnp2rfl>O,
vérifiée par tout grgupe de n12 points distincts fit ¡az t,,. ¡frnIZ
de l'ensemble E sur lequel la fonction est définie.

Dans ce cas nous pouyons écrire

(t8) ) r,f{*): Ao/(zr) * Arlr,,,s, )fl+ .. . +
i:r

82 T. POPOVICIU

Il est clair qu'on obtient des cor¿clitions suffisantes poar
l'inégalité (5) en écrivant

Ao:Ar:.,.:Ar: 0, C,>.O rr-7 r2 r,,, rm-n-1,
On voit facilement que ces relations sont équivalentes aux

suivantes

(19) Ã',+t:f*,r*,+,¡...¡t;+,+ú .fl , i:7 r2,...rm-n-l
et ou les A¿ et les C; ne dépendent pas de la fonction f (,).

On peut déterminer les coefficients A;, C¿ par un calcul facile
sur lequel nous n'insistons pas ici. On trouve

Ao:2 P'
í:1

r:l ri?t,.,¡trl-rl-1,
lss 7n-n-1 dernières inégalités peuvent cl'ailleurs s'écrire

aussi autrement. Si nous supposons, en effet, clue les n + | pre-
mières égalités (20) sont vérifiées, on a

) o,@,-'r,¡1) (x¿- n,+Ð . . . (*i- :r,¡) : Q

i:1 
7- ! ,z ,,..rm-n- |

ce qui nous donne, dans ce cas,

(21) C": - (.r,+n+r-*) )n,t.r,-r,¡1)(r¡-.t.,tz), . .(.r¡-.t',¡,)
i-t

r- 7 ,2 ,. , ,, tn-n-7,
On peut donc écrire les inégalités (20) sous la forme

(frí-:r,+t)(r¡-r^,+¡z) .. .(rt-ø,+") < 0
r- 7 ,2 , .., , m-n-7 .

Si nous supposons maintenant que la fonction soit définie
seulement sur les zz points íL¡, oÍr peut évidemment prendre pour
J @r) tÍtt, ør; fl r . . . ,l,,rt , tz t. .. , n,¡11ff des valeurs quelconques
et pour ÁI+t, r:I 12r,..rrn-n-l"des valeurs non-négatives
quelconques, Il en résulte donc que:

La cond,ition nécessaíre et suffisante pour que liínégalité (5)
soit rérifiée ponr toute fonction non-concave cllordre n d,ëJinie sur
les points xt , xz s. . , tn* est que les relations (2O) soient vérifiées.

Si de plus la fonction est conyexe d'or:dre n c)est le signe)
qÌri convient dans (5).

n m

. , ,+ A, l,r, , *, >. . .t n,1;¡fl+ > C¿ AÍl+r
i:1

n-n-l

ou on a pose
tÞ

m

n

TN

A, : ) p¿ n¡ - n I p;: \ p,@,- *r)
¿: I i:l i:z

m m n
A2

i:1
pi t'i - (*, I "r)Z ptri t u h) pi:) r,{n,-*t)@;_øz)

i:l ¿':1 
-j:S

o,: Z o¿(æ¿-r1)(r,-nr). ..(x,-nò
í-n*Il

m

Q, : (n, + n + t - t ) ) n, ç* t- r, ¡1) (û ¡- n, ¡z) .' . (n ¡- æ,¡ n)
í:r*,nll

r-7 12r,..im-n-1.
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g. 
- sopposons maintenant qu'il s'agit d'une fonction défini¿

dans un intervalle (a , b¡ qui contient les points r¡ Les conditions
(20) sont encore suf fisantes maís elles ne sont plus nécessaires. Cecj
résulte de mon travail sur le prolongement cles fonctions convexes(rr).
En effet, dans ce cas les nombres Al+rvérifienl celtaines inégalités,
en rlehors des inégalités évidentes -,i+r Þ0. Rappelons nous d'abord
ces résultats. Considérons les fonctions r/,(ø) définies dans l'intervalle
(æ, ,, r*) de la manière suivante

(22) þ¿(r):

0, dans (.n, r¡)

9@!t .- q)^ 
, dans (r.+n, n¡+n+t), &:0, r ,...,n

?< Q¿ ('''¡+)

0, dans (l4,¡r, r^)
i: | ¡2 ,, , .,,m-n- |

ou nous avons posé

Q;(ø): (*-rt)(r-ni¡ù. . . (x-r+n!t\ 1 i: 7, 2 r.. .,m-n-1.
Nous avons alors démontré Ie résultat sui vant:
Pour. qu'íl existe une fonction non-concave ú'orJre n déJ'inie

dans llintervctlle (r, , r^) et prenant les vctleut's .f (r) aur poínts u¡
il faut eI il sttffit qu,e lÌon ait

^-Ë' 
^'al+rÞ 

o
¡:1

quels que soient les nombres À1 ,).,,,,,,\^-n-1 chotsis de manière
que la Jonction

m-n-1

þ(r): z ^,v,@)r:l

soit non-négative il ans llinterralle (.r¿, r^) (Lr)
De plus nous savons qu'on peut prendre, par exemple,

Li+r:þ,(r)r7- | ,2 r, .. rm-n-l
n etaÀt un point d,e (r, ,, r^).

Revenons maintenant à notre problème. Les nll premières
égalités (20) sont encore nécessaires. Pour le voir il suffit de re-

(11) TIBERIU Popovlcfu ,,Sur le prolongement des fonctior* converes d'ordre
supérieur" Bull. Math. Soc, Roumanie des Sc. .?6, 75-108 (1934).

(r2) Nous prenons comme intervalle (a,b) l'intervalle (rr,r^). Ceci ne restreint pa¡
la généralité puisque nous savons c1u'on peut prolonger une fonction il'ordre ¿ en ilehors
tle I'iutervalle, Voir loc. cit. (11).

marquer qu'on peut choisir comnre fonction ;f(ø) un polynonrëquelconque de degré é z.
D'après la remarque précédente la condition

m_n_l
(23) ú*(.r): ) c" þ,(r)èO, pour 11{u 1r^i:,
est nécessaire et on voit immédiatement que cette condition estaussi suffisante.

Pour que I'inégørite 
_ç5) soit vérifiée pour toute fonction ,on-concaye d,'orr[re n J@), d,efinie dans un inter¡,alle çi, b) contenønt

les points sc¡ il faut et it sffiit qu,e i'on ait

a¿ i. popovtciis

ñ

n
)P,: )p,

-l -l¿: I i:l
r¿-...:>tp¡ni:o

i:L

+*(r)à0, po
f* (a) étant la fonction (28).

Si la fonction est conyexe
convient dans (5).

10. - L'inégalité 128) peut se mettre sous une autre forme.Compte tenant d,e (21) et (22¡ on trouye, par un calcul sur lequelil est inutile d'insister,

ur h1ø5fi*t

d'ordre n c'est le signe ) qui

(24) \þ.(n): - )P"@"-*¡" , dans (æ"ru"¡) rr- I r2 r,,.rm_!
. Compte tenant des zf I premières égalités 120¡ on a aussi

i o"(øo-.t)n: o,

donc

(24') þ*g): åru (r"-s¡,, dans (r"s t,"+r) rr- I ,2 r., , m-|,
s:¡*l

, Nous pouyons donc énoncer la propriété cherchée sous laforme suivante
Pour que I'inegalité (5¡ soit veriJiee pour tottte fonctiort non-

concaye, f(æ¡' cléfinie,r¡¿¡¿s un ù¿terrtíile <à, ø) 
"ortnío,rt res printso¡, il Ja,ut et il sttlJ'it t¡ue

ttl ,n

1o )p,: )p,.r',:.
--J
i: I i-1 )ttu:!:o,



20 Le ¡tolynome -)p"','-,r¡" [ou)r"(u"-n)"f soit non-
d:1 s:¡11

négatif dans l'intervalle (ø" > r,lt) pour r :1 ,2 ,' ' ' , n-7'
Remarquons, en passant, que Ia condition nécessaire et suffi-

sante de prolongeabilité peut aussi s'énoncer de la manière suivante

Pour que 7a ,fonction non-concdYe d"ordre n f (r), definie sur

les points rt 1rz < . . .

(n1 , t'o,\ it faut et it suJf it que quels que soient les nombres ¡Ll,pz:"':Fn

choisis de manière c1u'e

86 t. popoViiiu

Un problème de M. K. Toue, examiné clans ses travaux ci_
tés (1a) peut se poser de la manière srLivante :

L'expression F',,f(e) reste-elle no,-nëgative queile qtrc soít ra
fonction f(u) non-conctye d,'ord.re n et quel cpre ioit le polynome
P(ø) uyunt ses zéros clans lÌinterralle (a,b)?

La réponse est que ceci n'est possible que si 2-!.
M. K. Top¿. a bien démontré que F-".f(p) est nul lorsque ;f(ø)

est un polynome de degre 1n et cette propriété consl-itue des
relations fort intéressantes entre les zéros d'un polynome e't ceux
d,e ses dérivées successiyes.

L'expression F,,;fip) est une expression de la forme du pre_
mier membre de (5).

Il est clair maintenant que la propriété ne peut être rraie
pour n pøir. Il suffit, en elÏet, de prendre f (ø) tel que ø1{ør 1...
,,, 1fi^-t{n,, eI alors le premier et le dernier coefficient p¿ sont

tous les deux égau" à :. Les conditions n ces.saire.s (25) ne sontrn
pas vérilìées.

Dans le cas de ra impair ) 1 prenons le polynome p(ø) :
:(n-a)2(ü-fr2)^-2, q{ør, m2n!3. Le premier coefficient ¡r,
est égal à

2 _ n __(n-2)mlZ ,- n
ln m-I m(m-I) '\ v

et le dernier coefficient pi est égal à

m-2 *("\=.(;)#_ +(_1 y?1!=1:rn \.1)m

: ( - 1 ¡arr rlrl=- (f)r++, .-. + (- 1 )" -' (, L r) # + r- ty L)

- ( - r¡n+t 2 ft *-,-, (! *n),, crn ] o,-\ ".1- \'-
ll en résulte clonc q.ue la proT1rieté ne peut étre vraie pour

n írnpair) 7,

On peut facilement voir que, plus généralement, F,-f(p) ne
peut être de signe constant pour tout p et pour toute fonction
non-concave d'ordre rù qlre si, n:7,

(1a) loc¡ cit. (¿),
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n n, m

1o)ru:
i:t

)p,r,:..r:)p;rÍ:0..-
i:l ¿:l

I *"(n"-n)' foo I 
"" 

(r" -t)'l
=i 

L "ãt-r I

) r'f@'t> o'

11. - Revenons à l'inégalité (5). Prenant r:rn-l nous

yoyons que la condition p,,> o est nécessaile. Prenant r : 1 nous

ttorrvot. qu'il faut qúe -pL(a-ry'>O dans (r1 , æ2)rd'onc ç-7)+1ptl0
est aussi nécessaire. On peut donc dire quo

Si liinégatité ç5¡ est rérifiee pour toute fonction non-concct'Ye

tl'ord,re n d,éjinie dans un interralle (orb) contenant les points

s¡{ø2<.'. <
(25) (*7)*'ttpt) o, P^Þo'

Considérons le polynome P("): (n-n)(n-ør)" " ' ('-'*)
ayant comme zéros les nombres 11 1 fr2 <. . .

non et posons

M/(P): tnù+.f(æù+ ...If@*)

20. Le polyn'onte soit

non-négøtif tløns I'irttervalle (r". ø,¡t) pour r: lr 2r'", m-7,
on ait li inégalité

ITL

Nous avons des expressions analogues M¡(.P'), M¡(P"), ' ' ' pour

les dérivées successives P', P"r. . . du polynome P.

Formons alors l'expression suivante

F,/(p): (6) *rn,- (?,)*rtt'l+ .. + (- \" (:)M7 r(')¡

qui est une sorte de diflérence d'ordre z 113).

(t) Si r(r) : (r-ø,) (x-xr-mlt)nt-l I'exPression

fieteur eon-stant positif de la différence divisée l',, rrlh,
r,r¡f(e) ne diffère que par un

trlzhr. , ,, xrlnh, *rlmhif,l.


