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a Cernéufi
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Sur certaines inégalités vérifiées par les fonctions convexes

1. — Soit f(#) une fonction non-concave (d’ordre 1) dans
Vintervalle (a, b). Cette fonction est caractérisée par l'inégalite
) [z, @, 233/1=0, (')

vérifiée par tout groupe de trois points distincts #,, x,, 7; de (a, b).
De (1) résultent d’autres inégalités bien connues. Telle est
Pinégalité de JENSEN (?)

2p:iz)\ _ 2pif(@)
2 =0, i !
@ (< =0, mpo

MM. G. Haroy, J. E. Lirriewoop et G. Poiva ont déterminé
toutes les inégalités de la forme

3) Sz S e

=1 (=1

() Pour les notations voir mes travaux antérieurs.

(® 3. L. W. V. JENSEN, »Sur les fonctions convexes et les inégalités entre les
raleurs moyennes«. Acta Math,, 30, 175—183 (1906).

() G, H. HARDY, I. E. LITTLEWOOD, G.POLYA, »Some simple inequalities satis=
[ied by convex functions«. Mess. of Math. 58, 145—152 (1929). Voir aussi J. KARAMATA,
»Sur une indgalité relative aux fonctions convexes<. Publ. Math. Univ. Belgrade, 1,
145—148 (1932). '
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En particulier, M. K. Topa a démontré que

i m 1 m~1

4) agf(”'i)gm Zf(.}’i)a

si y; sont les zéros de la dérivée du polynome ﬁ(m—um,-) (*). Ce ré-
=1

sultat a été déja établi pour la fonction particuliére S (@) =ap,

dans le cas de p entier positif par M. H. Bray (5, et dans le cas

de p=1 quelconque par M. S. Kakeva (9.

2. — Il est facile de trouver les conditions nécessaires et
suffisantes que doivent remplir les constantes non nulles p: et les

points @< x, < ... < z,, de (a, b) pour que on ait (m = 3)

) ST pife=0,

i=1

quelle que soit la fonction non-concave S(@). .
Nous pouvons écrire

m—2

©  SnfE) = sof e Ade, s 14 She,

i=1 r=1
A}

ou

Ag:[“"m Tri1, xr+25f]7 7‘=1, 27-*-7’”—25

les constantes A,, A,, C, sont complétement détermindes et sont

indépendantes de la fonction J(®). Les conditions nécessaires et
sutfisantes sont

Ay =0, A =0, C.= 0 re=1, 2,...,771——2.

En effet, on peut construire une fonction non-concave f(z) telle
que f (), [#, , 2, ; f] aient des valeurs quelconques et A7 des va-
leurs non-négatives quelconques.

Pour déterminer les coefficients Ay, Ay, C, il suffit de choisir
;(#) convenablement. Si nous prenons d’abord (@) =az+B, a B

(* K. TODA, wOn certains Sunctional inequalities«. Journal of the Hiroshima Uniy.
(A), £, 27—40, (1934), et »A method of approximation of convex Junctions«. The Téhoku
Math. Journal, 42, 311--317 (1936).

(*) H, E. BRAY, »0n the zeros of a polynomial and of its derivatives, Amer,
Journal of Math., 53, 864—872 (1931). _ '

(") 8. KAKEYA, »0n an inequality between the roots of an equation and its deri-
ratire«, Proc; Phys.-Math, Soc, Japan, (3), 15, 149—154 (1933)
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étant des constantes quelconques, on trouve

3 m m m
AOZZPH A, =2Pi$i—~x|2pi==2pi(a‘i—xl).
=1 i=1 i=1 =2
Prenons ensuite f(2)=a—a,+|os—244|, 1=r=m—2 .
nous avons

0, s i
%y @ip1, 2igns f]=

et I’égalité (6) nous donne

C,=(x,+2——x,)2 Pi(®—x, 1), r=1,2,...,m—2.
i=r{|2

Nous avons donc la propriété suivante :
Pour que Pinégalité (5) soit vérifiée pour toute fonction non-
concave (d’ordre 1) f(x), il faut et il suffit que Ton ait

(7) ZPL'=EPNL~= 0, Zpi(“i—fmrl)%o’ r=1,2,..,m—2.

=1 =1 I=r-2

8¢ ces relations sont vérifides et si de plus f(x) est convexe,
on a

Zpif(wi) =>0.
=1
La derni¢re partie de I'énoncé résulte du fait qu'on ne peut
avoir Zpi(xi—m,+l)= 0, r=1,2,...,m—2, les p; étant = O par
i=r42
hypothese.

3. — Sous la torme (7) les conditions précédentes ne sont
pas trés commodes pour les applications. '

Reprenons d’ab rd I'inégalité (3). Supposons que les «; soient
donnés et disons que :

Les 15 Y25+ ¥Ym vérifient la condition (C) si on peut trou-
ver m? nombres non-négatifs p; tels que

10, Zm’p,.,-zlgpﬁzg ij=1,2,..., m.

i=1
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20. Yi=Pa T FPia Xyt -+ +PinCm 5 [ = 1, 27 ceey .
En appliquant Iinégalité (2) de Jensen, on voit que: /
Sty , ¥ 5. sYm vérifient la condition (C), Pinégalité (3)
est vérifiée quelle que soit la fonction non-concave f(z).
Considérons, dans V’espace ordinaire a m dimensions, le point
P(y1> ¥25.-.»¥m) de coordonnées ¥, ¥2,...,¥n. Nous dirons
que ce point vérifie la condition (C)si ses coordonnées y', ¥yyuy ¥m
vérifient cette condition.
Supposons que ¥ =& = ... =Ty, Vi =)o =... =Y, et di-
sons alors que:
Les ¥y, ¥y 5.5 Ym vérifient la condition (C') si on a
[ by dm =y Yty , t=1,2,..,m—1
| &ttt an=g1+ga - +5n ()
Nous avons alors que (8)
La condition nécessaire et suffisante pour que linégalité (3)

soit vérifiée quelle que soit la fonction non-concave f(x) est que
les yyy ¥oy.ooy ¥Ym vérifient la condition (C').

(8)

4. — Nous nous proposons maintenant de démontrer que
les conditions (C) et (C") sont équivalentes (°). Pour cela il sutfit de
démontrer que si ¥y, ¥s,..., ¥, vérifient la condition (C’) le point
P(¥1y ¥ay-++» ¥m) vérifie la condition (C).

Remarquons que si un nombre quelconque de points Py, P,,...
vérifient la condition (C) tout point qui appartient au plus petit
domaine convexe qui contient les points Py, P,,... vérifie égale—
ment la condition (C). On voit, d’autre part, que les points P véri-
fiant la condition (C’) forment un domaine convexe et borné D.
Or, le domaine D est formeé par les hyperplans

9 { Yi=Yirts YitYot Ry =omtay o tai, i=1,2,,m—1
.71+.J’2+"'+_ym=xl-l—x2+..._|_xm,

() La condition (C) peut se mettre sous la forme symétrique

min (@, 4 %y b e A 20 ) 5 A ie T+ ey = max (w5, - w4 o)
k=1,2,...,m

ot le min et le max sont relatifs & toutes les combinaisons i,, Zy,...,it des nombres
1, 2,..., mypris ka k et j, j,,..., jk sont k mnombres quelconquea de la suite
1, 2,..., m.

(&) voir loc. cit. ().

(°) Cette propriété est due a MM. HARDY, J. E. LITTLEWOOD et G. POLYA.
Voir: ,,Inequalities* Cambridge Univ. Press, XII—314 pp. (1934). (Note aprés la correcture).
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Ce domaine peut aussi étre considéré comme le plus petit
domaine convexe contenant ceux des points d’intersections des
hyperplans (9) qui vérifient la condition (C'). Il est facile de voir
qu’il y a en tout 27-! de tels points, Ces points sont

(’51’51)-“751 ] £2a£2>"',£2 PEILID) ‘Ehglm"-;s&)
\ N ” ’ ——

¥ by i

3\

ou
e . iz
bttt dyy=m, £r=l—r 2 Ty dipt e L ip1ts 3 T 1, 2,...,k
s=1
Mais, tous ces points vérifient évidemment la condition (C).
1’équivalence des deux conditions (C) et (C’) est donc démontrée.

5. — Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que Uinégalité (3)
soit vérifide, quelle que soit la fonction non-concave f(), est que
les Y1y Yayeers Ym vérifient la condition (C).

Nous pouvons toujours mettre une inégalité (b) sous la forme

(10) 2 o; f () %2 Bif (y:) (r+s = 3),
=1 =1

ot a;=>0, 8;=>>0, oy -ty + o - &=y + By 4 +Bs =1, 2 < 8,5,
Y1 <Yy <+ <¥s. On obtient cette inégalité de (3) en supposant
d’abord que certains des points ;, y; viennent de coincider et
ensuite par des passages a la limite (si les «;, 5; ne sont pas tous
rationnels). Il est facile de déduire alors de ce qui précede la pro-
priété générale suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que Uinégalité (10)
soit vérifide, quelle que soit la fonction non-concave f(x), est qu’on
puisse trouver r.s nombres non-négatifs p; de maniére que Uon ait

10, Zpﬁ=1, i=1,2,...,s

=1

11} 29, Bips=0, j=1,2,...,7
( ; Pi iy J PR _

3% yi=pus, +pesst--Fpit, 1=1,..., s

11 est clair que si f(x) est convexe c’est le signe > qui con-
vient toujours dans (10).

6. — Comme application reprenons 'inégalité(4) de M. K. Topa,
Considérons le polynome P(z) = (x—=,)(2—2a,) .. . (—&x) ou
nous pouvons supposer que les zéros (réels) @, @,..., #n sont dis-
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tincts et soient _yl,yz, vy Ymor les zéros de la dérivée P (x).
Nous allons montrer qu’on peut effectivement satisfaire aux condj-
tions (11) ou, dans ce cas,

1
061:052:...::0;,”:’; y B|:IB2:---5=,3,,,_1__ —.
Nous avons
Pi(z)yie N 1 1
= =
d’on
y"—xI—I_.yl:—x?+'.'+.yi_frm:0, Z=1’ 2""7m_1
qui nous donne
4‘ (J’.‘— V2
l > i=1,2,,.., m—1.

Z (‘yt_“))z

j=1

Il reste a démontrer que

1
m—1 P -1
(yi—;)? P ) 1 m—1
12 —e Y
e é?:é 1 ) Py) Gy m
=~ (yi—x)

J=1,2,..., m.

Considérons le polynome

i) =P (5 — (e DO 2

de degré m—2. Nous avons

F (2) Ef Flyd N1 Py
PI(‘T) P“(.yl (—y» i=1 P”(y" @—y2)

Le premier membre de (12) peut donc s'écrire

[F(_x)J’ :[P(I)_i_(x_x.+x2+ _|_xm>}’ _m—1
x=x] X =—xj

P'(x) P(x) m m m

On voit donc que l'inégalité de M. K. Topa est de cette fagon
une conséquence immédiate de 'inégalité (2).
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7. — Pour fixer les idées supposous que
(13) xl§y1§x?=<~y:’g"‘é”m—lé)@n—lé‘”m,

nous pouvons alors écrire les inégalités (7) qui expriment la con-
dition (C'). Les deux premiéres egahtes (7) sont évidemment véri-
fides. Il restent 2/n—3 inégalités qui, écrites sous une forme con-
venable, sont

(14) (m—1) @ +-a,4 .. - + o) Fir < m(yi+yy+ .. 90
t=1,2,..., m—2.

(14 (m—1) (@ +a,f . .. —I—xi)gm(erymL coo Fy)—iy;
E =12 R
On voit facilement que les inégalités (14") résultent de (13)
et (14) et de
(15) x|+9/'2—|— see ‘|‘xm:,}"|+,1’2+---+ym4

m m—1

donc

Si oy < <...<<ux, sont les zéros d’un polynome de degré
moel Y1I=Ys = ... =Ym les zéros du polynome dérivé, nous
avons les inégalités (14),

La premiére de ces inégalités n’est qu'une inégalité de Lacurnge,
D’apreés cette inégalité le zéro y; est toujours compris dahs linter—
valle (:r,— -+ ﬁ}% y Xit ——L'f:y—') M. R. Goveau a gé-

néralisé ce théoréme de LacuErRRE en démontrant une 1nega11te qui
revient en somme a la suivante (19)

(m — i) ® + 7oy i
(16) m—itd ==

e e b —
Il est & remarquer que les indgalités (14) ne résultent pas en
général de (13), (15) et (16). Pour le voir il suffit de prendre
B { 2 =0,x0,=060,2,=120,2, =180, x, = 240
= J1=15,y,=80,y,= 163 ,y, =222,

Les inégalités (14) sont donc des inégalités nouvelles entre
les zéros d’un polynome et les zéros du polynome dérivé.

(") R. GODEAU ,,Sur les équations algébriques dont toutes les racines sont
réelles Mathesis, 45, 245—252 (1931),. Ceci résulte aussi des propriétés démontrées au

- Chap. HI de mon travail ,,Sur les équations algébriques ayant toutes leurs racines réelles*

Mathematica, 9, 157—1.81 (1935),
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Le théoréme général du Nr. 4 permet encore d’établir
d’autres 1nega11tes pour les fonctions convexes, Nous ne. voulons
pas insister ici davantage sur cette question.

8. — Passons maintenant aux fonctions non-concaves d’ordre
n>1. Une telle fonction est caractérisée par Pinégalité
(17) (2,2 ,...,2,42;f]=0,

vérifiée par tout groupe de n + 2 points distincts z, 2@y e ey Bnta
de I'ensemble E sur lequel la fonction est définie.

Cherchons encore les conditions nécessaires et suffisantes que
doiyent remplir les constantes non-nulles p:etles points.r <2, <...<a,
de E pour que l'on ait inégalité (5 (m=n 4 2) quelle que soit
la fonction f(r), non-concave d’ordre 7.

Dans ce cas nous pouvons écrire

(18) D pif@)=Af (@) + Ao, 205 £l + ..o+

i=1

m=—-n—1
v AL B, By 5 g fF 2 C: A,y
i=1

oll on a posé

(19) Bop1 =00, 81,y Trpntss f1, i=1,2,...,m—n—1
et ou les A; et les C; ne dépendent pas de la fonction S0

On peut déterminer les coefficients A,, C; par un calcul facile
sur lequel nous n’insistons pas ici. On trouve

A, ZZPL af— (e, + w?)Z L ‘7722 PL—Z pi; —.'X:.)(:b‘, — ;)

i= i=1 =1 i=3

. . . . . " . . . s i = .

Ap= ZPL (x;—aq) (a",-—xQ) 410G (.l'i—-.’,vn)

i=n-}1

Cr = (@rtnts =) D Pi(ti—tps) (@81 15) - (@i— Ty )
i=r+n-41

r=1,2,...;m—n—1.,
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Il est clair quon obtient des conditions suffisantes pour
Pinégalité (5) en écrivant
Ay=A=.,.=A,=0 , C=0,r=1,2,..., m—n—1.
On voit facilement que ces relations sont équivalentes aux
suivantes

Pe (xf"_'_"rr-]-l) (~1'J'—J:r'|-2) see (-’.e.'_ xr-]—n) ; 0
- i=rtatl
r=132,...,m—n—1.

Les m—n—1 derniéres inégalités peuvent d’ailleurs s'écrire
aussi autrement. Si nous supposons, en effet, que les n4 1 pre-
mieres égalités (20) sont vérifides, on a

2 P: (x,'—.)",._|_1) (1‘,'—17,+2) e (:v,-—-.')",+,,) =0

i=1

r=1,2,...,m—n—1

ce qui nous donne, dans ce cas,

(2 1) Cr gl ('vr-l—n-i-l '_-Tr) Zpi(ri—yr—l—i) (xi_-7‘r+2.) cee (Ii'—-]‘r+rz)

i=1

r=1,2,...,m—n—1.

On peut donc écrire les inégalités (20) sous la forme

,
D i@ — ) (i)« (B8 4) < O
F ey

Si nous supposons maintenant que la fonction soit définie
seulement sur les n points x;, on peut éyidemment prendre pour
S @), (2, @5 fl,. . (e, @ 5.0 @y 5 f] des valeurs quelconques
et pour Ay, r=1,2,...,m—n—1 des valeurs non-négatives
quelconques. 1l en résulte donc que:

La condition nécessaire et suffisante pour que linégalité (5)
soit vérifide pour toute fonction non-concave d’ordre n définie sur
les points %y , %, ,...,%, est que les relations (20) soient vérifides.

Si de plus la fonction est convexe d’ordre n c’est le signe >
qii convient dans (5).
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9. — Supposons maintenant qu’il s'agit d’une fonction définig
dans un intervalle (a , ) qui contient les points »;. Les conditions
(20) sont encore suffisantes mais elles ne sont plus'rzécessazres. Ceci
résulte de mon travail sur le prolongement des fonctions convexes.(ll).
En effet, dans ce cas les nombres 4,1, vérifient certaines inégalités,
en dehors des inégalités évidentes 22+1=0. Rappelons nous d’abord
ces résultats. Considérons les fonctions v, () définies dans l'intervalle
(21, %) de la maniére suivante

0, dans (w1, )

k o] s — 3
(22)  y(n)= l = (ﬂ-l;)__m)_ , dans  (rips, Ziper), k=0, 1,..,7
\ ;=0 Qi (-7.i~|—j)

0, dans (2ipntt1,am)
i=1,2,...,m—n—1
oll nous avons posé
Q@ =@—z)(Xx—241) .. . (X—Xifup,i=1,2,...,m—n—1.
Nous avons alors démontré le résultat suivant: 1
Pour. qu’il existe une fonction non-concave d’ordre n définie

dans Uintervalle (. , x,) et prenant les valeurs f(z) aux points x;
il faut el il suffit que Pon ait

m=-n-1
D' A A =0

r=1

quels que soient les nombres A, %y ..., A\y_n_y choisis de maniére
que la fonction

nm—-n—

Y@= D' Mvi(2)

r=1
soit non-négative dans Uintervalle (x;, x,) (12)
De plus nous savons qu’on peut prendre, par exemple,
A=V (x),r=1,2,...,m—n—I1

x étant un point de (z; , a,). "
Revenons maintenant 4 notre probléme. Les n-1 premiéres
égalités (20) sont encore nécessaires. Pour le voir il suffit de re-

('Y TIBERIU POPOVICIU ,,Sur le prolongement des fonctions convexes d’ordre
supérieur® Bull. Math. Soc. Roumanie des Sc. 36, 75—108 (1934). . |

(**) Nous prenons comme intervalle (a, b) Pintervalle (x,, xm). Ceci ne restreint pas
la généralité puisque nous savons qu'on peut prolonger une fonction d’ordre n en dehors
de Dintervalle. Voir loc. cit. ().

84 T. POPOVICI

marquer quon peut choisir comme fonction S(&) un polynomé
quelconque de degré < 7.

D’apreés la remarque précédente la condition -
m—n—1
(23) Vv ()= 2 Cv()=0, pour gz < Tz =a,
r=1

est nécessaire et on voit immédiatement que cette condition est
aussi suffisante.

Pour que Pinégalité (5) soit vérifiée pour toute fonction non-
concave d’ordre n f(x), définie dans un intervalle (@, b) contenant
les points ; il faut et il suffit que Lon ait

ZPiZZPixL':.;.:jpi'?:O

¥V ()=0, pour 2 =2 <u,,
¥* (2) étant la fonction (23).
Si la fonction est convexe d’ordre n cest le signe > qui
convient dans (5).

10. — L’inégalité (23) peut se mettre sous une autre forme.
Compte tenant de (21) et (22) on trouve, par un calcul sur lequel
il est inutile d’insister,
(24) Pl —Zps(a’s—x)n , dans  (x, , Trpr) yr=1,2,...,m—1.

s=1

Compte tenant des n--1 premiéres égalités (20) on a aussi

me Vs (B,—ua) =0,

s=1

donc

m
(24") v*2) = Zp, (#,—a) , dans (a,, Trpt)yr=1,2,... ,m—1,
s—rt1

Nous pouvons donc énoncer la propriété cherchée sous la
forme suivante

Pour que linégalité (5) soit vérifide pour toute fonction non-
concave f(x), définie vans un intervalle (@, b) contenant les points
z;, U faut et il suffit que

102'”7%':57'[’;%71 = ..o = 5!’;’ z; =0,

i=1 (=1 =1



§tiR iLES FONCTIONS CONVEXES D'ORDRE SUPERIEUR 85

n n
20 Le polynome — Epsfms——x)" [ou Eps (®,— x)*] soit non-
s=1 s=r41
négatif dans lintervalle (z,,x,1) pour r=1,2,..., m—1.
Remarquons, en passant, que la condition nécessaire et suffi-

sante de prolongeabilité peut aussi s’énoncer de la maniére suivante

Pour que la fonction non-concave d’ordre n f(x), définie sur
les points ay < ay<Z...< rp SO prolongeable dans Pintervalle
(21, ') il faut et il suffit que quels que sotent les nombres pi,pa,...spom
choisis de maniére que

102'[15:2 W, T — ... ———Zp,x[’ =0.
=1 i=1 =
20, Le polynome — s (@ —a)" [ou o (25 —z)"} soit
2 2
non-négatif dans Uintervalle (z,. #,i1) pour r=1, 2,..., m—I1,
on ait Pinégalité

s=1

n

2 pif (@) = 0.
=1
11. — Revenons a linégalité (5). Prenant r=m—1 nous
voyons que la condition p, >0 est nécessaire. Prenant » = 1 nous
trouvons qu’il faut que —p; (z1—x)">0 dans (zy, ag),donc (- 1)"Hp >0
est aussi nécessaire. On peut donc dire que
Si Pindgalité () est vérifide pour toute Sfonction non-concave
dordre n définie dans un intervalle (a,b) contenant les points
B << @y <o oo < X Ul est nécessaire que Lon aut
(25) (‘“‘1)'L+1 Y4 >0, P = 0.
Considérons le polynome P(z) = (@—1) (#—&y). . ... (x—ar)
ayant comme zéros les nombres 1 < xy < ...= x, distincts ou
non et posons

M, (P)

_ L1 tf (@)t -+ (@)

Nous avons des expressions analogues M;(P’), M,(P"),... pour
les dérivées successives P/, P",... du polynome P,
Formons alors I’expression suivante

p @)= () My () My @)+ - (17 () 7P

qui est une sorte de diflérence d’ordre n ().

('®) Si P(x) =(x—xl)(x—x1—mh)m—1 Pexpression Iy f(P) ne différe que par un
facteur constant positif de la différence divisée [«,, x40 242k oo, tnk, 2 fmb f]
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’ Un probléme de M. K. Toba, examiné dans ses travaux ci—
tés (14) peut se poser de la maniére suivante:

.L’expression F.f(P) reste-elle non-négative quelle que soit la
Jonction f(x) non-concave d’ordre n et quel que soit le polynome
P(x) ayant ses zéros dans Pintervalle (a, b)? a

La réponse est que ceci n’est possible que si n=1.

M. K. Topa a bien démontré que F,f(P) est nul lorsque f@)
est un polynome de degré < n et cette propriété constitue des
relations fort intéressantes entre les zéros d’un polynome et ceux
de ses dérivées successives.

. L’expression F,f(P) est une expression de la forme du pre—
mier membre de (5).

Il est clair maintenant que la propriété ne peut étre vraie
pour n pair, 1l suffit, en effet, de prendre P(2) tel que @<z, <..
v =L Ty < &, €t alors le premier et le dernier coefficient Pi 2s?nt

’ y 1 1 o .
tous les deux égaux a el Les conditions nécessaires (25) ne sont
pas vérifiées,
Dans le cas de n impair >>1 prenons le polynome P(z)=

= (#—2) @—x,)"2% & <&, m=n+3. Le premier coefficient P
est égal a )

2 n___ (n—2)m+2

m m—1 m(m—1) =9
et le dernier coefficient p, est égal a
m—2 n\m—3 | (n\m—4 m—n-—2
*(1)m__1+<2>_““ SRAGE

i m—2 m—n

e=(~1)12 [mtna(’f)m_;rl +---+(;1)”-’<n’,’_1'>m—17+(— 1)"% =

1
= (— 1)1 2/:10'"‘"—1(1 —a)" dx > 0.
0
‘ 1 erl résulte donc que la propriété ne peut étre vraie pour
n impair > 1.
(211 peut fa.cilement voir que, plus généralement, F,f(P) ne
peut étre de signe constant pour tout P et pour toute fonction
non-concave d’ordre n que si n=1,

. (14) logy cit, (%),



