
Äsupra poligoanef or regulate
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t. Sà r;onsideräm un poligon regulat A¡Ar . An-t
de ¡z laturi într'un plan. Fie P un punct din plan çi
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M' (P) este media alitmetica iar Mz (P¡ media patraticä a dis-
tanfelor ìui P de vârlurile poligonului. Avem totdeauna inega-
ìitatea

M, (P) 
= 

N4, (P)

çi egalitatea nu este posibilä decât dacá -PA' :PA, -=. .-p4n-¡
Acest luclu are efectiv loc clacä çi numai dacá P este centrul
de greutate al poligonului, Cu alte cuvinte raportul

(r) E(P)--. Y f:lMr (P)

are maximul egal cu I çi acest maximum este atins dacä çi
numai dacä P este centrul potigor-rrrìui,

In cele ce urtneazá ne propullem sä deternlinäm minimul
raportului (r). E suticient sä presupunem cä centrul poligonu'
lui este originea çi cä vârfurile sunt reprezentate prin nume-

.zk7i
rile complexe e' I , k : O, l, tt - l, Punctul valiabil

P va li reprezentat prin numärul complex Pn'0,p liincl mo-

dululiar 0 argumentul, p=0,010f 2æ. Avematunci

PA¿ :
V

p2 + 1 -' 2pcos (I -?k 
!\

n/ k --- O,1 , . .. , n - |

Mr(P) ,:lf92 lt
2. Putem demonstra direct urmätoarea
llernä. Rapoitut (l) are un minimunt pozitiu atins pentru

ael pufin un pttnct P din Plan.
E (P) este o luncfie continttàt in tot planul çi nu se anu-

Ieazä niciodatä. Pe baza observaliilor de mai sus, dacä Fr este

un punct diferil de'origine, avem
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0<E(P'):r(1¡
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dt' 4n

tl/ (r-4'#) ]'Dar PA¿,ì,1 p-tr f, Mr,(p) sp + l, deci
I -lcos

E(P)ì lp-r I

deci
d'P(-P] . o, în intervalul [0, l)dt

Se çtie atunci cä E (p) este o luncfie concaud de / în
intervalul închis [0, l]: Aceastä lunclie nu se reduce la o
constantä; deci minimul ei nu poate fi atins decât pentru
extremitãlile intervalului, adicä pentru t:0 sau l:1. pdntru
t:0 avem E (P) : I deci minim';l nu este atins decât pentru
f:l Si atunci avem p:1.

Minimul expresiei (l) nu poare li deci ailns decât pe
cercul; circumscris poìigonului. Fje , deci p : I çi sã variem
pe*.'0, E destul sä considerãm, , din cauza simetriei, cazul
0 s'0 

=2o 
.Avem atunci
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Dacä luäm o >. I ïg

' 1_q

P+l
avem

E(P)>ø.
lìezultä cá minimur rui E (p) în tot pranur este aceraç cuminimul lui E (p) în cercuì cu centrul în origine çi Je .ara7L¿

-. 
Acest din urmà cerc este un' domeniu închis çi mãr.

ginit deci' dupä o teoremä aruiweiersfi'¿ss, minimul rui E(p)
este atins. Acest minimum nu poate fi nul. càci E (pl nu se
anuleazá, deci

minE(P)=0.

Putem observa de altfel cã, din cauza simetriei, minimul
esÌe atins în cel pulin n puncte formând un poligon regulat
cu centrul în origine.

t: --?P-P'+ I

Dacä p variazä dela 0 la * co, / creçte întâi dela ,0 pânä la maximul säu I pe care-l atinge p"ntru p : I ,pentru ca apoi sä descreascä tinzând cätre 0. Avem
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Avem însä
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(2) E (p): i'p V
I -- /cos 0
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care êste atins numai pentru 0 :0 çi O : ? 
"
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Putem aça dar. enunfa proprielatea urmãtoare l

Teorema 1., Dacd A,¡.Ar An_t este un poligon re-
gulat de n laturi çi P un punct ctin planul poligotzttlut, ouenx

1'¿

E (P) este atunci o funcJie continuà de f în intervaruìînchis [0, r] çi este inderinii derivabirä în intervarur semi-închis [0, 1). Avem
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M, (P) 
= + cotgffM, (p)

sau

tPA,'4 p¡ua .. + PA,J¡2 > 2 cotg,af eA"'-¡ear,*.,.f pA,_r)
2n

egalitatea nefiincr acreudratd rtecât dacti p coincide c, unurdin uíìrfurile poligonutui.

4. Unele din rezultatele precedente se pot generalizauçor. Sä considerånr, în loc de meclia aritmeticä M, ÞJ, *.Oiude putere r a distanfeìor rui p la vâr.rur'e porigonùríi, ã¿i.¿

fl:t :_L!.?'Þ: 
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sin,_2 t!,î_1,1 [,_, 
cos2 ( 

-; 
- +)

çi se vede cä aceastä der.ivata este totdeauna negativâ dacä
I' S 1. Se poate dar enunla urmãtoarea generalizare a teo-
remei 1.

Teorema 2. Dacd Ao At . . . An: este un poligon regulat
de n laturi, r un numdr pozitiu S I pi P ttn punct din ptanul
poligonului, auenl

M, F\=?
vr

-l .-kn
n I'lì\--l,A) Mz (P)

k-l

M,. (P) : PAo' f PA.' * + PA,- I egalítatea net'iind adeudratå decôt dacd, P coincicle cu unul
clin u iirf urile p'o líg onului.n

Dacä 0 < r < 2 avern încã M, (p) 5 M, (p) iar dacâr > 2 avem M," (P) ì Mz (p), egatitatea neprtànã avea loc,în arnb'^le cazu'ri, decât cracä p eite centrul porigon,rui. Fie

E, (P) - 
M' (P)

M, (P)
Dacã 0 < r < 2, E, (p) are un minimum atits, iar dacãr > 2 un maximum atins. In cazul de fafä expresia 12) Áwine

5. Darä ¿' > t problema e mai complicatä. Vom exa-
mina aici numai cazul când r este un numãr intreg pozitiv
çi par, r:2n2. Totul revine atunci la evaluarea sumei

n- |

S.: I sinz,'
kn0
n2k:o

Sá ne reamintim formula
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ni tp): -r ¡1n tEo f ' - 'cos (o -,*y )l; L
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n cos 0,

dacä s#0 (modn)
dacá s 0 (modn)

dt \.'4n cos 2s
lc -.0 n k-0

care-este<0resp.>0 dupäcum O<r<2 resp. r>2.Se deduce ca mai sus cà minintul resp. maximul lui E, (plnu poate Îi atins decât pe cercul circumscris poligonului
Expresia (3,¡ cievine acu
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Ê..*.,ft expresie este o funcfie continuà de 0 în inter.
valul | 0,1 l. Avem, în intervalul deschis t0,2tL n I 

--- -'¡wvr vq¡ur uçùt 
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s^ :hr2ffr + r,$:,ev#ùcos 7n o
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[i.] însemnând cel mai mare întreg S ],

In special dacâ nt < /?, avem

,_:+^ {ri\
çi se poate enunla urmätoarea
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. Teorema 3. Dacd nt este utl numär întreg ( . l) çi
Ao At ...A,_t tuz ¡toligon regulat rÍe n >- nt laturí. iar p un
pLtttct î,2 planttl poligonttlui, auen"¿

Mz,n (P) S (
2nt

)* *,
v2

P
1n

egalitatea neliind acleuitratd clecdt clctcd. p este pe cercttl cir-
cuntseris polig ottuluí.

Dacá avem m > n, se vede pe structura lui S, cä ma_

ximul este atins pentru 0 : 0 çi 0 : 4 U"a ¡z este par çi

pentru () : ! dacä n este impar, cleci^1Ì

Teorema 4. Dacd A0 At . . . Ar_1 este un poligon rcgn_
lat cle n (= 3) laturi çi ttt un numòir întreg çi ¡tozitiu > tt,
oricare ar fi ¡tunctul P clin planul poligonttlui auent

Mr. (P) = 1

Ñ, \P) -- V, I cï'r
ït I)i I

2n'r\-
. 2ntf.\tntltr

egalittttea nefiinct acteuaratd ctecât clacd
10 n liÌncl par, p coincícle cL¿ unul din uârfurite poli_

gortttlui.
20 n fiincl impar, p coincÌcte cu ntijrocttr unui arc cre cerc

circuntscris lintitat cle dord. uù.furi consecutive ale ¡toligonului.
6. Pentru a încheia atrag aten{ia cetitorilor asupra fap_

tului cä mai multe din rezuÌtatele precedente ar fi interesante
de complectat. In pr.irnul rând ar trebui vázut, în cazul spe-
cial examirrat de noi, ce se întâmplä dacà r este un nnmár

M' (P)
Mo (Pl

unde 0 < p < q, are un minimum atins. Acest mini¡num de-pinde de poligonul considerat çi are un maximum când acest
poligon variazä. Este foarte probabil cä acest ,,maximum mini_monlm' este atins, în particular, pentru un poligon regulat.

Bucureçti, 2g Noembrie 1g41.


