Asupra poligoanelor regulate
de TIBERIU POPOVICIU

. S& consideram un poligon regulat AgA; . .. A
de n laturi intr'un plan. Fie P un punct din plan si

PAg + PAi + ...+ PA,,

M, (P) = .
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M; (P) este media aritmetica iar M, (P) media patraticd a dis-
tantelor lui P de varturile poligonului. Avem totdeauna inega-

litatea
M, (P) = M, (P)

si egalitatea nu este posibila decat daca PA, =PA, =..=PA,_;
Acest lucru are efectiv loc dacd si numai dacd P este centrul
de greutate al poligonului. Cu alte cuvinte raportul

() (g el
M; (P)
are maximul egal cu 1 si acest maximum este atins daca si
numai dacd P este centrul poligonului.
In cele ce urmeazd ne propunem sd determindm minimul
raportului (1). E suficient sa presupunem cd centrul poligonu-

lui este originea si cd varfurile sunt reprezentate prin nume-
2k T
rile complexe ¢’ », £=0,1, ... n — 1. Punctul variabil

P va fi reprezentat prin numarul complex peie, p fiind mo-
dulul iar 0 argumentul, p= ¢, 00 =2 . Avem stunci

Pl ikt oty 105} oo (6 8°) Bloj Ergu, g . JRE 1

My (P) = V37

2. Putem demonstra direct urmatoarea

Lemd. Raportul (1) are un minimum pozitiv atins pentru
cel putin un punct P din plan.

E(P) este o functie continud in tot planul sinu se anu-
leazd niciodatd. Pe baza observatiilor de mai sus, daca P; este
un punct diferit de origine, avem



=2
0 < E£Bi) — o <l
deci
mnEP)Za<]|.

Dar PAp 2| p—1|, My.(P)Sip +:1, | deci

E(P) = lp—1]

Daca luam p > -l»lfj“‘“, avem
— &

EP)> a.

Rezultd cd minimul Iui E(P) in tot planul este acelas cu
minimul lui E(P) in cercul cu centrul in origine si de raza
14«
1—o
ginit deci, dupd o teoremd a luiWeierstruss, minimul luj E(P)
este atins.. Acest minimum nu poate fi nul: cici "E(P) nu se
anuleaza, deci

Acest din urma cerc ‘este un domeniu inchis si mar-

min E (P) > 0.

Putem observa de altfel c&, din cauza simetriei, minimul
esfe atins in cel putin. n puncte formand un poligon regulat
cu centrul in origine.

3.. 84 trecem acum la determinarea efectivi a minimului,

Sd presupunem ca P-se misca peio semi=dreapta ce pleaca
din origine, cu alte cuvinte ca 0 este fix $i' p variazd dela
0 'la" 4 w: 8§ punem

{20
ot
Dacd o variazd dela 0 'la 400, ¢ creste intai dela. .
0 péand la maximul siau 1| pe care-l atinge pentru p = 1,
pentru ca apoi sd descreascd tinzand citie 0. Avem
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() E (Rt Vl — toos (9— 27
h St no

E (P) este atunci .o functie continud de .# in intervalul
inchis [0,1] si este indefinit derivabild . in intervalul. semi-
fnchis [0, 1). Avem
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deci

—-—— < 0, in intervalul [0,1) .

Se stie atunci ca E (P) este o functie concavd de ¢ in
intervalul inchis' [0,1].  Aceastd functic nu se reduce la o
constantd, deci ‘minimul ei nu poate fi atins decat pentru
extremitafile intervalului, adicd pentru 1—0 sau #=1. Pentru
{=0 avem ' E(P) =1 deci minimul nu este-atins decat pentru
{=1 si atunci avem p=1.

Minimul expresiei (1) nu poate fi deci atlns decat pe
cercul: circumscris poligonului.  Fie  deci p=1 si sd variem
pe«:0) (E destul 'sa: considerdm,  din' cauza simetriei; cazul

026= 21 Avem atunci
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care este atins numai pentru 8=0 si 0 :7 :

Putem asa dar enunfa proprietatea. urmatoare::

Teorema 1. Dacd Ay A;. .. A,_; este un poligon re-
gulat de n laturivsi P un punct din planul poligonului, avem
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M1 (P) S COtgzl’l M, (P)
sau

(PAy+PA ... + PA, )P 22 cotg’zi ‘PA-PA"+...+-PA,_,)
n

egalitatea nefiind adevdratd decat dacd P coincide cu unul
din vdrfurile poligonului.

4. Unele din rezultatele precedente se pot generaliza
usor. Sd considerdm, in loc de media aritmeticd M, (P), media
de putere r a distantelor Iui P la varturile poligonului, adica

= 1y | e L=
M, (P) = [______PA({ +PA” s St PA"-_‘J .

n

Daca 0<r<2 aveminca M. (P)= M, (P) iar daca
r=2 avem M, (P) = M, (P), egalitatea neputand avea locs
in ambele cazuri, decat dacd P este centrul poligonului. Fie

E, P) = ML_(__P)
‘ M. (P)

Dacd 0<r < 2 E, (P) are un minimum atins, iar daca
r > 2 un maximum atins. In cazul de fata expresia (2) devine
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care este < O resp. > dupd cum 0< r< 2 resp. r> 2,

Se deduce ca mai sus ci minjmul resp. maximul lui E, (P

nu poate i atins decat pe cercul circumscris poligonului
Expresia (3) devine acum

n
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Aceastd expresie este o functie continua de
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0 in inter-
J. Avem, in intervalul deschis {0,
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i se vede ca aceasta derivata este totdeauna negativa dacd
r = 1. Se poate dar enunfa urmétoarea generalizare a teo-
remei 1.

Teorema 2. Dacd Ay A, ...A,_, esteun poligon regulat
de n laturi, r un numdr pozitiv =1 si P un punct din planul
poligonului, avem

n—1

2 frer il

M; (P) éL [ > sinr £° J M. (P)
Jn Le=1 1

egalitatea nefiind adevdratd decdt dacd P coincide cu unul

din vdrfurile poligonului.

5. Dara r > 1 problema e mai complicata. Vom exa:
mina aici numai cazul cand r este un numdr intreg pomtlv
si par, r =2 m. Totul revine atunci la evaluarea sumei

n—1
. kw f
Shi= Z sin?m [n = 2—]

k=0
Sd ne reamintim formula

2m
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sin?ma:%(m)+2217_ﬂ-' cos 2 8a

Avem insd
dacd s = 0 (mod n)

ot kr B 0,
dlicos el = ke e 6, daca s= 0 (mod n)
k=0 i

deci

m
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A ! i o
[A] insemnand cel mai mare intreg = A
In special daca m < n, avem

n 2m

si se poate enunta urméitoarea



8
Teorema 3. Dacd m este un numdr intreg (> 1) si
Ao Av ... Ay un poligon regulat 'de n > m laturi iar P un
punct in planul poligonului, avem

2my L
Me () =1 (2 Yo M ()
V2" \'m '
egalitatea nefiind adevdratd decdt dacd P este pe cercul cir-
cumseris poligonului.
Daca avem m > n, se vede pe structura lui Sn cd ma-

ximul este atins pentru § = 0 si 0:2717E dacd n este par si

entru § =— - daca n este impar, deci
p 3 p

Teorema 4. Daca Ay A ... A,y este un poligon regii-
lat de n (= 3) laturi si m un numdr intreg si ‘pozitiv >'n,
oricare ar fi punctul P din planul poligonului avem

mn
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M?m (P) i) |:(?,m) i Z ( 211% ) 2
M2 (P) !/2 m = m-jn J
egalitatea nefiind adevdratd decdt dacd
1% n fiind par, P coincide cu unul din varfurile poli-
gonului.
20 n fiind impar, P coincide cu mijlocul unui arc de cerc
circumscris limitat de doud vdarfuri consecutive ale poligonului.
6. Pentru a incheia atrag atentia cetitorilor asupra fap-
tului cd mai multe din rezultatele precedente ar fi interesante
de complectat. In primul rand ar trebui vdzut, in cazul spe-
cial examinat de noi, ce se intampla dacd r este un nnmar
pozitiv oarecare mai mare ca 1. Ar trebui pe urma examinat
cazul cand in loc de un poligon regulat se ia un poligon
oarecare. Se poate usor vedea cid fn general (pentru un po-
ligon oarecare) raportul

M, (P)

My (P
unde 0 < p < ¢, are un minimum atins. Acest minimum de-
pinde de poligonul considerat $i are un maximum cénd acest
poligon variazd. Este foarte probabil cd acest ,maximum mini-
morum*® este atins, in particular, pentru un poligon regulat.
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