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NOTES SUR LES FONCTIONS CONVEXES D'ORDRE
SUPERIEUR (X)
par
TIBERIU POPOVICI

i lagl

Sor quelgnes propriétés des différences divigces et des
polynomes de Lagrange.

Congidérons une [onstlon F=~Fizl, rielle, de fa varishic
véelle ¥, délinfe epr o casemble lindafre £ A tout groupe
de n+1 points de K oa peat attacher le polyoome de La-
grange pour la fonction F, donc le polynome de degré minimum
ged prend les mémes valeurs que celle foncllon anx points
considérés,

En sopposant E Hni, au § 3 nous éiudions le probleme
des polynomes de Legrange qui sont majorants (on minorants)
potr Ia fonctlon £ Un polynome Plx) est majorant pour la
fonction fix) sion &

P{x)=Ffiz), xeE,

Nous établizsons les conditions nicezsaires et sullisanles
pour qu'un polyaome de Lagrange, atfaché & on gronpe donné,
de points de B solt majorant ponr la-fonction £ Nous en
dédulsons, pour toute fonction f, l'existence d'att moins oo
polynome de Lagrange majorant de degré donné.

En supposant toujomrs £ fini, av § 4 noos cherchong sf
une fonctlon non-concave dordre & peat admettre un poly-
nome de Lagrange de degré donné »oqui eoft anssl nos-con-
cave dordre &k sor E. Pour £=—1, done pour le oas da la
noa-négativité, la réponse, tonjours affirmatlive, o5t one consé-
quence des résultats du § 3. Il n'en esi plue ainsi ponr RZz0.
Dana ce eag, =i & of n sonl da parités difféceatea 1l existe
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toufours au molns un polynome de Lagrange de degré n gui
aoit avssi noo-voncave d'ordre & sur K. Mals, sl & et # sont
de méme parlié, nous démontrons par on exemple goe Ja pro-
priété peut ne pas étre vraie. Dans ce derpler casle problime
de [existence dépend non zenlemeat de Iz ‘fonctlon 7 mais
angsl de la distribution des points de E. Nons terminons ce
B par I'étode plus-défaillée de quelgues pas particaliers aimples.

Dans ]2 § 5 nous dison: guelgues mots sur les problémes
traftés atix 55 3 ¢l 4 dans le caz o8 & est oo intervalle Find
et fermé. Co cas est agsex ditférent du précédert, donc de
celul aft K esl el Noug nons beracons  d'sfllenre de donner
senlemeni quelques indications sur ces problémes.

Dane la § 1 nous rappelons quelgues définitions ot for-
mulez bien connues ot danz le §2 nouws donnons quelques
nouvelles propriétéz qui zont ullliszées plus loin.

Les problémes que mous nouws posons dans ce travail ea
goulivent bien danbres. MNods espérons gue les cas simples,
fqui moat d'allleurs ansel lee pluz faciles, que poos avone ex-
posés, suifisent poor monleer Ploberél de ces guesiions.

5 L ;
Quelques propriétés ¢t formules préliminaires ).

1.—Nous allons considérer wnlguement des fonotions
rielles, noiformes et finles de le varjable réelle 1,

Solt F=7(z) une telle fonciion, définle sur les m=-1
podnts disliincis

{” I1| Iﬂai'--!|-tu..:-l

La différence divisde de la Ffonction f sor les pointz (1)
g8t compidtement caractérisée parles trods propoiélés sulvanies

L. Elfe est une fonctionnelle linkaire de f.

IL Efle vsi mulle poar les fonchiony f=1, x; % .., x5

[Il. Elle est é¢gale @ | pour Ia Ffonchion f=x",

La propriété 1 signille que la différénce divisée est de
la forme

I Pour plos de détails el les démossirailons; yolr mes trovaux anr
Lorieurs. Ea parlioeller; .Ser guelques propridida des Fonclins o whe o
ie deuw varfobles réelies®. Mathemalion, B, [ -85 I'lEH'!_I et g Tetredusiion &
fa fhéorie der diffironces dioinfes”. Buall, Math. Sae. Rowmaine dez Sed.,

2, G5—T8 (1941]
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p—

4, étant indépendants de la fonction £ Les propriédés I, I

déterminenl slors compldtement ces coefficlents.
Mous désignerons, comme dhabitude, par

'2' [;lixll"'lxyiniﬂl

ou anssl par
P SRR S ) S

la différence divisie ainsl déliale
Noug avons les formules suivantes

0, r=01;...,1-1,

[3‘1 [I]II-JI"'I't:aIII:'.l:- 1. .‘I'=J'J.

{4l [Tllx'-'l""llll-'l:CH:E”."'—'F:E""I‘III'—_llr'rIl

{3} [= xtr"'iin+|1f—l'ﬂ=[=l1 . PSR A {11- XpiweenXyoph gl

oit C est une constante et £, g denx fonctions définfes sur (1L
La différence divizsée [2) peat aossl se metire souns la
forme d'un guotient de deux détecminants d'ordre n+1,

4y TRET SR S 3|

;ﬁl [?.'.,JL‘H.--.,;I.'””:ﬂ= —]l:l__'[l_x_l'_ 5 T
i i FEE e

1
Lr[-rllr"l""'xﬂ'i-:l.if]: I-II.::.:""'::-.' i,“'l.'-li:

et

1!'_1'”.1'5'“-1,-: !=L'{::“:f=....xml:J:"]=

B +.1

m+l

o
= I —x = — e T I
5 [x,—=] i_!’l:.r, g  le—x )il —x)
£y
wst le délerminant de Vandermonde des nombres x,,

La formule (3] peel se compléter par les suivantes, cor-
respondantes anx valewrs —1 of ntl de r,
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1 {—1}*
T L P TR B | e
7) _1 et TR e T
(&) ETRE PP SR ol LT S oo S e S

La différence divisée (2) est syméirique par rupporl aux
polnts (1),

2, — Consldérons maintenant une fonction f définie sor
un ensemble linésire quelcongoe E. Sur tont groupe de -1
polnts (1) de £ on peut détinir la diiférence divisée. Nous
disons qu'one différence divisée dafinie sur nt-1 points est
d'ordre n. 54, en particulier, l'engemble £ est Jini et est formé
par m points

‘g] 11.1':.--:..5:'“.

la fonction f a des différences divisées d'ordre B1.., , m—1
En tout, la fonclion a [*,) difiérences divisées d'ordre n
{m> 1L 51 lensemhle £ st lafind la fonction a des diffé-
rences divfsees de foutl ardre. Par délinition, la diiférence
diviste d'ordre O sur la polat =, est In valeur fix) de la fonc-

tion en ce polet,

[x,: 1= Fiz).
5] nous poscns
110 pi)={r-x)z=x)... [x—x,. ],
nous AVons
ahintl & 52
(11] [y s X g 1 ] !

¥k

ol ¥ est la dérlvéedn polynome § ',
A l'aide de la formule {11) 1l est facile d'établir fo for-
mule de récurrence des différences divisées,

[I!.I:_.-".x,‘,_ﬁﬂ— [x| I_It!""_'l'rh;lrl.

{121 Trl.:i_.,.f:t'u_nﬁ]a.: i
i £

i) La décivation &gk lel wos opécaiion Unéaire applicable’ aax poly-
nomes of talla qus

(e gah=1,
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{13}

FONCTIONS CONVEXES €5

On prend d'habitode cetle formule comme définition des
différences divisdes de divers ordres '),
Li formule (i1) permei amsai d'&tablir la suivanie

e T fix), _
T e x E—x 2= )

P e S s . | |
Stk x"-rl“—x:”-[--!:'tl-l[:f‘—:.]]

Lea formuies [31, [2) et (5] nous montrent que la diffé-
rence divisée d'ardre n don polynome de degré < n estcons-
famment nuolle et la différence divisée d'ordre n duv poly-
nome ¢ x°+ ¢, %" ' oest constamment égale @ o F).

Remarguons aussl la formule suivante

-

(14) [e+h g +h . x i flzll=lrm, 2,0 Flx 2 AL

L2y L8 | oLt

3. =La formule (5) donne la différence divisée d'one
somme de deax foncHons, De méme, noud avons ln formauole

W
[15] ix]'r!l “"r't;.-1| le'I:I_:"[-I'nIn-“- I. i Ir-l [tll' 't'| Tl LRt "x--ulrg-ll

'qtd donne la différenne divisée do produit de deux lenctons
Fetg Coslls formmle dé Leibriz des différences divisies,

Considérens tune fonctlon £ définie sur lensembie Fini (%),
Pour simplifier sous posons

(16} BA=[x x ey il F=00 0 m—1, i= 1,2, ...,
ol
[1?] l:I:I|I_|'-|-i =?.‘J-|"‘=J“-_"'=_I|'[I_I.n-l|“'[I—'t.'-_r?“ l:|:|'.l___1Ir

F=0. . m=i i=12.... .

1] Cest de oetle fapon gue A. M. AMPERE &, pour la premidre Tois,
introdull Tey différences divistes Yaoir N, E. Nosiimn. . Diferenzenrerh-
ang™, J. Springer, Berlin 1934,

) Totibe foaclion de iz forme cox® 4 p 3" -1 oul pa palvnome de
dagrd my 51 ¢« =F 0, 0@ palynome est duw deged effectif o) oo exl e premier coeffis
<fenf du polyapme. On voit goe la oofion de premier costfizienl sat
relative sy degrd of non pas am defed sffeciif du polynode La constante
& eat wa polynoms de degeré — 1 ou de degré elfecti — L
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Nons avons done, compte fenant de (113,

(18} A1) — {", 3 =z}

A e e il
LT F-’..'i-a {.'I.'II

Avec celte nolation, la formuls [15], pour m points, de-
vient

119} AL ffgl=¥ a1 _ (g A% [f),
d=y
Remarquons qoe s lo fonction £ est donnée, A, . (fg) est

nne fonctionoelle lingaire de /. Réciproquement, toile fome-
tionnelle linéaire de

(20} Flfl= E’ R P,

définie pour les fooctions / définles sur ['cosemble fianl (9,
peut g'berire sons la forme dune différence diviste dordre
m—1 du produit f. g ean délerminant convenablemenl la fonc-
tion g Prenons, en efief,

(1) gl B o 1 s e
£ 1:'-" = IJ:I I"'-.' = A:-lb 2 I-':i ] xlu' 2 q':_.ar ::"-l-l !

-F.'—_— 1| 2ldll-l L
et nous avons alors
(22} FlAlm=Al  (Fgi=Ix, x,...x_: fal.

4. — La foncHloanelle linéaire (20} peut s'évrire wous la
forme
28 FA=Yu"a A+ YA, mEati),

jom] Iy

ou les coefflefenta piY v sonl indépendants de la foncticn £
Ces coefllcients 2ont linéaires, homogines en 3, et somt com-
pletement délermings, U est facile de les oblenir en tenant
aomple des formules [19), [21] et [22] et da la relation de ré-
carrence 112]. Op & dabord pi*'=4'! . g} eof, en cxprimant
Al ), =0, en fonction de &' {f), AL iF, AL (] & [aide
de (12} on a les coeflicients v,
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Une autre maniére d'obtenir les coefficlents ™, v est

de particolariser convenablement la fonction f.
Avrer les nﬂtatiuﬂi [17), nous avone

M._ F I:'4'-'1 i- |] J|.|| Ltf_rlj t'tf m ‘r:I"“‘x.' F.'E."-JIB'

_.-r
=02Z... n.
Four caleuler les coefficients vj™ nous infrodulsons les
fonctions

il] pour x—x 1< rnti—1 [om ¥YSr=i,

4y Al == ;
) . : ltp,-,__,, izl pour x=x_ A+ Zr <mioui<r=m),

=1, 0,m—n,
Moms aveons alovs
AR P L,
-.'.1,{{,*,+—u. ¥ it i NN S SR S TS

Compte tenant de [18) et des relalions de récurrence

;f_ |IJ].=1't.- -'r.l'-l.'.l -L:|..l :':I-I_'Il} ITI'-I 3,4F

nods frouvons

}ll‘l N-1 EI.—III I
AL ()= =
ik qr.llpa;, !xlr.!l "rr-l-n_ x|
et nous en déduisons dene
?!'H:Iml.xf =y ' 'y [iFn I! o |:J'-.|'--1 ';:rll ‘1 [f "_-'t'| 1] t: ‘tj - I.] h."t,— :I‘-I'I me I-!lr

e ] R M—

La formule {23) devient
@) FU=EFln, ]800+ Six, - x) FI I8 6.

Clest lo formule Fondameniale de transformotion des dif-
Féronces divisees.,
Pour n=1 celte formule devient la lormule; bien connue,

d"Abel
Pour n=m=1 ce n'esl gu'vne actre forme de la formule

de Leibaiz
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Lorsque la fonctonnelle Hnéalre FIf] est nclle pour tont
polynome de degré ri< s, nous avons

AR 1 S =
pit = pift ==l =,

S F[f] eat sulle pour toul polynome de degré n—1. tous
les coeflicients 11! sont nuls el fa formule fondamentale [25)

devient ,
Ezﬁ': ‘Flﬂ - ; E'..'-rd o :E. Fifﬂ;'.f-l J'i 1ﬂ'

En parliculier, consldérons [a différence divisée
by i L

sur i+ 1 points L j=1, 2....n+ 1 extrafie de la suite (9). La
formule (28] asos donne alors

-

27) [x, %, 0 ®, 4 ﬂ*_a[:”.. ~x) [% e x4 A

1 o]

5. — Supposons maleteannd que la suite {9) eoll ordonnée,
doac que

Xy L Ey L X

Alore lew cociflcients des Af (] dans la formule {27} soat
fows non-nagatils et noas obtenona le

Tneomeme 1. S:' la sulte (Y est ordonnde, foute différence
divisde [x,, 200 : fl, prive sor n+1 de ces points, ost

Une MOVEne dﬂfﬁrnehquﬂ {géneralisée} des différences divisées
AL (AL [Fice o ARG

Nops avong darne
W=k
{EE} 1:“‘.'_r 'r.-:l'"" x.'. 1 i ".nl T E‘q:ar Ifl'

AT -
I:"-_;:ﬂl I_ [p 2l|--|--r m_urh E iq-4'- 1r

oid fes A soni independants de la fonetion [,
Clest le thdoréme de la movenme des différences divisdes
Nous avons, d'allieurs,

{39.: '.'tf.g III [..\.' l‘ -u- ad I.I +1! I_.r Jid 'E= 1!2,-1” =

On pent démontrer celle propriété par induction, en par-
tant de identité
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lxv.i_xl.] l-#l.r Fagwenn 2 b B g e g gh 'F] ==
e E T 1 | L S B I ML R TR A

Dans le § snivant nous démontrerons directement la non-
négativité des differences divisbes d'ordre n desfonctioas £}, oo
qui {ournira one auire démonstration du théoréme de la mo-
venae,

Il en résultera, d'aillears, de plus, gue, si nous prenons
i < f< =l 1, D0US AVORS

A=0,i=1, 2. 0 -4d,  —ntld,  —nd2 Lo met,

=1

(30)

A0 i1 g L, =T

Dua théoréme 1 i1 résulle immédinlement |a propriété sui-
vanle

Treontme 2 — SF la suite (9) esf ordonnde, nouns avons

min {0 (M=, 2000 X G A= _max LAl

quelle que soit la swife portielle x;, % .0 3 |
de (9).

6.—Rappelons maintenant la définition des fonctions
'ordre m

Dermrnos, — La fonclion fixl, définie sur 'ensembla linéaire
E, oxf convexe, non-concave, polynomiale, non-gonvexe
resp. concave dordre n sur E si

. de n+1 lermes

B B T Tl e vty < 0

quels qee soient les nt-2 points xy, 2. %,,, de B

Toutes ces fonctions sonf des fonctions d'ordre n.

Une fonction d'ordre a sur E ¢st done upe fonction doat
ta diflérence divisée dordre rnt+ 1 ne change pas de signe sur
E. La convexité et la polvnomialité d'ordre o sont des cas
partieuliers de la non-concavité dordre n 81 7 esl convexe
nopstoncave, polvnomiale, non-convexe resp, copcave d'ordre,
n sur E, ls fopellon —F est concave, non-convexe, polyno-
midle, non-concave resp. convexe d'ordre n sur E el réclpro-
quement On peut preadre comme type de fonction derdre n
1a fonetlon non-concave d'ordre . Une fonction polynomicle
d'ordre n se rédull aux valeurs sur E d'un polynoma de degré n.

La définition précédenie esl walable pour tout entler
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n=—1. Loz fonctions d'ordre —1 zonl les fonction: de signe
Invariable et les fonctions d'ordre 0 lez foncHons monolones
Le théoréme | nous montre gue mous avons le
Tugortme 3 — Poor gue o fonction f, définie sur ln soite
ordonnée {3] de mi=n+2) poinls, soif convere, non- concave,
polvnamdale, mon - convexe resp. concave d'ordre o sur ces points,
il fout ot § suFAE que Fon afl

AL M > ==, = reipe <0, =1, 2., . m—n=-1,

Les formules (4), [5) nous monlrent aussi que

Tmtomeur 4. =—8i C esf une comsfanie positie of 51 jes
fonclions  of g, aéfinies sar Densemble bnégire £ joufssent
d'une méme propriéfé de eonvexité sur £, les fonctions CF of
f~+ g jooizsent cussf de lo méme propriété de convexité sur B,

Si Iz fonction est définie dans un Intervalle et si elle a
une dérivée d'ordre n+1, la non-négativité de cette dérivée
asl nécessaire ¢t sufflsante pour qoe la fonction soit non - con-
cave dordre n.

7. — Dizons malntenent quelques mois sur le polynome de
Lagringe. Reprenons la fonction §, définle sur les polats (1).
Nous avons la propriaté, bien connne, expriméa par le

Taeomene 5. — Il exigte on polvnome of ua sewl de degré

effoctif minimom qui prend les valewrs fix| aux points X, i=1,
2., a+1. Co polynome est de degrd n,

Le polynome unlgue ainsl délerminé est le polvnome (d'fn-
terpolation] de Lagrange de fa foneclion | sor les points (1)
Nous le désignons par

i31:| 1!:“ 'II_I!--I'-I"J'-H_L: IF-:]'

On voit immédiatement qoe o'est aussl 'onigue polynome
de degré n prenant les valeurs flx | aux poinis x. ['aillenre,
la forme générale des polymomes prénant les valeurs fix) aux
polnts x, est

LIz ®gpen X007 FlE) v ) Qux]

oit ¢ est le polynome {10} 2t € oo polynome quelcongue.

Les points x, sont les coeuds do polynoma (31).

5i I'on denne & * une valeur Hixe, le polynome (31) de-
vieat une foacHonnelle lindalre de 7. Le polyneme (31) e=i,
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d'ailleurs, évidemment symétrique par rapport sux points x '),
On trouve facilement la formule

(33) Lix), Xiuens X, s FIX)Y=—q {22} Zgpurs 5, x5 2l

i3
I.-r II= Ep 2‘:--1 ﬂ+1-|
glz)= 0, X =x.

On en déduit diverses expressloss, bien connaes, da po-
lynome (31] €f, en particolier, la formule

W3- Llimp i X o L 2l = Fltl = —pixt B oxpy o0 X e 247D
On woil anssl goe

Ede st e aim bl =80 ooap el

i ol 2 [E R S DA LS A N Ja s |
Lz premier coefiiclent du polynome [31) est dope précl-
sément la différence divisée de la fonctlon £ aur les points(1).
Remarquons ansai que 81 7 et un polypome de degré n.

nous &VONS ,
Ly dy o o X 3 Fixl=Fixl,

Soit mafntenant / wne fonction délinfe sur l'epsemble
lindmire K. A font groupe de a1 points de & anerespond,
pour Ia fonction, ua polynome de Lagrande ayant ces points
comme noends. Dane Ja sulfe nouws convenons qu'os polynome
de Lagrange eal de degré ms'il & nit1 noeuds. Deux poly-
nomes de Lagrange sont considérés comme différents s'ilz n'ont
pas les mémes noeuds, muis déux polynomes de Lagrange dif-
ferents peuvent &lre ideatlques sur £ Dang ce cas, il est
clair, que la foncHoa se rédoit 4 ce polynome spr tone les
neetds des polynomes consfdérés.

& 2.

Nouvelles propriélés des différences divisées des fonc-
tions définies sur un ensemble Hul

8. ~ Nous allons reprendre d'abord l'élude des fonclions
£, données par la formule {34). Ces fonclinns sont définies

11 A& Caoomy en &ddilt la syméiele de Io diffsredor  divisée, Ceel
revient i remarqiuer que l= polynome de Lageange sal amigue, ludépen-
dant de Fordre des novwds vl que asn presier coefflolest esl la diffi-
resce divisée priaw Aue fes posude: Velst | Sue les foretiony fnterpolefres.
C. R, Aced- 5oi. Pagia, 10, 775 780 (1840,
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sur o suite ordonnde (9), od nous pouvons supposer, blen en-
tenduy, m=n+1. Nows supposerons {oujours ouoe toute sulte
partieile *JL'*:';"'-'-"r extralte de (%) est assdl ordonnée,
dong que I'<i, < <C...<i  Zm

Nouz avans vo gue do théoréme de la movenne résulte
la non~concaylté d'ordre n—1 des fonctione 72 . Mats, il y & ia-
terét & démontrer difeclement cette oop-concavite. De ceite
fagon le théosréme de la moyenne sera une conségoence de
cetle nom-concavite. Il esl A remarquer que nous ne polvons
paz el appliguer le théoréme 3, sang commelire un cercle
vicigux, Newss allons démonirer directement que toules les
différences diviséea d'ordre n de la fopclion £}, sont non-
négatives, done la propriélé suivante

Theoxere 6.— Les différences divigées dordre n sur nt
poinfs de la suite ordonnee | of relafives aux fomelions f,,’_ll
doandes par fe formole (24), sonf touies pogitives oo aplles ).

Ls démonsiration se fait par induction sur le nombre m.

Pour p=1{, on vérifle immédiatement gue

I % "=1-2,.,-,1',—r,i,,i,+l,..,,m—1‘
.
35| [:,I.:,.:,f.,;l-l;_l;_}“' pen g
A :'.I
Supposons malnlenani gue la propriété soit vrafe pour
les fonctions £ et démontrens-la pour les fonctions F7,

{n 2= 1. Hemﬂtquﬂna d'abord que, par suite de la définition des
foneltions 77 . dans

{36} i:!':ll, Kevonn & p o] >,

le signe=—est valable poar

1} Moms suppodons roo L, Ls propridtd  resle veale ausdi pour ==k
ivz fonofions £, Haal définles pux fa formuls

> {L r=|.2 ----- r—jrf+|1’aa|'m
1) =1’
R
(=1L&. oo

Le Fhénrémne T ekl amssl vral pogr a=—1
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!=1'3.| na r.it‘—llq rlh,'l—'"""ll i_‘.—ﬂ"'ll'zq----m_".-

11 sutiit done d'examiner les waleurs da i pour lesguelles

(37} LEigt Ln,

1 e e

Compte terant de ja formule de récurrence

F:,J"'—_LT-':H -—.l F:-:,.'

¢l en appllosant Jo formule (15}, neome avops

{38) EFTEPERIE 2 =f:..-l-—-[?’.-,ri-,-"'"’I“.r’“-‘m.s""‘-': — )

+ [i'-.' X geonn®, 40X, A

LR Mo

Mais, la formule de récurrence |12 permet d'éerire

'.‘l:l_‘,:ll._:,;-._xl-ﬂ 1'fu 1 Il j:' .II,F -1,_":' if‘ 1, I]

¥ e N e

a
gl Wyl

TII._'Iu'.," i# Fg xl

€t nous en daduizeons la formuole
[39) [0, eunax B0 ] ==

_II,.I o8| LT B .,u#'n?-' L 'zl f'—r -I"I"[Ir A T ”'Ir" "1-:": "': I..!J

e L __.—

a ==
i =] b |

d'oi resplte lo propriété, compte tenant du fait gue 137) nous

donng

< htr—1=ida=150, ~1<i,,..

— rH-I

On peot encore remarquer que le signe ~- est valable dans
136) pour im=iy, i+ 1,...,0,,, —n Ea effet, cecl résulie de [35)
pour n=1L La formule {3%9) nous monire gue d la propriélé
est vmie pour m—1 elle sera vrale anssl pour m.

9, —Les fonctions F  joulssent dis proprlétés plue com-
plites, Nowz avons le

Tutonime 7.— Loz fonetions 7, sond non-concaves o'or-
dres <10,1,...,n—1 sur la suife ordonnée (9).
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On a donc
£49) lx.-,s = P T g B

quels que sofent i=1.2,..., m=n, k=01,.,.,n

La démonstrafion peut se fajre par indoction, comme
pour le théoréme 6. Pour n=1 on vérifie {acilement la pro-
prieté. Pour n > 1 nous avons la formule de recurrence

11| [::I.1, Xovanop®p o i ]":JE

=["It:.|ﬂ'f1,”” |xlt_|:h F:—J,l-]!xl.é‘_l._#r'l-ﬂ—l]_‘-l'rl.' ':I'I' 'j'. F'-:I 1, .':I'|

génEralisation de (38) at qui nous donne la démonstration.
Malg, 1] ezt possible d2i de slmplifler Tn démansiration
pour k<n. En efiet, Ia théoréme 6 étant démoniré, nous
potvons appliquer le théoréme 3. Il soffit done de démontrer
Iz inegaliics
4Z) -'I.Hf_‘_,-]?jﬂ. =L, m—R,
La formuls (41} nous donne, en particulien,
{43)] Al =1x =, ) AR AL IR )
La démonstration da théoréme 7 est alors immédlate.
I la formule do récuerepce [43) nous déduizons susal
que
P =0 F=13... i+n=k-1,
AL 4 ]t}-ﬂ ;—1-'-:1 kot n=R41, ... m=-Ek
Alocs, eomphe {enant des formoples [28] ef 130}, oo woit
cue dane (40) le slgne = est wvalable pour {2»4, —n et le
signe > est valable pour 7=i . —wlk< nl
10, —Nouns allonz dire malatenani guoelgues mols ser la
polyoome {17, La [onction

[d‘!] ?J FE A r'-':,

esl anzlogone a ', par rapporl 4 la sulte (9] dont les polnts
sont pris en sens inverse. Plus exaetemeat, les propriéiés de
convexilé de ls lonclion {44) =e dédnigent de celles de 77
pur le changement de la varjable x en —z et de la fonction £
an [—=1)""' 7 Oz ces changemants onl posr eflet de conserver
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tonte propriété de convexite dont l'ordre est de la méme pa-
rité avee n el de chunder de sens loute convexité dont!'ordre

esl de parite differents avec n. MNows en déduizons e
Tutozims 8, — Les fonetions o, . ,—¥7, sonl non-con-

cames d'ordres n—2,n—4, ..., n—z[f-:—ll ) ¢ nonsconvexss d'or-

dres n—1, p—3,... ;n—E[g]—l ser fo suite ordonnee (09,
51 nous remargions que
#.'A| - | == '?...._ ||-|_J:|-;J]:_'r:.[

ef &l nous tenone compte des theorémes 4 et 8, nouvsen dédui-
shnd le
Titoresz 9.— Les polynomes ¢

S g -

. sonl nen=concopes d'or-

dres n—23, p—d, .12 ["—3 t-] sur luo snife ordonde (9). De plus,

fo polynome 3, ., *st non-convexe d'ordres n=1, n-3,...,

&l sl Hon=coRcoie

-

n—2 [;1-1 sar les poinls Xi, oo X, ,

d'ordres n—1,n—3,.. ., nm?‘%]n | suir fos podnis X, 4 X q0ee0

¥ %

11.— Considérons mainlepsnt une fonctlon # déHofe sor
la zwite ordonnée (9} de m =n--1 points, n étant un pombre

naturel,
Considérons la dillérence

145} '-:-'.__ i .-1'..',”11-]' = lerqx,._lwli-lx,“,-.i Flx] =—1ix)]

entre le polynome de Lagrange avanl powr nocuds les n po-
ints consécutlls X, %, .00 %, ., , el enire la fonction £

Motz nows proposons d'étudier les différences divisées
1."'5} &:::I-ll':"rlu-:’l:[xl-rx;-\'"'""r.'-l-l:"lr'rl,l-l.||
de: fonctions {43L D'aprés (45, 1l est clair que sl #>n on &

S =iz,

1] [=] disigue Fe plis grond ealies =&
2} L& pulyaciie est d'sillenrs évidemawnt d'ocdra w=1 sur (9}
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maie nots voulops examiner, tout =pécialement le cas &< n.
U volt que (46) est une tonctionnelle linéaire de f, dans

laguelle;, d'alllenrs, cenles les veleors de F aux points LaXi,
cenb k@ Xa X e X, inlerviennent. Remarquons que cefle
loactionnelle linéaire est nulle pour tont polynome de defiré <7 n

donc la formule |26) lui est applicahbie.
Eeelvons done la formule [26), en déslgnant maintenant

par F[f] In différence divisee (46)
Remarquons gque

I i, Hi1z=r
L[I,rI,._,.1.-.»_|I,..,,,_,:f,'.‘ll,-l'b'= " (x) o iSr_1,

=d=l, =1

Il faut maipienant distinguer deux cas.
Ljisria—k~1 Nons avons alora

Flf# =0, i=r. ¢+, ...om—n

el poor la foncifon me:r:_

d"r. I L :I‘I:rI.,-'r-l_fl:rlF 8l 'IIEF-I'

Comple tepant du théordme 8, nous vovons done que

> - pour Femmeid e X ) -zi'*T"'fll
Flry ] !
=0, poor k=n—2 n—4,...,m —3[-2]

|l.= |.2-| rl-qr_tu
il. iz r. Nons avons alors
Flfg =0, i=1,2,....r—1
et, pour la fonction f=1{1,

— o
1|Ir...'|-l Ty il!|..I" sl lil‘".

Compte tenent do thécréme 7, noos en déduizons que

Flfr] =0, pour k=0, 1., n—1,

(=r 1.0, n—1.
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En résumé, nous ellons refenlr de lanalyse précédente
le resulial suivant.

Tatoene 10, — 8! [o sulte (9) ezt ordonnde, la diffdrence
divisée (46}, dordre k< n, de ln fonction (45|, pent #exprimer

sons Mo forme

(47) M, ) ="2 B (N,

oti les cosfficients B, sont indépendants de la fonction £ el somt

1" nan-ﬂég'ﬂ[.fl"s 5 _;r"_i'—:ﬂ'_k-l of }E_ﬂ —_ I| = -3.-...,""‘1.—2[“"; ]_J

2" non-positifs sl j<r+ n—k—1 ot h==n, 0132, n—-l,,__,n-z[g-] at

g j=r el k=D, .. A

12. — Du théoréme précédent nots allons déduire on ré-
2iillat intéressant. Preaons tonjonrs une foocticn F définie sur
Ia stife ordaonée 19}, Considérons la foaction

th, o X =L

PPN I e 2 81
La jormule (34) permel d'écrire
(I I TR = 0 B o5 S 5 - £
Comple fenant de la formule [47], nous poovons éorire

M=

By, IS, o)A IS = 5 B (18 g, AR,

Mais, of nouws preaoas Fe=—x", la premier membre se pé-
dift & 0, danc

T B+Als, )=0

gl linalement nons avons
MW, J= 3 B (8] 18,00}

Déterminons maintenant 'indice r tel gue
AfFl= max [.‘Lf, (A

| St . ST . 1

Compie tesanl alors des théorémes 3 <t 10, nous oble-
nony fe

Ann, e, Unfo. Jodspe 1. XXTX T
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Tupowise 11, — Elani donnée e fonction f, définde sur In
grile ordomnee (%), on peul toufours frouver un polynome de
Lagrange de degré n, avenf comme noeuds nd-1 poirts consé=
culifs X, X, 0 X, tef que i difference

e
|-

flax)=1F(x)
On voll fagilement gu'on peunt avss| déferminer le nombre
r de manfére que b, (%] soit oon.gonvexe d'ordres n—1

. n-zl%]—l sur (9%

LT E 5 L 7L o S

goit une fonclicn nen-concave dordres n—1, n—3,..., n—2

§ 3.
Les polynomes de Lagrange majorants et minoranis,

13.— Nons diroaz gu'tn polynome Pix] est mojorant
resp. minorant poir la fonction f défisle sur un ensemble li-
néaire E-sl nous avons

Plai=fixl xek
TEEE.
Plxi= fixl, xeE.

Dang-ce § noos nous proposens d examiner lez polynomes de
Lagrange d'un degré donnd n de la fonction f gul cont majo.
rante ou minorants pour cetle foochion. [l esl elalr qu'il safffi
d'itudier acalement les polynomes majoranis. Les proprigtés
correspondantes dea polynomes minoranls en résulteront par
symetrie.

MNous supposerons toujours que la fonction f soif definie
sur la sufle ordonnée (9).; Toute suite partielle telle que x;,
Xy X, B2TR BUpDOSER ordonnée, done f < i, <Ll

Poar gue le polynome de Lagrange de degré n,

48] Lz ey 4 Flx),

soft maforant pour la fonction #, il faut et il suHit, d'aprés la
formule [33), que 'on ail

(49) (5 —x )b —x lm=—x, VI, 5, o 5n S0,

‘-'—'tr 2-|r-.-.r i
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en convenenl de remplacer par O toul symbele de ditférence
divisée prise sur des points non tous distinets.

4. —Tout polynome de degré n qul presd les mémes va-
levrs que | fonction fanx # podmis X, %, X, esl de la

farme

1513} L% s sy o By HEV - Al -z ) (22 ) e [x—=x, 1.

A elant ame constanhe.
al, en particuler,

A = [.‘I:“.‘. Jl-hl...-. 'rn',_ 3 H J‘]p

lz polynome [50) coincide avec le polynome de Lagraoge [48)
Pour gue e polynome {50] solt majorant pour Ia fonction
Fo il faut et §| sufiit goe V'on ait

(5114 — ) fag — 3 Joeclt, = X (= X 2 T AEE G
fof, 2T
Ce systeme est équivalent an suivant
(52] SR T € R e e o e

Bl i=0 Ty

en convenant de poser i, =10, { —m+1. Nous supposons

qu'on n'éerit qgoe les formules pous les waleurs de jieller que
k. ,—1.2> 1, autrement, en effel, il n'esiste pas de valenrs
admiasibles pour & Dams {52} nous evons done au plos n+1
groupes d'ingégalités, les inégalités de chegue groupe élant pré-
cédées toutes d'un méme signe + op—

Propuossns-nous de chercher les polynomes majorants 48}
aysat fes @ nosuds ¥, X, %, doonds. On pent voir faclle-
ment que

Tupontwz 12.— Lo compatidilité de svsidme (52} esl néces-
soire ¢f soffisants pour qu'il existe au moing oo polynome  de
Lagronge mojoranf de degré n el ayan! lez n nocuds donnés

E :‘-l-_la xl'-lf"" -T-l-l.
1%, — Cherchone, en particoller, la condifica poor qu'un
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polynome de Lagrange majorant de degré m el ayanl nnoends
X1 Xy X, doneés existe pour ioute fonetion f défine sor
ez poiniz (9.

Pour cela remamquoons qite les différesces divisées

L W T P

ot f. Iy o f, ool doanés et i=1, 2,..,, w0750, 4., 1, pen-
vent ére prives arbitrairement. [l en rézults que la conditioa
necessaire ef suffisante cherchée est que dans [52) oo n'ail goe
des Inégalités précedies toules d'un méme algne. On voil facl-
lement gue pour cela il faut ei il suffit goe I'on ait ou blen

5 ; > n
IE}] 11_|||.|:=|¢‘—1‘ =m=:l1.'---_i-:r='|" p=]z.],
ot hiea

- ; 1
{541 fer—h=al, — e . =], p=I-T'jn
en posant towjowrs §;=0, ¢, —=m+ 1%

Finalement doac

Tuporesr 33.— Poor gque foele Foncéion F, définie sur les
mi=n4-1) poinfs erdonnés (9], aif ag moins un polynome de
Lagrange majoren! de degré n ¢t ayant n noeads donnés x;,
. S tf faud of i sufbif que l'an ait, ou bien (533 ou bien (34).

Les conditions zont, er pariculler, vérifides =

=1L h=2%..f=mn
i nnozal sl
h=m-na+l fh=m-=nt+2,., i=m

Nous en deduizons done le

Trtoseme 14, — Pour foule fonction f, définle sor fes mr
{= a1} points ordonnés (9), i exisle aumoins wr polyrome de
Lagrange majorant de degré o (> 0)%). En particulier, Fun qu
moing deg Poivnonies

1l Calle coudilior penl suzal séarire gous la forme sulvopie. Les
gombres i, délerminent complilement va lndice & tel que U'en sl n2 k220

ot fy =k f3,, >k 41 Lo condition est alors! I fewl et I ewlfit que
T'gn nil, ox bien b==n, on bien

Fl-.q-p l.ﬂ'-l--:‘f_:-"! F—tj n.ln_:-l.l '-\..I‘I'_

2] Paur a==1, valr pigs fodn le théoréme 10
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Lrtl'xkr“" .'-ﬂ‘. II-l-l= 'Fl't;l f= 11 :‘.n--i I'l'l—:l'].

ef ausgi Fon an moins des poelynomes
Bl R ey B FlA =T L e

esl majorant pogr {o fonctfon f, .

16, —L'exiglence d'au moins un polynome de Lagrange
majarant de degré donné n peut avssl dtre démontrée par in-
doction sur le nombre m des points de Ja sulte (9). B suffit,

en elfet, de démonirer la depxieme partie do théoréme 14,
dooe =

Totongme 15— L'nn aw molns dez polynemes
Liz, x2, &, ifx), =L 2., ., m—n

23t majorand pour {a fonchipn £

La propelété eslt éwideste pour m=na 41, Supposons
qu'elle soit vrale pour m—1 poinls el démonfrops-lapour m
podats im>n+ 1], Spit

{55} Lq,-tj! = TP T X I:I .'I]. I'ﬂ'-t"_ A‘{ [ I'l:',,

.
(R

un polynome majosant pour la fonctlon f sur les m—1 pre-
miers points x. x,..,. %, . Deox cas pewvent se présenter.

I. Le polynomea (53] eat myjorant sarles m potnia (9] et alors
la proprigté est démontrée-

1l Le polysome [55] n'est pap majorant our les points (9).
Mouws avons alors

L, My W ey R Y,
Lz formute (3] nows montre goe
B Mgiiava Er Bayias B o L.

Je dis gue, dans ce cus, le polynome
Gl N T
<z maipranisar (9 Eq elfet, il sallit de demoatrer qu'il eal ma-

jorant sur les m—1 premiers polois (9. Compie tepant de [12)
&t (34), 1] est tascile d'obtentr la formule
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Ly X i X, i Em— )=
w0 X e X e — i [x]
+ (== —x) =) ctx—x Mrmieex 0,1 8,

gul démontee ln propriéie.

17, — Complétons eacore le théorime 14 Qo démenire
d'abord, somme plud bauot, le

TutoReir. 15— FPour faute fonction f, déiinie sur les points
(9, o m=nd-1>2 e pour pout B=12,..,,n=1, {un
an #eins des polunomes .

L {,1_'1,I:,......5!."*..1'3“.,-'1;“._ R TR ST P fix)
=12 o0 m—m

esi maforond,
Supposons mxn+ |oet

=|dr| 1.;‘='T"'I' 1|---1J:.|.=r1+'n_ !I l"".-\_f'ﬂ:m —:I'lrl-l.

Dans ce cas, ¢ o est peir. la condition 154) est verlfise
An contralrs, 5 est lmpait, anoune des conditions {53), {54}
a'est véelfiée. Nous avons donc le

Tutcetme 17. — Powar  loule Ffonchan ¥, définic znr feg m
{7 n-t1) polrfe (), & exisfe fnifpaura dn moing un polynome de
Laogrange muaforant de degrd pofr n (> 0) el evanf n peints
conséeutils quelconguer de Ia safle Xy, 3, - 1o, X, COMMe Aogids.
La proprielé p'esl pax vrale pour n fmpair,

Prenons eneore n impalr > 1, m > p+1 et

=l de==r G=r-hl ., =rtn=2"2r< ar—n+L.

La eomdition (33} est alors weriiiés el comple tenant des
pasmltals précédents, noos pouvoend éroocer le

Taeonrme 18, — Pour fomle fonchion f, définie sur las
miza+ 1l poimds (9), i exisie au moins o polvrome
de Lagronge wmajorani d2 degrd n > 1 #f ayenf n =1 noeuds
consdeatifa £, X, ave0n X, donnés guelcongues. Lo propridfe
eel praie pour tout entier v sl on convient de poser X, =x, pour
f sy [0 m).

18, = Proposons-nous  de chercher la conditlon pour gue
le polvaome de Legrange '
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{-Eﬁr LrI..IH,H...I,.“:Fi.T]. Iirﬁ;m-—-i}.

ayani comme noedds atl polnts censboutifa de Ja auite (O,
poit, sajoranl pour la foastion £ Daprés (495 pour cels {l
fanl et i sebiit que Von-pit

I:_-I-}'u"l[xr. .-':I st .J.'l,”,:l.'.',ﬂ-_:{l, i'_—'l_g‘_“lr_ I-
[1'...-"2,,_,......!.'r_,h,.'fl;l‘]=_f|}_ (ol o 05 O B e SRR B

{57)

Ces conditions peuvent encore s'dcrlre, compie tenant de
la formale de récurrence (121 ¢l ¢n faisant nsmge des nota-
tions (1],

ot R [ S SENIVES SEMIRRCSGRL JARCES L 1R O o e U o
X exs e X fl=A0 S0 d=rd i ra i

S| nows supposons madntenant 1 pale =0, et &l nous dé-
términons r de maniére goe

{58} A7 [y =max LAY

nong voyont odoe les inedelités (37) sont doujomrs vErifides
Mone avonsz donc le

Tuponiwe 19, — 8 n =0 o8l pair, pour foute Foncifon f,
définte sur les oe (> a1 poinis (9, lun ou soins dex poly
nomes dy Logrange [358) esl reajoran'.

Draiflewurs; o¥ nest qu'naz partie du thzarems 11

19. — Cherchons mainfennnt la condifion ponr que fons
les polynomes. [36] soden! madjorents. Les inégalites [57) nons
montrenl que posir qu'il en soif glnsi, il feut goe Von i, en
parficulier;

1% &1 ‘n est pair,

— & f=0 r=243 ...m=m,
AL A= k=12 .om—n=1

Aml

done {a fonetion dodt éire polinostiole d'ordre n.
24, 8l n et impair,

J‘_L.J{'F.h-_ul P=I-3|l!r|m-ﬂ."l

et la forclion deit dire non-congéxe d'ordre n.



L TIEERE] POPOVICIT

Il est faclle de volr que cez conditlons sent anssf aufli-
gsantes et nous poovons done époncer le

Taponint 20, — Pour  gue lez palynomes de Lagrange [56)
guient fous mofjoranls pour la fonctien ¥, H faul ef il saffit gue
ceifp foncifon so

1% Polynamiaie Fordre n pogr n pair.

2% Non-conpexe d'ordre n pour # impair.

Réciproguemenl «'aillenrs, la proprieié de majoration
de tous les polynomes |55 est, souz upe autre forme, la défi-,
nitloa méma de I8 nan-coavesité dordre n st o est impair et
poe forme de la détinition de la non-concavité ot de ia nons
convexité simullanées, done de fa polypomdalité d'ordre n sin
est pair. Cecd résnlte de linterpréfation 4 laide des poly-
nomes de Lagrange de fa définition des fonelions d'ordre n
el dao théoreme 3.

On peut maintenant compléfer le théoréme 17, pour n
impair, de'la maniere spivanle

Tutcerme 21.—Sf n est impatr, pour gu'il exisle des poly-
nomes de Lograngs majorands de degré n el avanf comme noeuds
n poinfs donnds censécmtifs goeleongues de la swuite (9); f Ffaul
el i soffil gue la forclion ¢ soi non-convere d'ordre mosur ls
poinds (9%

La eondition est suffisanle d'apréz le théoréme 20. Pour
vodr gu'elle esl apssi nécessaire, nous devons écrire les condi-
tions de compafibilite des syelémes (52) correspendants. Ces
conditinng sanl,

max R e K un i T

N R i
.l E[I:in J{_E"kll-ﬁ"..||F"‘'l"I'-J'-u--ll"r.l:"r']}
ST [

r=ad 3, ... W A
En particulier, aous devins avoir
A=A =0x, ~x  JACUAE,

el

r=3a3,....m-n,

ce qul démontre I3 propriéie.

20. —Enfin, examinoia oo peu les polynomes de Lagrange
majorants de degré n des fonctions d'ordre 5.

[Vinégalité (49} nous montre que nous avons le

Tutorineg 28 = Poor gue le polyorme ([48) seil majorant,
pour doutfe Foneifon nom-concave resp. non-condexe dordre o
[ 220} sur (9, & faut of i subtit qua Fon o
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' a1
@ gt p=01e0 [251].
TS,
(h[l} fn-r.iqlni-l-‘ll"=.|‘ ":ﬂ.‘l..-ll[%].l

¢n ggpposomt £, =10, ;, . =m+1,

Si fa fonclion esi congexe resp. concewe o'wrdre nosuor (9]
Ieg polynomas ainsi déferminés sont les senls polynomes de La-
Fronge moyeranis de degee n,

Ea elfel, poar une fonction convexe regp, concave d ordre
n lae conditions (49 deviennent

W=dili=agle i li=1,, J <<, vesp. =1},
P ’IJ~ o F=01,. 0 w1

et oo trouve {39} ¢l |60 respectivement.

Le nombre minimum des palynomes de Lagraoge majos
rants de degré m pour wne lonclion nog-concave o0 Don-

convexe o'ordre m e:l égal au sombre des soluons du sys-
teme diophastien (59) ou (606 2ovs hypothése

- ﬂ=il,-"'\-':-l|"\-:iqr{ll||+|_'i:|lu-|-r=m it

Lee nombrez se caleulent facilement. Désignoas-les par
Nt N respectvement, On frouve aisément les relations de

TECUTTERCE

d'od

Mous avone enzuble
I —h M =1 NErse Vet Nt pomia = pyap=)

en mottl en déduizonsz
[ ] r!-]
i — J

-

2l

M=

o
Il j‘l.ll."=
|
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On peut aussl se poser le probléme de déferminer le
nombre minimum des polynomes de Lagrande majorants de
dejiré n gue dolt edmettre toute fonction définie sur les m
podats {9), Ce nombre est < M daprée lo théoreme 22, Pour
ne=l 1} est évidemment ¢gal 4 1. Pour m>1 il résulte, des
résullats précédents, gue ce nombre ¢rofl indéiiniment avee m,
mais sa valeur exacte reste & éfre trouvée. Le méme probléme
penl &ire post pour & acmbre mislmum des polynomes de
Lagrange de degré dommé n qul sonf majoranis on minorants.
De ce qal préctde il résulie gqoe o2 nombre est égal 4 3
poor n=1et m> %L

21, — Dinterprétation géometrique des propriéiés étudiées
git trds simpls pour n=0, et popr =1,

Figurons les pointa représentatifs M ix,, fix]| par rapport
aux axes de cnordonnéee.

Si n==0, tout polynomsz de Lagrange de degré n est uoe
consiente, done représenié par une paraliéle & 'axe Oz, pass
gant par I'un des poiots M. L'exigtence d'un polynome de La-
grange majorant signific tout simplemeal que I fonclien atteint
gop maximom par {9). il ¥ &, en géneral, un seul polyaome de
Lageande majorant et degré 0. Le théoveme 20 2'appligue, mais
devient une proprigis hanale,

Il gst daillenrs presgue évident, aue, pour n guelcongue,
sl touz les polynomes de Lagrange de degré n sont majersnts,
li fonction est polynomiale dardre n, En effed il existe sire-
ment un polyneme de Lagrange minorspt. Ce polyoome doit
&tre suss majorant ¢ e fonetion coiscide done avec lod sur (%)

81 #=1, va polynome de Lagrange do degré n est re-
présenté par la droite joignant deux peints M. Le théoréme
d'existence 14 signifie gue lo systéme de points W aaomoine
une droite d'appul psssant par dedax polots et lelesant noa-
at=tdessus fous les autres polnts M. Plos exactemeat, 1l exisie

an moins une lelle drolte d'appei pessant par M, ¢l 2o molos
une pagsant par M. 1l =3t Iecile de voir que fous les cotés

dy plus pollt polygone convex: contenant 12z points M. repré-
sentent des polynomes de Ligrange de degré 1 mmjoranis sn
minorants pour la fonction £ Le théordme 20 = anssl noe intec-
préfation simple, I eignilic que fe polyfone M, M, ... M,
doit Eize coavexe, les poicls M, étant noo-au-dessns de la

dirodbe. A, M.-\..‘
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£ 4
Sar les polynomes de Lagrange des fonctions d'ordre n,

22— ey résoltats du § précédent nous dédnizons la pre-
prigté sulvinte

Traronese 23, — Toute fonction non-négaitve ser g swite |9
a ot moing un polynome de Legrange o depré n qiieat aussi non-
nigalil zur fa suile 19).

Il snffit, ea afiet, de prendre un polypome majorant. On
voif que la propriéte resfe vesie si sn leu d'une fonction non-
négative nova prenons une fenclion positive el nows exifecns
I'existeare d'on palynome de Lageange positi

Mouws nuad proposons maintenant de pénéralizer cetle
proprigid ot de cheecher &, étant donsde una fonciion { nna-
concave dordre & sur la eoite ordonade {9 de mAZndi)
poiniz, on peel trouver uo polynome de Lagronge de degrén
gui soit muszl woo-concave d'ordre & ser (9.

Le théoréme 23 nona monire préclsément gque powr
k= — § la r@ponse-est tonjours affirmative. Nous verons, au
contraire. que poor k20 (f n'en est pas alnsk

Mous examinerons surtout des conditlins sous lesquelles
on pent affirmer qoe potir faude fonction mon-cogcave clorslre
kil existe an molas wn polvnome de Lagrange de degré n
nul goit aussd noe-concave dlordre & sur (9.

23, — Soit done F une fonction nos-concave dordre 5220
sur les m poinis (9,

Il estelair que sl n< &+ 1, towt polyncme de Lagrange de
degré n eat non-goncave (méme polynomiale si o= k] d'ordre
Logue (7], On wolt snssi go'll est inutlle d'ekaminer le cas
m==n -~ 1 pojequ'alors #l ¥ & ua seal polynome de Logronge
de degré n, oul colocide ser (9) aveo lo fonetion /el qui
et done, évidemment. non-concave dlordes & sar 190

Supposon: dono que n >k + 1, mZn-- 1.

Le théordme 11 permet d'iscocer In propelétéd suivanle

Theceamy 24, — S0 0 83 on enbtier = kL1 o e porie
différente nuec b el &1 la foncllon £ est non-consave dordre k
sar fesm>= n+1 poirts |9, d existe an moins on polvieme de
Lagrange de degré a gui soif cussi mon-canceve dordre k sor
log pofure 190

En effet, sl r eal déterminé par = condition (584 Ia
tonsllion
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"Fr.rr'=L'1r1-':r.| IR i - o f'.r] T f':l

est nop-concave dordre & aur [9L En applijuant le théoréme &
on vodt gre

o o A R T R P

esl aussl nop-copcawe d'ordre k& sur les polais {90

Elexigtance d'am moins un polynome de Lagrange de de-
fgré n et non-concave d'ordre & est donc démonirée poor
IR e SR

24. — Nous alloos constrnire malnfensnt un exemple qui
nows démontrers que pour n=4f + I, k44, (k=0 i ne.
xiste pas {oufours de pelynonws de Lagrange de degré n el
monwconcotes dordre & sur les poinis [9).

Mous atluua dooe supposer n= &+ 2, n de méme parite
aves B et meznt 3

Comme saite (9] novs allons choisir la suivante

&l r=-—1 Ir=ff ] A s i | U
B ey, iy YT,
on 4 est un sombre positif. Les polots do la forme x, avec
17n+ 1 Fdcrlvent x w | — 1) & + B, lea B étaat indépendants
de & Mot avens done =0 <8 Lol =1,
Considérons |& polynome de rleg:é n, Plx], quni est anl

aux points x, *,.., X, ¢t goi prend la walenr (—1}*" ao
polat x; ot la valewr posliive b au poinl x_. Nous avons

(B3} P =2kl - n=1 MBI —1h4 10— i]x H(1 bl in — 12+1)
| [..- —l“’a.ﬂ F1]-- l"—fﬂ'-l-ljfn—h--il

Ce polynome precd la valeur
(—81% fa— 1A 411 4 b

Pl = T R T S T I e Y
ag polnt x, ' et nous avens
Hm Pizgd={=1P""{15b}
G ]

Mous allons démonirer que poor 2 asser grand le poly-
ngme Fix) n'est certainemnent pss son-concave d'ordre & sur
1) Pour-a=02, co qul exige §==0, 1l o'y 4 pas de [ectewss de fa
ferme (&4 1, Cetle remarque a"sppllgne aossiples Lokn-
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{61). Pour cela §l gaffit de démontrer que la diflérence divi-
sée Al | Fl, of nous faisons tiage de la nelation (16), est né-
gative sl A est assez grand. Ua calenl simple, basé sur In for-
mule [11], nonz montre que
. S | | bk - SRS GRR g Wl o L3
A PV S | S R YU

et nous en dédolsons

Jim HAL Py == <0,
d'oit rémilte notre propriete.
Metions epcore en évidence une aulre propriéfé do po-
lynome Flx).
Solent 354 < CLC ], AFISHE i< fi, S,
1=r< k1 et considérons le polyncme

e rI:l s
Qzl =0+ 125+ 1., (n=T a4 1) (= 1243 iy TRy

Nous nous proposons d'étedier la différence divisée, gui,
d'aprée la formaule {14, s'éoril

l-'1'-r'|":""-'1 <k "r.'.i:--l- = Gix.l:lﬁ'.‘.'ﬁ.ff" 1R |]-'4-.-- o i Q‘;:EL-'_U'
pottr A trés grand. Nous avons
e
Qla—Lhtsl= X dnridihg 4B
=

i A, B sont des polynomes de degré { en x, Indépendants de
siuetded, Ona, d'nilltura B, =0, B =04, ., 6 =0l ausi
A, ==0 loreque 4, -

Nom: en riédu::um le femme sulvant

Lemse 1. — 8 3 =lie 2 e Skl ndt 25 f <l fy il
ol fo e S 1SRt 1) la lmile

[fm J"[ b Fpgeenern X £ £ ix)

ML B .rt-ut-l:_;-l:l”,];—;-ljul[“x_.;gl_r'
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exisie ol est de I forme ba, mi & est un nombre indépendant
de b,

25. — Deéfinissons maintenant la fonction £ sur les points
{6t} de la maniére suivante

-‘m] ﬂ:_‘.lfgl-:"nl f1x||.|=P[:!'|. i=r|3|‘!.|1-1 i,

oit Plz] est le polynome [63).

Cette fonction est non-concave d'ordse b sur les polots
{61} En effet, d'apriv lea théottmes 4 gt 9, efle esl non—noncave
d'ordre haur les pointsxy, x,, ..o %, Nowsavonsdonc &L, (f1 20,
i=34,....m=k=). De plas, nons avons A7  [fl=0 et

I e L'l_]h_“xfl‘ — - _]; .
S = @R N (BT T R IR T —
ce gid démonire la propeiéfs,

Mous allons démonirer qu'on pedt choisle le nombre po-
gitif & lel gque pour & azsez grand, la fonclion [ n'alt avcun
polynome da Lagrange de degré n qui zoit aussi non-concave
d'ordre &k sur [61]

Pour les polynomes de Lagrange qui a'ant pas le point =,
comme noend il eal elair qu'lls pe peuven! &ire nos-concaves
d'ordre & Cee polymomes ooineldeni, sn eflet, avee le poly-
nome Fiz}, pur sulte de la définition de la lonetloa £

Considérons mainfenint un polypome de Lagrange qui o
le point x; comme noend mafz gui n's pas le polnt x, comme
noend. Un el polynome est de ln forme

Lix]= L%, 7, % yors ¥, Xp Xy venin k. iflx)

[ﬁ"]] E;Ef{:fa{‘IL{EFE::"ITI" "+Ei—:jld:-':-|i={:”.{fu-rqé.m!'
r==f,...,n=1".
Nouz trouvons facilement
Lixi=Fix} +

(=1} Pix,) gr—x,l] II—I___‘]...[I—I;}”I _'x.',ux'xa'.l“'ilr_“'m-,

:I-.I;1.1 ¥ JIII- .f|;r .rr.. -nl-'l.'-r

[T

ii 1} Pase ¥ =0 &l a'y & duren ueecd ¥ avep 3215 a4 L Une re-

mardgae snalojue s appligee aussl plos Todm
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MNous allons chercher & préciser le signe de la diliérence
divisée A7 IL]. Nous trouvons d'abord

Hm L{x]={=1]"8,
Ay B

1&5] Lt:’:'““,
Sy U PSS B S B i

i = !
1_:?.,_. s b= Ll — 3G - EJ...[er—z;” Bl
B == 7 - 1
Moms avons mainteneot
o o
; i Pegorlified o fee ik AN o i}{*ﬁ"m'
o LT Rl W T S B T *k!;t_a:* 1 ey
qul, d'apres (65, nous donne
tim J"-“:..‘qu—fi'{ﬂ.

b

Il an pdzulte gue pour 3 aszsex grand les polvoomes 64)
ae sont certainement pas won-copcdves d'ordre kB osur les
points (61

il nows reste & exgminer les polynomes de Lagrange
qui ont lea deox polnis x, x, comme noeuds, Un tel polynome

est de la forme
A I XX v BT : Flxh,

lmi aifl {f_'{'”-’-f f-:" 4 I' n-l-z-.c..:-}l 1:1'::'::-1" '-:j.l-r-i-.\-;mr

r=0t.om0=1
@t nons frotvons faclledsent
Lixy="lx) +

(=1 Pl x = 2 He—x Jix—x Voo fr—x Ve—ig ) (x—2 Vo de—ng. 4

fe—F=d

X X
&y

'l' [ r-t'_l :rl'l :t_l;:.-.|.'f

en désigmant maintesant par L (x) le polynome [66).
Pour I'étede des polyoomea (66} nous allons distiegaer
= plusleuwrs cas,
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L. Supposons r<n—2 Considérons un point X, avec
3Li~znt 1 et gul ne coincide pus avee |'an der polots
e T T Un tel poinl existe certainement. Soit elocs la

différence divizée

[x, x X, ...x_‘.:'cj'.::a-“.....r_,!_“J]i]:.

o & —min (&7l 'l.".alin ditlérence divisée asl, daprés la for-
mule (13}, la =omme dos diblérences divisses

Lixh
i67) II'I'L"‘:':."'"'t"*:l.x—x,.'“:“x'l""::_‘I-ft' l].
1 A
Lz}
Ol e S P e TESr PR e |

La différence divizée (67] esl égale &
b Me—x el =X, M=% ) —x )l -z )

Malz, poos avons

Hm L{xi} {:—u—lj" G L L A Lt # U
A—sia ) (PR U P T Py s R i

el nons en déduizons

Lixt

lim .1"[1-.:,,1-| AR — ]
R | i ' 5 [J:_IJI]!I—I,.II-..[J.‘- _Ill.k_}a| I

=={1+bIE,
i1
I i . e N1 o AT
[A=11"= lf = 21 =2) .. 0T, Elli—nllr""”I |1'—I|
Dans 1a dlilérence divisée (68) L (x) paut étre remplace
par Pix} et le lemme 1 nous donne

i N A
S dma 1-wa r 11' .!!1”].'—-\' 'll‘—l"!hl ‘I—I_rll

=hx

ol = ¢35t up nombre indépendant de b.
Finalement donc nous avens
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(i) J.-l.!-"}m A By X e X T i Xy, L == (140} +ba

Dizcgions maintenant le résoltal obtenu.

li. 8 mn2>2 § >3 nous pouvens prendrs 7— 3 ol on
volt que fr nombre {69} est positif. La formale [V0) nows montre
glorz que «f A0 est chold suffizamment pefit et L dases
grand, lz polynome [66) n'est certalnoment pas non-conceve
d'ordre B snr lez pointe (1), Ce cas contlentie cng T T

Lo 8 1< r=n—3, i,=3 (ca cus exige n> 1), cous pou-
vord encore cholsir 7 de manlire que (< Huus a4¥Ons ©o-
core (70 Le nombre (£9) est non nul, maiz peut étre posit
ou négatil. Danz ce cas nous éfablissons, exesclement comme
plos haut, la formnle

{71} JIm A I:r,.,,a;-J Xppovon Xy T v ¥

o i &

L]-=— {1 =k b} [ =5 ba'
0

fi—a— )ttt I G —). =) i—i;
(m—ipr= oV =3 —=2h o, =2 =) i —L) .. -H i—m—}

pr= fi.
Len mombres & et ' sonl donc non ouls et de signes con-

traires. De (700 el (T1) nows voyons encore qu'om peut chodelr

b asrez petit et X asser grand poor que le polynome (66) con-

sidéré me soit pas mon-concave d'ordre 2 wor les peints (61).
I St re=n—2, n =2, {,_,~n+1. Dang ¢z carla formule

{70} est encore valable avee =0, donné par [a formule (69

Nous avons $=F§, Considérone la différence divisie

F{x)

(=20 {2, _Il._} Ly — .tr-'_:l B i o ';'-l:r -

|='.*--’-‘rIr|rfr, IPRTRE L=

Mons en dédulsons

{72 e 3Lt o 20 22000 %, (L) =—(14+-8) B,
e A
o

w__doni—1
Bl ol

Les formules (70), (T2} nows montrent encore gue le poly-
nome (G6) ne peut &fré non-concave d'ordee & s b est agcer
petit et & asser grand,

Anne Se. Untp. Jasayp T XXV 1
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II. Coneidérons malntenant le cos r=n—2, i, _,=n, dona
le polynome
(13) Lizsy=Lilzxaxixyivea . 2:f |z at2<j<m.
Mous trouvons x
,a,l!,".'u_-‘l"““"}=“+b}ﬁ' j_llfe_“”':f}m“f‘

51 mous remarqmons qbe
ix‘l‘i‘-l' 't."-u'!-'!""' X1 FI..IrLI=
'L'Ii'tln'h.b

Ix‘“"- I‘l'-'-"'l]'iiﬂ--l._ :u-.'r- l1' 1 :r-r-l-:_'[u'.{'l'.h-'l.-xfl:l I

===

'y L{Il,l:l
l 1':l'-.l_ xll'-ﬂ" IJE'rr_:llr 1rI] * “‘xf_xrri-a" :

nafs Irouvons

; . 1
l_l;].'lr?_'% l"I'll'l"tu—F-Ir"’rr-!-i-i.’""" I||-|-I! I.-1 Il]=- F -c:-ﬂl

ce qui monlve gone pour 4 assez grand le polynome (73) plest
pas aon-concave dordre & sur [ea points [61):
Ce résulisl est walable atssl pour n=2 On a alors
k=0 re=i et
Hm  [x, x; L] =—1.
']I—}-l-!.l

Ifl. Finalemsnt, conzidérons le polynome
(74 v { o= e e ekt S

Monz avons
Elx =1

et nous dédulsons
|

= — < 1
(1231 . AR 1)
Le polynome (74) n'est domc pes non-concave dordre B

sur (61},
MNous avons étadlé de cette facon tous les polynomes de

X L wEul==—

l:u—\l +0" Aoy _bpmprires
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Lagrange de degré n de la foncilon (63) et nows pouvaons
eponcer la propriete suivente

Tugemine 5. -— 8f e mombra pogitif b esf seses pelil of la
nombre posttif L ogsez grand, la fonelion [63), non-comcare
d'ordre k20 sur e m = a4 2 poinis [61), n'c epam polyneme
de Logrange de degrdn = k-3 qui golt gussl non-concare d'ordre
k sur les poinis (61), pourve gue n soif de méme pariié avec k.

- 2. — 5l noet kosont de méme parité, l'existence d'au

moins #n polyaome de Lagrange de degré n et non-concave
dordre & {=0) dépend son seplement de Ia fonction f aup-~
‘posée non-concave dordre &, mals anssl de Ia disicibution
des polnts |9).

MNous allons résoudre complétement le probléme dans le
coy e plus simpie gul est n==t+2, = n+2=k+4. |l exizie
alora k+4 polvnome:s de Lagrange de degré n,

L E¥F=L R, Xacea; -t;_._,:r_,......fhlifix}, i=12,. . ,k+4,

et nous devons étudier le signe des irols différences divisbes
d'ordre k41,

A0 A g AR, (L)

en falsant toajours usade de la nofation {16k
Compte tenant de ls formule {33), nous trouvons

lil-l 1[L|}EJL 2] {"}_{Ifﬂ_ .T: z qh Err_ xl, " .] J‘LJ ¥ E.f.:l
Ap bRy =44, (i —lx—x )l - =z, J AL ()
AL LL)Y=4&; W) —{e— 2 ) (x—x )4 | if}

Les nombres
& l=a, AL (f)=b, AL ({fl=x,

zanl, per hypothése, non negatifs.
La formulé [12) permet d'ecrire

i_x*,, :|.'H:—|i:Jh P o --\‘i-—I|}b-rfI1”-I|'ir
E#.l i :].}["Tn' " rﬁ:}{tﬁﬂ -‘.|J

Lalfl=

el nows dédulzons
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By a =l Ixi_:l”"".h i o —X,—%d —
hEI“ 5 I_x.li!'tﬁ ¥ :_'TI" rIﬂ., '-i| l‘-l'.'+
% ‘Ii T'_xl"l ‘II"-‘-I_"‘-JI‘ [',;-I-u | "la'."-l-i ey 't:" -':Ibl!'

AL = o

iy Hxy, - r:"tlxr\-"‘—jl'

‘:"'.-_:‘il:r I.'rﬂ"i--l-'xrl Ht‘_:_ _—xa'ﬂ-l-f.‘.t‘ + 1 _:':F"'*J +
2 » [IEJ: II_I'-'IaI.'rrJ-—'TlJtI.'« 4 i_ Ti‘"l+
T4 ‘J'- J_-l_j:lrix. _IIHI:'_ x_i‘l E'

.:I.l L‘ —_— & - 'E. =
b e fag. . —xilix,  —2)ix. —x,)

(75 !

[, —xllxe,, ~x)x,, tr—x—xl—
=i = mMe =], —xglat

4+ b~ M= xeb g i o —Xg— 230

&l Y -
#-lli-l [I_,:_::—IJJ [:ﬂ-“_:gr[x;__;'_'ld

Nove avens d'abord
A LIZ0, je=13... k4
Nous avons anssi
Ay (L, ==AL [L, ==&l L,
al, =45, 1L =4], (h=0,

et on waoll quoe les suites

(76} B A L AR RS R
lnl' i;.:[Lklr li::+|||!-;~_]rl LR _,J”_I I.Il_l__ulr J:_”IL_E_‘L

sonl moroiones
Il n'y & pas Hew d'examiner le cas &), , (fI=0, car alors

la fonction est polynomiale d'ordre &4+2 sur la suite 19 of
tous les polynomes L {x]) coincldent avec £ §i AL, (fi==0, on

T4 i

voit facilement gue la solte (76) est crolsante resp. déernis.
sante et la suite {77) esl décroissante resp. erpesanie sulvant
que A, (F] est positif resp. négatil.

Voyoms mainfenant dans gquels ces pent-on frouver une
fonetlon f n'ayant avewn polynome de Lagrange de degre 252
gui soit non-concave d'ordre b sur les &+ 4 poinis considérés?

Soil d'sbord E=0, Il en résulte que‘la condifion néces-
mire et suffisante cherchiée est la compalibilité du sysiéme
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MLV <0 &)<

dans les Inconnoes non-négatives a, b, c. En définiiive donela
compatlbilile du systéme
oty EEa ez
- -+ -n=xlo+lx—x ) 2, —sic >
> A xg=xal iy Fxy—xy — 2 b,
ri—rdlxy=—xwla—lz—nlix+n-n=xje >
o ley— ey ey — 2= 2 ) b,
La condition cherchée est
fe=—x ) [ =)l —ay F —{ =2 [ lmy—y ey - —x )t > O

Le premier membre est divisible psr x,—x ¢t nous
trouvons

‘ta_ 1.:rj:l_'al:"‘:.:---’!.';] [x‘i o T,HI_| _:—i.l = i!':. —I|I |.I|_ r].l ‘II_IJ_:-I:—:IJ -:}ﬂ
d'oi, enfin,

s - - ’_ ———
181 sz lla—-cfila=ni+ |n—x]x - x"

Nous pouvons done énoncer les propriélés snivantes

Treoutsr 26.— Lo condifion necessdlre el suffisanfe pour
qu'il existe une fonefion non-décroissante sur les guatre poimts
ordonmds ¥, %, %, ¥, @ naven! ausun pelvnome de Laogrange
de degri 2 gui soif qusst non-decroiszand sar ces poinfs, et
que Cinépalité [78) soil vérifice,

Tutonine 27, — Si los poinfs ordonnés x,, o, %, x, vérifient
V'inégalité

] a -

39 w— xS Pl =) =) + i —x ) o — =)

fnnte fonelion non-décroissanie sar ces pofnts a on meing on
polymome de Lagrange de degré 2 qui est auesi non-décroissant
gUr CcoR Mimes. poinis;

L'indgalité (79 este vérifide, en particuler, el les points
¥, x5, % sont egaidistents. 51 la distelbwlion des points x,
Xp, X3, %y est symalrique nous poavone prendre, smns restreindre
la genéralité, xj——F x, =0, x;==}, x, =11 el Pinégalité
(T8} deslent X = 32.

21, — Supposors malntenanl 272> 0, Daprés les résultats
du Nr. précédent, la condition nécessaire et suiflsante pour
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gquil exlste mae foaction n'ayant ancnn polynome de Lagrange
de defré £+2 et mon-goncave dordre & est qo'il existe un
{adice ¢ tel gue 2SI k42 el el que le systime

EYech, AL G Ee

.H-I-I.

soft eampallble dang les Inconnues non-aédatives o, b, c
Cotte condition de compatibillié séorit, sprés caleuls falts,

E‘.Hﬂ} 1.""'.:1-"_':E|||ll'-":.-rl-:‘:’:'lr."zl'i-|""'x.-3_
_I:Ir_ Il.".xk it £, |i i.Ii- s ,'—.3;': -a-iI A II_I— :".l r ::'ﬂ'
Mons en déduisons le
Tuecusme 28, — Si les k-4 points ordonnés 2, %5, 0 %,
wérifignt los inégalilés
(81 (%), . — =, —=xMx,  —2]—
SIE A R EE N 00 [ IR L e T S 1
(=230, k42
toute fonction nen-congove d'ordre & sur ees poinls @ oo moing
un polynome de Lopronge de degrée k42 qui e8! qussi non-
comcave. d'rrdre kb osur ces mimes points.

Par exemple, considérons la suite de points {61 pour
n==h |3, m=kid done les polnts (2 > 0],

(§2] =, = —1, F=[i-2% i=23 .., 813, x, =[k+1A+1

Lo conditipe B0} deviend
BM = (R B—d [7= 1) % = ([—2ht1) (B-D—1 A1) 2R 304:1) >0,
Mais,
B al—6,,, M=24+3 210 b+ 1 A0 ER)=4, (4

et il réoulte donc gue, sf ) virlife Uintgalite

{83} & [*) = 0,

on peut trouver une fenction f non-concave d'ordre & sur les

polats (82) et n'aysnt aucan polynome de Lagrange de degré

k-2 non-coacave d'ordre & sur ces points. Une discussion

almph nons moatre gue (82) est équhalsn! A 4,00 A, est
la racine pesitive de 1'équation en X,

BB =R n kRN = kLY -2 =0,
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Pour £=0, on g 2h+1< 3y < 2842

On peul encore volr goe les inégaiites (61} soni vériflées
gl les polots x, sont dgeidistants

28, —Dans le cas n=Ek+2, ot méme poor M. =8-F3 goel-
conque, on peul trailer aviremeni nolre probléme.

Démontrons d'abord le

Levwe & — Ponr qur le polynome Pix) de degré k42 soft
man=concare d'ordre E zir les poinfs  ordomnds (91, 8 Fout of 1]
suffit gue Don ail

{34| AL (B20, AN-ELiPIZQ,

La démonstration est trés simple. Les inégaliiés sont évi-

demment nécessdires. Montrons qu'elles sont aussi suifisantes.
soit

Plxl =7, 2® 4o x40
ef, d'aprés (3) ek [B],

Jl-.-.'lpj b 7 l:r.+-‘-|| i1 Ju_" '+ .1'|., .

Nows en déduisons

H AW L Erg
1 i 1
S Tuvim 8 S8 APH (S x - F
= =
L ] Lal
iyt W
bt TER TRt

fai | Je=1

o Jamsr e

i 4 r= J=t
AP =

done 41, (P10, =23 ...,m~k—2; e¢ qol démonire fa pro-
priéte 'l

5t maintenant £ eat wne fonction non-concave d'ordre &

sur les m{ = k{-d} polalz ordonaés {9, novs pouvons gcrire;
en appligmant la lemme 2, leg coadilions pécessaires ef enifis
gantes pour gue l¢ polynocme

EAFlE, (1 Sh i iy )

L I’I‘!' ti-*q . rlrlt."t“!

1] Dros inégalibéaiBe] il mésulie de plus que novsarons [k oy 2+ =0
pioar x compris dang Vinfervalla

1 ﬂ.‘:'ll 1 T
[ii—:_" o e o

On ec dédzil gas le palvoome Pigl est oonscopeare d'exdre b dans
lulintF'rnlE.
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goil aussl non-concave d'ordre & sor (9L Compte tenant deas
formules (34), (13) et (3}, nous rouvons que les inégalites (34)
devienneznt

Ju-!_-.t P Y 1| ;
i Bl +{ R Y LR e )

L M |

L= o Vi

29.— Nous allone faire vne application des résuliats pre-
cédents, dans le cas E=10. Prenons alors

=1, =m ebod="1 < m,
Les inédalités (85} deviennent
= LIIrIn1 ﬂ_ |.f" -'-f—_.|”lr|| ;|.|1I.if] -:'_'ﬂi

B
': } ['TH :mi’I+‘II5._1_.I||'1I|.I‘11II|'r] ;.:'ﬂ,

51 none remarguens gue
fizd Ir x ] Fiz,)
iz —:r,l Ix X I .1': ,r“ [:l:, —xi )z == )

[2, 2,020 =

nous déduivens que les inégalités (86] expriment gue Fix} doit
étre comprls dans lntervalle ferme [0, b} oo

b, —x, )2 —2)

uf:.t—.ﬂ-p_ Ixill _.|'||III'I llrr;':|

L — I | Il+ "III-. r--. '-]
e e P R

x, . —X

e -

Nous pouvons supposer [z, £ ; 712> 0, ear silx,, 2, : (=0,
la foncton (supposée non-décroissante) se rédult nécessaire-
ment 4 une constante. On voit alors que

i+t 'h'g":-&:...l [ il R - 1.

Démontrons malntenant Ja propriété suivante
Tizoermr 29, — 51 Jex Indralités

187) g, b, I=23...m=2,

a;<_b,a.< a

gomi  idrifiees, foute Ffonelion nan-décroizsanie définie sur los
m=24 points ordonnés (9] a av molng un polynome de Lagrange
de degré 2 qui esl oussi aon-décroiesant sur les poinfs (9),

\.1! q+.
[_:__.t_-l_l_l,.,. x. ] { ! L lf;l Xy veasqgi; ,,_-'Is:fj-'_u'
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Montrons, en effet, cue l'nn an molse dez polynomes
Lix, x,2, 1 Fe)y 1=33,...m=1,

st nou-décroissant,

Dans le cas conlraire, il faudrall que fix) n'appariienna
pas & [a, %] el ceel powr é=2.3,...,m—1 Mais; compte te-
nant de la pon-décroissance de feldea,=F(x) b, ,=flz )
on woil qu'il fandradl slors que

FI:':-.J :':' b:‘- fl:.\.'"' ..j.! {‘: L R
Il existe dong deux indices comsdouliis 1, i-F1 tels gue
He) =By e, ) <o

qui, ¢n vertu de (B7), nons deuneralt filx, b= Fiz); ce qui

est sbsurde. La propriélé est donc démontrée,
Leg InBgaliles (87) penvent s'écrire

£, —xMlx,—x e, t2  —x —2]—

W ur—i
=z '-IIII A= xl.l [Il. + l._.':"-l-I {IH-'- _-I'J] ;:ﬂ.‘

rl'= 2'13.....?11—1-

Ces inégallles sonl vérifites, en particuller, sl les peints
x; sont équidistants, done

Tutomtue 3. — Toufe fonction mon-décroissante, définie sor
lex m>>4 points ordonmés el éguidistantz (%), @ ag moing wn
polyriome de Logrange de degré 2 gui est aussi non-dicroissant
sur lex poinis (9).

30— Pouor finle co § ot en revenantavecas & =0, remar-
quons die si onauppose les polnts X o Fpaea®,  donnés, les
inégalites (83 déterminent en général, wn intervalle muguel
doit. appartenir fi{x;). Les {ormuoles {13), (15), (L4} &t (7] per-
metient d'écrire

fix)
F TR I T L : N
iy S [x_.—TJ'-I;:"—:::J...III.—I,“_J
B+ 1
T O T S
g ¥ e [I‘—I"f'l[:‘_:":IHI"”[:F—I‘H:.

34 nous posons
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i.'r,—_t,[Hr,— :_f.._.] R xi—xlx.r M, X, . Fp—al

o, = Il-—-: I.r'-ﬂ-?_-‘.,--. lr|il_i'|r|+
a1
+E. | S5 PR F]:x,—qu11‘-1-,.‘_]...&,-.1.,}_.].
— F —_ e e P
b‘-_l_r' Ir'E’ I""" ‘I‘.xi 1rt+||[| IJ: -rl-l-:l:'&-p!:| i ;] i
i '|'—|.J-' [Ir-ll.rl.‘p-r-h:'-'-#‘“ Ly 7

Lw)
ool TP L K —xJIHJ:,—J:,‘] G .i.t,—:,_r_li.

[=i

i, pony simphifier,

Fora b ¥
ﬂ:cT-'E:I'I,. p=2 x, e X e
d=t g 1 =i 3

flx) doit appartenir & Fiotervelle fermé dextrémitéa o, b,
851 oous sopposona ) <t —k—I, i, .= E+2, Dous avons
f—m™0, ¢=@#>0eta, b sontblen des nombres finis. Ces

sowhees ront, d'atlleurs, délerminés pour tons les i=12, .., . m

et on a
ﬂ';-l.: E.'l.' L f!x;'.b- ‘II == 1.21 o ﬁ"l"?-

Remarguons encore que la fonmcHen aix) gui prend les
waleurs u. aux poinis . etla jonction b |%} qul proad lee valenrs

b, atx polats X, sont nom-concaves d'ordre k sur les points
(9;. En effel,

ke
l".:i.:l I‘;r L
'r.":'x"u"“"rn'.tu: al= i ['r'l' x’r"'""’:"hl-ti'rlém
N+
p G e o
m=] “.
[I|:|.IJ.="‘..' x".t1|' b]— —""—Ili- [xl|i "Erl Fv’£F|.'Fl-_ﬂ

§ 5.

Sur les polynomes de Lagrange des fonctions définies
dans un intervalle.

32, —MNoms allons eludier un peu les problémes traités
aux 58§ 3 ot 4 danz le cas od la foacton § n'est plos définie
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sur un nombre finl de polnts, mais dans un infervalle, Pour
fixer les idées nous supposerons gue f, Haie et uniforme, soit
définfe dans I'intervaile fiof et fermé |o, bj

Danos ces cay 1l est nécessalre de consldérer aussi des
diffarences divizées prises sur des polailz nen tons distinots et
des polynomes de Lagrange ayant des noends non fows dis-
tincta.

Lz dilteronce divises

[BE B e e e e e Ry e K X
Fy Fa F

ol r, points sont confondus aveo x; {=1L3d,...,8 est dordre
m=r+rt-o+r — et dobtlent par un passage 4 la limite
Elle fexprime encore soms ln forme d'on quotiest de denx
déterminania [F et V de la forme (6l M. E. Nawumn 1) remar-
gue d'ailleurs gue la difference divisée (BR| est égale A

I 4FI-F Frma—F =4

"rl = lry ---i“.-.“',.;" il n'...:,-; -_I_—n = .I.'.I‘.:l::-'_' I-fl-u 'T-'_'n-ul'i:ﬂ.

Cetle deifnibon cxige dunc exlstence powr ¥ de la. dé-
rivée d'ordre r,—1 su polnl X,
De la méme mankére on définille polynome de Lagrange ¥

L) Koo Xy XpeByuones Mg peneilip ¥, osey X, i 2)
- S
Fi L F

de degrén=r, +ry+-+r,—1, ayant des noeuds multiples. Le
noend x, est d'ordre r; de multipliclté (double, triple...; ete
gl r=23, ... cate.).
L'axistence d'um noend r'*™ am point x, exife encore que
la fonctlon solt {r,—1] fols dérivable en ce polnl.
Cn’démontra goe toutes les formules elablies poor fes dif-

férences divisees eb les polynomes de Legrande prls sur degz
points distincte g'Gfendent 4 oe-cas plus fénéral.

17 Vaoir 10s. gils: plus haol,

2¥ Cegt fe polynome de Lagrange-Hecmite: Powr pTus de défalls suw
ce palvaoma vole; M. B, Nisgrinm wlepparne gur fes . wieder d'!fl!erpn.n'nﬂun"-
Paris- 1520
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312, —Examinons maintenant le probleme des polyonomes
dé Lagrange majoranis. En général, i n'existe pas de tela
polynomes, mais

Triaeiue 3l.— Tonle fonefion sewmi-conlinge supéricprement
daons Uinfervalle [a, b} o ax mofre on pelynome de Logronge
majoroni de degre (L

C'ast une prapriété bansle. Elle exprime log! simplement
Ie it hlen copnu qu'see Fonclion semi-conflaue supérienre-
mant daps un iatersalle fini el fermé alteind son maximum
qui esi nécessairement fini.

Montroas malntepant goe . Uhypothize de |8 semi-conti-
auité supéeienre est encore sulfizante poor affirmer 'exisience
d'ay mains un polyoome de Lagrange majorant da degré 1,
dong démontrons le

Toeowran 33, — Toule “fonclion semi-continue supdrigire-
ment dans Fintervalfe [a, b] @ ar moins un poelynome de Li-
grange moferant de degré 1,

Consldéronz; en effel; la fonction

a:.t'-:—[.d‘— fixl,

ol & [ soul detix conelantes. Celte fonction st semisconiinue
{aféricurement, donc atteint =on minimom qui est find. Soil
pi, f] e minimum. Deax cas sont & considérer :

I Il exlste des valeuwrs de o fi telles que p [, )} soit
atieint endenx polats %, x, ¢ o, 8], au moins. Alors le polynome

Lixg a i fixlmm a4+ — iz, )

esf majoranl.

1. Le minfmmn juia, b est iowmjonrs aiteint en um seul
point. Nous savens alors qoe la fonciion 7 doit étre comeave
d'ordre 1| dans [ob] 7 Mails, une telle foactlon est coofinoe
dans [m,b] et a une dérlvée dans [o, 8], sanf pesi-8tre sur un
enzemble an pluz déaombrable. 1l existe donc un point
% ela b od la dérivée (x| existe. Le polynome

-
Y ATEE 'ri'-']

<zl alors mejoraat.

i Tmery Popoyicie . Dhvar remorgeesy gor fos fonelions rondases”,
Buil, 3¢l Acsd. Boumgine, 210, §5-45 (15355,
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33. — Nous ne savoos pes sl Ja gemi-continullé supérieure
suffit poor la généralisation du théoréme 32 an degré n
quelcongne. Mous allons démontrer 1z propriélé moins géné-
rale suivante

Theorene 33. — Towde fonclivn confinue ef wne fois diri-
wable dans [intervalle |a,b] @ eu moins an polynome de Lo-
grange majorant de depré n.

En elet, soil T,{x) le polynome de mellleare approxi-
mation de Tchebychell de dagre n el correspondant & In
fonction # dana Vindervalle [n b). T, est done le polymome

unique de degré n pour leguel le maximiam

184 max| f |=]—Fix]
HIS |

est le plos petit possble, Flx) étanl un polynome de degré n
Dédgrons par o le minimum de [89),

Nousz savone que la differeace T,—f prend alternati-
Hvement Jéa valenrs -£p én au molas n--2 points coaséentifs
de I'intecsalle {a.b] ‘). Le pelynome 7, -+ est mafperant peor
la fonetion £ Clest wa polynome de Lagrange de F. En
effet, la fooction T, -Fu—f attelnt son minimam 0 en au moins

i
In‘;}-} ints, 5i n est pair, 'vn au plos de ces polnts coin-

cide avec ¢ va b Si 0 est impair il se peut que deux de ces
points eoineident avee o ou b 51 n est fmpaie il 22 peot cue
denx de od2 points cofncidenl aven 2 ou b respeciivemenl,

mais alors le minimum est atteint en ac moins '1;—35 points. La
propriété cherchée en résulte si none remarquons gue tont
point lptériear de [a 8] 0@t T,+n=F cannulle, peut étre pris
comme noend double.

34, — Soit meintenant £ une fonction nom-négative dans
o, #. Dans lez cae élodiés pluz haot, Uexlsience d'aw moins
un polynome de Lagringe de degré n gui soit awesl nen-
négatil esi démontrie. Mais {1 nous semble qu'an peut obtealr
des résultatz plus complets, MNows nous bornerons icd & dé-
montrer [e

1} E. BoRey Lépons sur lox fonctfons de morfahlon risllos Paris, 100G,
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Tupoueme M. — Toote fonction nom-négotive dans [o, 8] @
au moing gn polvoome de Logrange de depré 2 gl est amssl
Fi0 = Hé gaaiif,

Pour la démonsration noos allons distingner froie casy

L flat =0, f{b)=0. Considérons alora les polynomes

{90y} Lla.b; flx)+ Alx=a)(z=b).

I existe une valewr 4, tella gue ponr A< A, le polynome
{30} reste non-nédutif dens [0,h]. Poor 4 — A, ce polynome
(90} o un zéro donble gui est un polnl Intérlenr x de [a, b,
&1 l'vn délermine A de maniére que (%0) premne la valeor
fMxd au polnt xy on n A = Ay, 1l en résulte que le polynome
Lio, b xe Flx) est non-négatif dans [a, &)

I, Flo)=sfi{b)=0. On wvoll facilemeni que le pobmome
Ll b, a i fi2) et non-négatil quel gue solf x, a U'Intérlenr de
la. b].

Ml Flay=0, Fib}>0. Considérons alors le polynome

{91} B glx—al

Sl existe un polat x; intérienr & [0.b] of la lonction
prend une valeur plos grande gue (e ‘polymome (91), le poly-
nome L (o, b, x, ¢t Aix)} est non-négatif dams [oub). 8i Ton a

o
iz Sy s

tx—alf, xela b,

an’ voll immédiatement gue la dérivée Flg) au polnt a existe
el el nolle, Dens e cas le polyoome (91} peul s'écrire
Lo a.bifx) ei est évidemmenl noo-négatif dans [a, &)

Les concluslons sout anslogues s1 e} =0, £(b=10.

Le theoréme 4 el vral, évidemment, pour le degré 1
Pour le degré 1 oo voil gne le polynome Li{a, b1z} zat non-
négatit dans [a, b).

35, = Pour [inir nons donnerons une propriété des poly-
nomes de Lagrange des {onctions noo-conecaves dordre & dans
un cas trés partieulier.

Suppogons F aon-concave d'ordre ket ndmeltant une déel-
vee continue d'ardre n dans [a, b]. Nous supposems n>k{-2
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et de parité différente avec & Soit x, un point ol fet{x) af=
teint =on maximom et considérons alers le polyaome de
Lagrange

L{J:}—LI:I“ il Iulrr}_?{'_l::lru}’ £ {xah,

]
mal

Je dis-que le polyoome Lix] esl mon-concave dlordes &
dung |o, ), Tl suffit pour cela de démomtrer que ez dérivée
d'ordre k+1 est non-négative danz |o; ). Nouz avons

'.,1 tx :x.;]-' fis

.—n

th-llix:' -'h:xu.h

Maiz, la formule de Tavlor nons donne

- B=l

R ‘ E-'____A“} i Y LE St O ”
FUR b ) = i a l:'ﬂ'll+|: o l}lﬂ {&

=

elanl un nombré compris entre X et X
Nous avons donc

Llesibx) =L ["""[J;J o LR ) R e

r-:': T :l.n]
[m—k=1]1

d'odl résilte ln propriété.

Fivnlement done

Tetoniie 35. — 51 a ¢st do poriie differenie aree b, lonfe
fonciion non-concave dordre & ef odmeftant une déciode n™°
coniinze dans [a,b], @ ou moins un polynoms de Logronge de
degré nm gl est aossi non-concoce d'ordre b dons [2, 5]

Remargoons, d'aillenrs, que pour une fonctlon ayant une
dévivée ™ contimoe quelconque, Ia différence L{x}=—F{x) est
ung fenction non-concave d'ordre & dans [a, 5] si, bien entendu,
& ¢l n sont de méme parite;

[-I’"" EFRSS et PRI i =

Mags 1043
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