




Nous etabHssons les conditions necessaires et suliisantes 
pour qu'un polynome de Lagrange, attache a un groupe donne, 
de points de E, soft maiorant pour la-Ionction f. Nous en 
deduisons, pour toute fonction f, l 'existence d'au moins un 

· polynome de Lagrange majorant de degre donne. 
En supposant toujours E fini, au § 4 nous cherchons Si 

une Ionction non-concave d'ordre k peut admettre un poly­ 
nome de Lagrange de degre donne n qui soit aussl non-con­ 
ca ve d'ordre k sur E. Pour k=-1, done pour le cas de la 
non-negatlvite, la reponse, toujours affirmative, est une conse­ 
quence des resultats du § 3. II n'en est plus ainsi pour k~O. 
Dans ce cas, si k et n sont de parites diiferentes H existe 

P(x)>f(x). x€E. 

Considerons une fonction f = f (x}, reelle, de Ia variable 
reelle x, definie sur un ensemble Iineaire E. A tout groupe 
de n-l- 1 points de E on peut attacher le polynome de La­ 
grange pour la fonction f, done le polynome de degre minimum 
qui prend les memes valeurs que cette fonction aux points 
consideres. 

En supposant E fini, au § 3 nous etudions le probleme 
des polynomes de Lagrange qui sont maiorants (ou minorants) 
pour la fonction I, Un polynome P(x} est majorant pour la 
fonction f (x) si on a 
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1) Pour plus de details et les demonstrations, voir mes travaux an" 
terieurs. En particulier: ,.Sur quelques proprietes des Ionctions d'une cu 
de deu» variables reell es", Mathematica, 8, 1-85 (1934) et .Jmroductton a 
la iheorie des differences diuisees... Bull, Math. Soc. Roumaine des Sci., 
42, 65-78 [1941) 

La difference diuisee de la fonction f sur les points ( 1) 

est cornpletement caracterisee par les trois proprietes suivantes 
I. Elle est une Ionctionnelle lineaire de f. 
IL Elle est nulle pour les Ionctions f = 1, x, x2, ••• , x"- 1• 

III. Elle est egale a l pour la fonction f = x", 
La propriefe I signifie que la difference divisee est de 

la forme 

(1) 

1. - Nous allons considerer uniquement des Ionctions 
reelles, uniformes et finies de la variable reelle x. 

Soit f = f (x) une telle fonction, delinie sur les n + 1 
points distincts 

Quelques- proprfetes et formules preliminaires 1). 

I § 1. 

• 

toujours au moins un polynome de La~range de degre n qui 
soit aussi non-concave d'ordre k sur E. Mais, si k et n soot 
de rneme parite, nous demontrons par un exemple que la pro­ 
priete peut ne pas etre vraie. Dans ce dernier cas le probleme 
de l'existence depend non seulement de la 'fonctlon i mais 
aussl de la distribution des points de E. Nous terminons ce 
§ par l'etude plus detaillee de quelques cas particuliers simples. 

Dans le § 5 nous disoos quelques mots sur les problemes 
traites aux §§ 3 et 4 dans le cas ou E est un intervalle fini 
et Ierme. Ce cas est assez different du precedent, done de 
celui ou E est fini. Nous nous hornons d'ailleurs de donner 
seulement quelques indications sur ces problemes. 

Dans .le § 1 nous rappelons quelques definitions et for­ 
mules bien conoues et dans le § 2 nous donnons quelques 
nouvelles proprietes qui sont utiiisees plus loin. 

Les problemes que nous nous posons dans ce travail en 
soulevent bien d'autres, Nous esperons que les cas simples, 
qui soot d'allleurs aussi les plus faciles, que -nous avons ex· 
poses, suffisent pour montrer l'interet de ces questions . 
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-est le determinant de Vandermonde des nombres xl. 

La formule (3) peut se completer par Ies suivantes, cor­ 
zespondantes aux valeurs -1 et n+ 1 de r, 

Jr+ 1 n+ L 

=.TI (x,-x)= .11 (x .. -x,._1)(x,-x,_1) ... (x,-x1) 
1,;;...--;f r.=, 

r>J 

V(x1,x~·, •.• , x,, .. 1) = U(x1, x2, ••• x,, .. ,; x")= 

el 

U (x1, x~, ... , x,,., ; f) = ! 1 x, x} .•. x~ - 1 I (x,.); 

OU 

U {x1, x2, ••• , x,, .. 1; fl 
[x1, x2, ••• ,x,,.1 ;f] = -V-( ------l- 

x., x~,,. ,. x,,.1 
(6) 

ou C est une constante et f, g deux fonctioos deliuies sur P J. 
La dllference divlsee (2) peut aussl se mettre sous la 

Iorme d'un quotient de deux determinants d'ordre n + 1, 

{4) [x1,x2, ••• ,x11, 1; Cf)= C[x,, X:1•· •• , x,,+1; fJ, 

{5) [x11 x2, ••• , x.,.,; f +g] = [x1, x~ , ... , x,,.,; fj .,- [x1, x2, ••• , xn-.,: g), 

{ 
0, r = 0, 1, •.. , n -1, 

[x\ IX~ I '' 'I x,, i I j xrJ = 1 - , r-n, 
{ 3} 

\la difference di vlsee ainsi delinie. 
Nous avons les Iorrnules suivantes 

[x,, x11, ••• , x,,.1; f (x)], 

·OU aussi par 

.(2) 

:A, etant independents de la Ionction f. Les proprietes II, III 
.O.eterminent alors cornpletement ces coefficients. 

Nous designerons, comme d'habitude, par 

n +I 
~ /,. f (x ), 
• I I 
t=l 
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(xnl' = nx" -1• 

1) La derivation est ici une operation Iin eair e applicable aux poly­ 
nomes et telle que 

(12) 

ou :p' est la derivee du polynome ".f' 1). 

A I'aide de la formule ( 11) il est facile d'etablir la for­ 
mule de recurrence des differences dioisees, 

(111 

nous avons 

Si nous. posons 

(10) :p(x)=(x-x1)(x-x~) ... (x-x"+1)1 

la fonction f a des differences divisees d' ordre 0, 1 •.. , m -1. 
En tout, la fonction a (,;~ ,) differences di vise es d' ordre n 

(m? n+ 1). Si l'eosemble E est infini la fonction a des diffe­ 
rences divisees de tout ordre, Par definition, la difference 
dlvisee d'ordre 0 sur le point x, est la valeur f(x;) de la Ione- 

tion en ce point, 

(9) 

La difference divisee {2) est symetrique par rapport aux. 
points ( 1 ). 

2. - Considerons main tenant une fonction f definie sur 
un ensemble lineaire quelconque E. Sur tout groupe de n + 1 
points (1) de E on peut deflnir la difference divisee. Nous 
disons qu'une difference divisee deHnie sur n-l-I points est. 
d'ordre n. Si, en particulier, l'ensemble E est fini et est Iorme­ 
par m points 

(8) 

(7) 
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1) C'est de cette facon que A. M. AMPERE a, pour la premiere Iois, 
introduil Ies differences dlvlsees. Voir N. E. NORLUND, ,.Dlllerenzenrech­ 
nung", J. Springer, Berlin 1924. 

2) Toute fonction de la for me c-0 x" + c1 x" - 1 + · · ·est un polynome de 
.degre n, Si c- =F 0, ce polynome est de degre eflecfil n;co est le premier coetit­ 
cient du polynome, On volt que la notion de premier coefficient est 
relative au degre et non pas au degre effeclif du polynome. La constante 
-0 est un polynome de degre - 1 ou de degr~ effectiJ - l. 

j=O, •.. .rn+i, i=1,2 ..•. ,m. 

{16) lijlf)=[x,.,x.-.q•'"'x,.;:f], j=O, ... ,m-1, i=1,2, .•. ,m, 

et 

·(17) ~i,itt =9;,1.,(x)=(x-x;)(x-x;,1) ••• (x-x;.1)1 Cf;,0=1, 

'qui donne la difference divisee du produit de deux fonctions 
l et g. C'est la Formule de Leibniz des differences divisees. 

Considerons une fonction f definie sur l'ensemble Iini (9}. 
Pour simplifier nous posons 

u •• 

(15) r~\,X~,.,., x,,+I i fg] = ~ [x1,X~·· .. , x, j FJ [x i , x, ••••.• , x,,.,;g]. 
i=t 

3. -La formule (5) donne la difference divisee d'une 
sornme de deux fonctions. De merne, nous avons la formule 

Les formules (31, (4) et (5) nous montreot que la diffe­ 
rence divisee d'ordre n d'un polynome de degre < n est cons­ 
tamment nulle et la diHerence divisee d'ordre n du poly­ 
nome CoX"+c1x"·1+··•est constamment egale a Co2), 

Remarquons aussi la formule suivante 

[ 
f (x) ] 

Ix1,X2•"'' x,.+,;f]= X11X2•···•xr; ( -x )(x- I (x-x I+ 
X r+ t X,.. • :1 " • • n -t l 

(13) 

On prend d'habitude cette formule comme definition des 
differences divisees de divers ordres 1). 

La formule (11) permet aussi d'etablir la suivante 
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ou les coefficients p.~ ... >, v~") sont independants de la fonction f .. 
Ces coeHicients sont lineaires, homogenes en ;.,. et sont com-· 
pletement determines. 11 est facile de les obtenir en tenant 
compte des formules (19), (21) et (22) et de la relation de re­ 
currence (12). On a d'abord f.L~H) =A;;,_; (g) et, en exprimant 

A}_1(fJ, i>n, en fonction de Li~(f), ii~(f), ... ,A;,-"(f) a I'aide 

de (12), on a les coefficients v~"l. 

n nt-~ 

F[f] = I>~n) i; _ 1 {f) + L V~tt) A;, (f), 
f=I i=l 

(23) 

(22) F[/}=ii;,,_1 (fg)=[x1, X9, ... xm; F.~J. 
4. - La fonctionnelle Iineaire (20} peut s'ecr ire sous la 

for me 

et nous avons alors 

i=t, 2, ... ,m 

= I - f 

f, "'(x,.) 
' 

(21) 

deflnie pour les fonclions f definies sur I'ensemble fini (9). 
peut s'ecrire sous la forme d'une difference divisee d'ordre 
m -1 du produit /, g, en determinant convenablement la Ione­ 
tion g. Prenons, en effet, 

m 

F[f] = .}.; l.J(x;J, 
•=• 

(20} 

Remarquons que si la fonction g est donnee, il!11_1 (fg) est 
une Ionctionnelle lineaire de /. Reciproquement, toute Ione­ 
tionnelle lineaire de f, 

... 
.:l~,_.(fg)= 2; ii~,-i(g)i;~1 (f). 

i=1 
(19) 

vient 
Avec cette notation, la formule (15}, pour m points, de- 

i+i f ( ) 
,li. (f) = .t ' x, 

) 1·::;i tf i1J +I (X,.) 
( 18) 

Nous avons done, compte tenant de (l lj, 
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C'est la Formule Iondameniale de transformation des dif­ 
ferences diuisees. 

Pour n = 1 cette Iormule devient la formule, bien connue, 
d'Abel. 

Pour n = m-1 ce n'est qu'une autre Iorme de la formule 
de Lei bnlz. 

1' 1il - ll 

F[f] =~Ff tp, ,. _ 1] .:i: _1 (fl + ~ (x, ."--x;} F [f11~ J A~ (f). 
i=1 > i=l 

(25) 

La Iormule (23) devient 

i= 1, 2, ... , m- n. 

Ill 

v~n) =(xi+ n -x) F[f,,~.] = (x.-+11 -x,.) ~A_; (xj-X;+ 1) (x,.-xl+2)·'"{X;- x, +n _ ,) ' 
J=l+IJ. 

et nous en deduiso~s done 

Compte tenant de (18) et des relations de recurrence 

~t. Jn= (x-x,. i) Cfl,.,i = (x-xi) <'P1•1, I• 

nous trouvons 

Aj_, (f,,:;) = 0, j = 1, 2, ... , n, 

A~1{f11*,.}=0, j=1, 2, ... , i-1, i+1, ... , m- n. 

Nous avons alors 

i=1,2, .•. ,m - n. 

{

O, pour x = x,, 1.:;; r < n+i-1 (ou 1 ~ r < i}, 
=I *.{x)= 11-,' 

q:i,.+1,11_1 (x), pourx=x,.,n+i<r<m(oui<r:=:m), 
(24) 

Pour calculer Ies coefficients v~") nous introduisons les 

fonctions 

Une autre maniere d'obtenir les coefficients p~"), v~n) est 

de particularlser convenablement la fonction f. 
Avec les notations (17), nous avons 

1~Y1> = F[q\ ;_J = ~ \ (x1-x1l (xi - x~}·" (x1-~~;_, ), 
i=s· - 

i= 1,2, ... ,n. 
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On peut demontrer cette propriete par induction, en par­ 
tant de l'ldentite 

ou les A, sont independents de la Ionction f. 
C'est le theoreme de la moyenne des differences dioisees, 
Nous avons, d'ailleurs, 

(29) A,=(x1~n-x) [xi, x, , ... , x,, ; f11*J, i= 1,2, ... , m-n. 
1 ~ 11+1 ' 

fH - ,, 

Ai.>-o, i=I,2, ... .rn=n, ~A1=1, 
i=l 

ni-11 

[x;, x1 , ••• , x, ; f] = ~A,A~ {fl, 
1 l fl+ I io=l 

(28) 

X1 < X2 < ... < X,,.. 

Alers les coefficients des ~~ (f) clans la formule (27) soot 
tous non - negatifs et nous obtenons le 

Tm~oREME 1. Si la suite (9} est ordonnee, toute difference 
dioisee [x;, x,. , ... , x,. ; f], prise sur n + 1 de ces points, est 

J t a+ I 

une moyenne ariihmetique (generalisee) des differences dioisees 
il!, (f), 6-: (f), ... , ii;:'-" (f). 

!Yous avons done 

5. - Supposons malntenant que la suite (9) soil ordonnee. 
done que 

HI - 1f 

(27) [xi1, x,2, ••• , X;n_,) fj = 
1~1(x,.+ • .--x) [x;11 x,.,, ... , x,,, .. 

1; 
f,,:J ~:. (!). 

sur n+1 points X;, j=l. 2, ... ,n+ I extratts de la suite (9}. La 
l 

Iormule (26) nous donne alors 

[x11 X; , ... , X; j fj, 
I ~ n+ 1 

En particulier, considerons la difference divisee 

m .. n 

Ff fJ = 1J (X; rn - X;) F [fn'.*i] A~ (f). 
i=t 

(26), 

Si F (F] est nulle pour tout polynome de degre n -1, tous 
les coefficients fi~"l sont nuls et la formule fondamentale (25) 
devlent 

Lorsque la fonctionnelle Hneaire F [f] est nulle pour tout 
polynome de degre r ( < n), nous avons 

lt(n) = lt(n) = "• = IL(n) = 0 r1 ·i rr+l • 
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quels que soient les n+2 points Xu X21•••1 xn+g de E. 
Toutes ces Ionctions soni des fonctions d'ordre n, 
Une fonction d'ordre n sur E est done uoe fonction dont 

la difference divisee d'ordre n+ 1 ne change pas de signe sur 
E. La convexite et la polvnomialite d'ordre n sont des cas 
particuliers de la non-concavlte d'ordre n, Si f est convexe 
non-concave, polynomlale, non-convexe resp. concave d'ordre, 
n sur E, la fonction - f est concave, non - convexe, polyno­ 
miale, non - concave resp. convexe d' ordre n sur E et recipro­ 
quement, On peut preadre comme type de fonction d'ordre n 
la fonction non-concave d'ordre n, Une fonction polynomiale 
d'ordre n se reduit aux valeurs sur E d'un polynome de degre n. 

La definition precedente est valable pour tout entier 

[x,, X21 ... 1 Xn+t; f]>, '>, =,~::.resp. < 0, 

Du theoreme 1 il resulte Immediaternent la propriete sul­ 
-vante 

TatoR~ME 2. - Si la suite (9) est ordonnee, nous auons 

min {;i1(f)}~[X;1Xi, ... ,x,. ;f]:<: max {A~(f)} 
is:1,t, .•.• 11'-H n - l : lt+l -f=l., .. ,111 .. H 

quelle que soil la suite pariielle x1, x1 , ... , x1 de n + 1 iermes 
I t n+I 

de (9). 
6. - Rappelons maintenant la definition des fonctions 

-d'ordre n. 
DtFINlTION. - la Fonction f (x), deiinie sur I'ensemble lineaire 

E, est convexe, non - concave, polynomiale, non - convexe 
resp. Concave d' ordre n sur E si 

(30) 

Dans le § suivant nous demontrerons directement la non­ 
negativite des differences divisees d'ordre n des fonctions 1: .~ ce 
qui Iournlra une autre demonstration du theoreme de la mo­ 
yenne. 

11 en resultera, d'ailleurs, de plus, que, si nous prenons 
i1 < i"< ···<in •11 nous avons 

A1=0, i=1, 2, ... , i, -1, i11+1-n+l, i,,,1-n+2, .... m+n, 
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ou cp est le polynome {10) et Q un polynome quelconque. 
Les points x1 soot les noeuds du polynome (31}. 
Si l'on donne a x une valeur Hxe, le polynome (31) de­ 

vient une fonctionnelle lineaire de I, Le polynome (31) est, 

L (x1, X:H···• xn~ 1; f Ix)+ cp (x} Q [x), 

On voit immediatement que c'est aussi l'unique polynome 
de degre n prenant les valeurs f {x,} aux points X;· D'ailleurs, 
la forme generale des polynomes prenant Jes valeurs f(x;) aux 
points x,. est 

(31) 

n > - .1. Les fonctions d'ordre - 1 sent les fonctions de signe 
invariable et les Ionctions d'ordre 0 les fonctions monotones. 

L~ theoreme 1 nous montre que nous avons le 
THtoRltME 3 -Pour que la Ionction f, deiinie sur la suite, 

ordonnee (9) de m (> n + 2) points, soil conuexe, non - concave~ 
polynomiale, non - conuexe resp. concave d'ordre n sur ces points. 
ii Laut et il stiitit que Pon ail 

;l;H-1 (f) >, ~. =, < resp. < 0, i= 1, 2, ... , m-n-1. 

Les formules (4J, {5) nous montrent aussi que 
THtoR:EME 4. - Si C est une consiante positive et si Les 

Ionctions f et g, deiinies sur l'ensemble lineaire E jouisseni 
d'une meme prooriete de conuexlie sur E, les fonctions Cf et 
f + g jouisseni aussi de la tneme proprieie de conoexiie sur E. 

Si la fonction est dellnie dans un intervalle et si elle a 
une derivee d'ordre n+ 1, la non - negativite de cette derivee 
est necessaire et suffisan te pour que la fonction soit non 4 con­ 
cave d'ordre n. 

7. - Disons main tenant quelques mots sur le polynome de: 
Lagrange. Reprenons la fonction f, definie sur Ies points (1} .. 
Nous avons la propriete, bien connue, exprhnee par le 

THt.OREME 5. - Ii existe uti polynome et un seul de degre 
et. fectif minimum qui prend les ualeurs f (x) aux points :ru i = 1,. 
2, ... , n + 1. Ce polynome est de degr« n, 

Le polynome unique ainsi determine est le polynome [d'In­ 
terpolation) de Lagrange de la Ionction F snr les points {1}. 
Nous le designons par 
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L (x1, x2 .... , x,;• 1; F;x) = f (x). 

Soit maintenant f une fonction definie sur l'ensemble 
lineaire E. A tout _groupe de n+ 1 points de E correspond. 
pour la fonction, un polynome de Lagrange ayant ces points 
comme noeuds. Dans la suite nous convenons qu'un polynome 
de Lagrange est de degre n s'Il a n + 1 noeuds. Deux poly­ 
nomes de Lagrange sont conaideres comme differents s'ils n'onf 
pas les memes noeuds, mais deux polynomes de Lagrange dif­ 
f erents peuvent etre identiques sur E. Dans ce cas, il est: 
clair, que la fonction se reduit a ce polynome sur tous les 
noeuds des polynomes consideres, 

§ 2. 

Nouvelles propeietes des differences divisees des Ione­ 
tions definies sur un ensemble fini. 

8. - Nous allons reprendre d'abord l'etude des Ionctions 
1:,;, donnees par la formule (24). Ces Ionctions sont definiee 

1) A. CAUCHY en deduit la syrnetr ie de la difference divisce, Ceci 
revient a remarquer que le polynome de Lagrange est unique, ln depen­ 
dant de l'ordre des noeuds et que son premier coeffident est la diffe­ 
rence d!visee prise sur Ies noeuds, Voir: ,.Sur les ionctions interpoiatres": 
C. R. Acad. Sci. Paris, 11, 715- 789 (1840), 

nous avons 

Le premier coefficient du polynome (31) est done preci­ 
sement la difference divisee de la fonction f sur les points (1 [, 

Rernarquons aussi que si f est un polynome de de~re n, 

-{1, i=1,2, ... ,n+1, 
g(x.)- 0, X;=X. 

On en deduit diverses expressions, bien connues, du po­ 
lynome (31) et, en particulier, la formule 

(33} L (x11x2, ••• , x11-t1: f[x)-f(x)= - c:p(x) (x1• x2, .•• , x,..1, x; f]. 

On voit aussi que 

L (x1,x~, •.• , x11+1; f Ix) =L (x11 x2, •• , ,x,.; fl x)+ 

(34) + (x-x1)(x-x2) ••• (x-x,.) [x1, X2 , ••• , x,,+i if]. 

d'ailleurs, evidemment symetrique par rapport aux points xi 1). 

On trouve facilement la formule 

(32) L (x1, x2 .... , x,..i; f j x) = - <p (x) [x1, x2, ... , x,1+1, x; fg], 

OU 
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Le thecreme 7 est aussl vral pour n = O. 

i = 1, 2.,,,.., m, 

1) Nous supposons n 2 l. La propriete reste vraie aussi pour n = O, 
les fonclions /0* i etant definies par la formule 

' 
* .{ ) = { 0, r = l, 2, .•. , i - 1, i+ t , ••• , m 

lo,• x; l, r = t, 

le signe =-est valable pour 

[X; 1 X;, • , • , X; ; f: ;) > 0, 
I i n+I ' - 

{36) 

Supposons maintenant que la propriete soit vraie pour 
les Ionctlons 1:_11 ,- et demoutrous-Ia pour les fonctions I!,; 
[n > 1}. Remarquons d'abord que, par suite de la definition des 
fonctions t: i' dans . 

(35) 

.sur la suite ordonnee (9), ou nous pouvons supposer, hien en­ 
tendu, m <: n+ I. Nous supposeroos toujours que toute suite 
-partlelle x1, X; , ••• , X; extraite de (9) est aussi ordonnee, 

1 2 n+• 

done que 1 :Si, < i2 < ... < t., 1 < m. 
Nous avons vu que du theoreme de la moyenne resulte 

la aoa-concavite d'ordre n-1 des fonctions r: .. Me.is, il ya ht- 
•' 

·teret a demontrer directemeot cette non-concavite. De cette 
facon le theoreme de la moyenne sera une consequence de 
cette non-concavite. Il est a remarquer que nous ne pouvons 
pas :iei appliquer le theoreme 3, sans commettre un cercle 
violeux, Nous allons demontrer directement que toutes les 
differences divisees d'ordre n de la fonction F,~; sont non­ 
.negatives, done la propriete suivante 

TtttOKEME 6.-Les differences dioisees d'ordre n sur n+ I 
points de la suite ordonnee {9) et relatives aux [onctions f:,;, 

donnees par la Formule (24), sont touies positives ou nulles 1). 

La demonstration se fait par induction sur le nombre n. 
Pour n = 1, on verifie immediatement que 
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t, < i, + n - 1 ~ i + n- 1 ~ i,, +, - 1 < t., 1 • 

On peut encorerernarquer que le signe > est valable dans 
(36) pour i=ci., i1+1,. .. ,in+i-n. En eHet, ceci resulte de (35) 
pour n = 1. La Iormule (39) nous rnontre que st la propriete 
est vraie pour n·-1 elle sera vraie aussi pour n. 

9. -Les fonctions 1:,1 jouissent des proprletes plus com­ 
pletes. Nous avons le 

TttEOREME 7.- Les fonctions t: i sont non-concaves cfor- , 
dres -1,0,1, ... , n-1 sur la suite ordonnee (9). 

d' ou resulte la propriete, compte tenant du fait que (37} nous 
donne 

x -x. 
tn + J '• 

[x1,x1 , ... ,x, ;f,~1]= 
'l ~ JI fo I ' 

(39) 

et nous en deduissons Ia formule 

Mais, la formule de recurrence (12) pennet d'ecrire 

{38) [x,, x, , •.. , x, ; F,;.] = [x,, X; , •• , , x, ; f* , .l(x1 - x ) + 
1 2 11+1 ' l t 11+1 ,. .. ,t ·u.+1 l+H•l 

+ [x/ 1 X/ r • "1 X1 : f,'!C I j]• 
a 'J II , .. ' 

et en appllquant la formule (15), nous avons 

f•.=(x-x )f* 
111( i+n-1 H•i,l 

Compte tenant de la formule de recurrence 

(37) 

Il suffit done d'examiner les valeurs de i pour lesquelles 

i=1,2, ... ,i1-1, i11.i-n+11 in+1-n+2, ... ,m-n. 
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est analogue a '; 1 par rapport a la suite (9) dont les points 

sont pris en sens inverse. Plus exactement, les proprlctes de 
convexlte de la fonction (44} se dednisent de celles de f!, i 
par le changement de la variable x en - x et de la fonction f 
en (- 1r-• f. Or, ces changements ont pour effei de conserver 

e. -f*. •t-tl,,:-1 11,s >(44) 

Alors, compte tenant des formules (281 et (30), on voit 
-que dans (40) le sigoe =est valable pour i > ik+1-n et le 

signe > est valable pour i < i,, + 1 - n (k < n], 
10. -Nous allons dire main tenant quelques mots sur le 

polynome (17}. La fonction 

{
=0, j= 1,2,,, • t i+n-k- 1, 

.:l~ (f: ,) ·-. . • > 0, J-i+n-k, r+n--k+ I, .•. ,m-k. 

-que 

.generalisation de (38) et qui nous donne la demonstration. 
Mais, ii est possible ici de simplifier la demonstration 

·pour k < n, En effet, la theoreme 6 etant demontre, nous 
pouvons appliquer le theoreme 3. 11 suffit done de demontrer 
les inegalites 

(42) 6{ «; ,.):>: 0, j = 1,2, ... , m - k. 

La formule ( 41) nous donne, en particulier, 

{43); 6~ (F:, ;l = (x;. h -x.+11-11 ~~ (f ,;_,,J1-;lL l (f,~_ ,). 

La demonstration du theoreme 7 est alors immediate. 
De la forroule du recurrence (43) nous deduisons aussi 

[x,., x, .••.. , x, ; f: .l = 
I ! k--t l t 

(41) 

quels que soient i=1,2, ... , m-n. k=0,1, ... ,n. 
La demonstration peut se faire par induction, comme 

pour le theoreme 6 •. Pour n = 1 on verifle facilement la pro­ 
-priete. Pour n > 1 nous avons la formule de recurrence 

[xi 1 X; 1 • , • , X; ; t: . ] > 0, 
l '-·- k+t ,t - 

~40) 

On a done 
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1) [ ::.c] designe le plus grand en tier >_ ~. 
2) Le polvnorne est d'ailleurs evidemment d'ordre n-1 SUT (9). 

des fonctions (45}. D'apres (45), ii est clair que sl k > n on a 

.l{(<?r, ,,_,) =-.l~ {f), 

(46) 

-et st nous tenons compte des the oremes 4 et 8, nous en dedui­ 
sons le 

TntoRt:MR 9.-Les polynomes Yt+i, n-i sont non-concaves d'or- 

dres n-2, n-4, ... ,n- 2f n~ 
1.J 

sur la suite ordonee (9). De plus, 

le polynome Cft+i,n-i est non-conuexe d'ordres n-1, n-3, .. ,, 

n-2 [~·l-1 sur les points x11x2, ••• ,x,.11_1 el est non-concuue 

d'ordresn-1,n-3, ... , n-21~1- 1 surl~spoinls x,+1, s.: ... , 

x .... '). 
11.-Considerons ma intenant une fonction f dellnle sur 

la suite ordonnee (9) de m ?-n-1-1 points, n etant un oombre 
naturel, 

Ccnsiderons la difference 

{45) t;i,.,,,_1='\j1, .• 
11•1(x) =L(xr1x,.,, ••• ,xr+,,.1;flx)-fix) 

entre le polynome de Lagra11ge ayant pour noeuds les n po­ 
ints consecutifs x,, xr+1•• .. ,xr.n-1 et entre la fonction f. 

Nous nous proposoos d'etudie"' les differences divlsees 

foute propriete de convexlte dont l'ordre est de la meme pa­ 
rite avec n et de changer de sens toute convexite dont l'ordre 
est de parlte dtfferente avec n. Nous en deduisons le 

T HEOR~ME 8. - Les Ionctions 9, + 1, n _ 
1 

- f,~ 1 sont non-con- 

-caves d'ordres n-2, n-4, ... , n-2[ n~ 
1] 

1) et non-convexes d'or- 

dres n - 1, n-3, ... ; n - 2 [% ]-1 sur la suite ordonnee (9). 

Si nous remarquons que 
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Compte tenant du theoreme 7, nous en deduisons que 

F[f,,~J :< 0, pour k= 0, 1, ... , n -1, 

i=r, r+t, ... , n-1. 

Flf,~)=O, i=l,2, ..• ,r-1 

et, pour la fonction f = f !,, , 
111 = - f * si i > r, ,., JI.- l 11, i' 

II. j> r, Nous avons alors 

l >O, pour k=n-1,n-3, ... ,n+1-2[n;1] 
Flf*] 

"·' [ ] :is: 0, pour k =n- 2, n-4, ... .n -2 ~ 

i = 1, 2, ..• , r -1. 

Compte tenant du theoreme 8, nous voyons done que 

si i<r-1. 

et, pour la fonction f = f !. i » 

F[f1";J=O, i=r, r-!-1, ... ,m- n 
' 

ll faut maintenant dlsfiuguer deux cas. 
1. jLr+n-k-1. Nous avons alors 

{
o, si z > r 

L(xr,xr .. 1••''•xr•>1-1;f':;ilx)= to . (x) si i<r-1. 
• - 

1 Ts.+1, 11-1 ' 

mais nous voulons examiner, tout specialement le cas k < n, 
On voit que (46) est une fonctionnelle lineaire de f, clans 

laquelle, d'ailleurs, seules les valeurs de f aux points x,, xi. 11 

••• 'XJ•k' Xr, xr+ 1•.,. 'x,. ... ,._, interviennent. Remarquons que cette 
Ionctionnelle Iineaire est nulle pour tout polynome de degre < n. 
done la Iorrnule (26) lui est applicable. 

Ecrivons done Ia formule (26), en designant maintenant 
par F[f] la difference divisee (46). 

Remarquons que 
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Compte tenant alors des theoremes 3 et 10, nous obte­ 
nons le 

.l;; (f) = max { d~ (f)} 
t~z, 2, ••. , tu- n. 

Determinons maintenant l'indice r tel que 

nf -•t 
Ai(·'· ) = ,, B {"'' (f)-,l'"(f)}· t.Jtk •f>, n i~l ,· L.l.11 ~II 

et Hnalement nous avons 

tn -n 

.~ Bi+ ~u <"Pr,,,)= o 
•-t 

Mais, si nous prenons f = x", le premier membre se re­ 
duit a 0, done 

oii les coefficients Bi soni independents de la Ionction f et soni 

1° non-negatifssij<r+n-k-1 et k=n-J, n--3, ... ,n+1-2[n~tJ 
2° non-positifs si j<r+ n-k--1 et k=n, n-2, n-4, ... ,n-2[j] et 

si i>: r et k = 0,1, .. , n. 
12. - Du theoreme precedent nous a lions deduire un re­ 

su1tat interessant. Prenons toujours une fonctkn f definie sur 
la suite ordonnee (9). Considerons la fonction 

1~1 •• n Ix)= L (x,.,x,. ,, ... , x,..,,: Flx)-f (x). 

La formule (34) permet d'ecrtre 

o/,., 11 (x) = o/,.,,, _ 1 (x) + :P,, ,. (x) i;; (f). 

Cocnpte tenant de Ia formule (47), nous pouvons ecrire 

nt • n 

~~(<l'r,,._,l= _2: B;il'.,(f), 
t=l 

(47) 

En resume, nous allons retenlr de I'analyse precedente 
le resultat suivant. 

THEOREME 10. - Si la suite (9) est ordonnee, la difference 
dioisee (46), d'ordre k 'S_ n, de la Ionction (45), peut s'exprimer 
sous la Iorme 
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(x.-x,.) (xi-- x1) ••• (x1.-x1. ) [xi, x1• , ••• , x, , xi: f] < 0, 
' 1 l n+1 1 2 n+1 - 

i= 1, 2, ... , m, 

(49) 

soit majorant pour la fonction i, il faut et il suffit, d'apres la 
Iormule (33), que l'on ait 

L (x;, x, , ... , x1 ; fix), 
l 2 n + l 

(48) 

P(x);,;F(x), XEE. 

Dans ce §nous nous proposons d'exarninerles polynomes de 
Lagrange d'un degre donne n de la fonction f qui sent majo­ 
rants ou mlnorants pour cette fonction. 11 est clair qu'il suffit 
d'etudier seulement Jes polynomes majorants. Les proprletes 
correspondantcs des polynomes minorants en resulteront par 
symetrle. 

Nous supposerons toujours que la fonction f soil definie 
sur la suite ordonnee (9),l Toute suite partielle telle que x1, 

l 

X; .i..,», sera supposee ordonnee, done i1 < i'2 < ···< i,..1,. 
2 flt 1 

Pour que Le polynome de Lagrange de degre n, 

resp. 

13.-Nous dirons qu'un polynome P(x) est majorani 
resp. minorani pour la Ionction f delinie sur un ensemble Ii­ 
neaire E si nous avons 

P(x) > f(x), x e E, 

§ 3. 

Les polynomes de Lagrange majorants et minorants. 

THtOXk:ME 11. - Etant donnee une Ionction r. deiinie sur la 
suite ordonnee (9), on peut toujours irouoer un polynome de 
Lagrange de degre n, ayani cotnme noeuds n + 1 points conse­ 
cutiis x,, Xr+1, ... , x, +n• tel que la difference 

(¥,.,,, (x) = L (x., x,.+1, ... , x,.+,,; flx)-f (x) 

soil une Ionction non-concave d'ordres n-1, n'-3, ... , n-2f.~J-1. 
On voit Iacilement qu'on peut aussi determiner le nombre 

r de manierc que 1>,. ,. (x) soit non - convexe d'ordr es n-1 

n-3, ... , n-2ri]-1 ~~r (9). 
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en convenant de poser i0 = 0, i,.. 1=m+1. Nous supposons 
qu'on n'ecrit que les formules pour les valeurs de j telles que 
i; + 

1 
- ~- > 1, autrement, en effet, il n'existe pas de valeurs 

admissibles pour i, Dans (52) nous avons done au plus n + 1 
~roupes d'inegalltes, les inegalites de chaque groupe etant pre­ 
ceO.ees toutes d'un meme signe + OU-. 

Proposons-nous de chercher les polynomes majorants (48) 
ayant les n noeuds x,, xi, ... , x,. donnes. On peut voir facile .. 

1 i IS 

ment que 
TtttO!{tllm 12. - La compatibilite du sysieme (52) est neces­ 

saire et sufiisante pour qu'il existe au mains un polynome de 
Lagrange maiorant de degre n et ayanf les n noeuds donnes 

· x,1, x11, ••• , x,,, 
15. - Cherchons, en particulier, la condition pour qu'un 

( 1 ln-1fA [ x x x · 'J1 '>O - \. - x,., , ..... , , .. ··'f "- ' 1 ! H l - 
{52) 

Ce systeme est equivalent au suivant 

i= 1, 2, ... , m. 

Ie polynome (50} coincide avec le polynome de Lagrange (48) 
Pour que le polynome (50) soit majorant pour la Ionction 

f, ii faut et il suffit que I' on ait 

{51) (x.-x) {x,-x,.)·· ·(X -x) {A-[x,,x1., ••• ,x,.,x1;f}1\~o. 
' 1J i J ,,, ' 1 ~· n. ' - 

A=[xi,xi1 ... ,xi. ;fj, 
1 J lf.T J 

A etant une constante, 
Si, en particulier, 

for me 

en convenant de rernplacer par 0 tout symbole de difference 
divisee prise sur des points non tons distincts, 

14. - Tout polynome de degre n qui prend les memes va­ 
leurs que la fonction faux n points x., x1• , ••• , x, est de la 

11 J It 
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1) Celle condition peut aussi s'ccr ir e sous la forme suivante. Les. 
nombres i; determ iuent completement un indice k tel que l'on ait n ~ k ~ 0 
et ik = k, ik+i > k + 1. La condition est alor s : II faut et il suffit que 
!'on ail. ou bien k = n, ou hien 

i;,.,p-11;~21_1=1, p=l,2, ... ,[~;+1]. (k<n). 

2) Pour n = O. voir plus loin le th~oreme 19. 

i1=m-n+1, i2=m-n+2, ... , i,,=m. 

Nous en deduisons done le 
THtOREME 14.-Pour touie Fonction f, deiinie sur les m 

(~ n + 1) points ordonnes (9), il existe au moins un polynome de 
Lagrange majorant de degr« n (> 0) ~). En parliculier, run au. 
moins des polynomes 

et aussi si 

il = 1, ;~ = 2, • • • f ;IL= n, 

en posant toujours i0=0, in+i=m + 11). 

Flnalement done 
Tnf:oR£Mr. 13, - Pour que toute Ionction f, delinie sur les 

m (> n-l- 1) points ordonnes (9}, ait au moins un polynome de 
Lag~ange majorani de degr« n et ayani n noeuds dotines X;,• 

x. , ... , x. , il faut et il suilit que l'on ait, ou bien (53) ou bien (54). 
•: 'n 

Les conditions sont, en particulier, verHiees si 

ou bien 

(53) 

i.-i1=i, -i.=···=i -i =1 p=l·"+21·]• ~ • ,, tp •P- I , (54) 

oti it• i2, .. , t; soot donnes et i= 1. 2, ... , m, i:Fil' i2, ... , i,,, peu­ 
vent etre prises arbitrairement. II en resulte que la condition 
necessaire et suffisante cherchee est que dans (52) on n'ait que 
des inegalites precedees toufes d'un meme signe. On voit faci­ 
lement que pour cela i1 faut et il suffit que l'on ait ou blen 

i - i0 = i3 - i: = ·· · = i - i = 1 p = 1·-2':] • l < Tp + I !f> I 

[x .. , x,. , ... , x,. , x,.; f] 
•t 2" " 

polynome de Lagrange majorant de degre n et ayant n noeuds 
X;, x, , ... , x, donnes existe pour touie Foncticn f detinie sur 

1 i u 

les points (9). 
Pour cela remarquons que les differences divisees 
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-est m ajorant sur (9l. En eHat, ii suffit de demoatrer qu'il est ma­ 
iorant sur les m -1 premiers points (9J. Compte tenant de (12) 
et (34), il est facile d'obtenir la Iormule 

L (x., x~1 ••• , x11, x,,,; f x) 

Je dis que, clans ce cas, le polynome 

[x., x2, ••• , x,., x,,.11• x,,,; f) > 0. 

La formule (33) nous montre que 

-un polynome majoranl pour la fonction f sur les m - 1 pre­ 
miers points x1, x2, ••• , xm _ 1. Deux cas peuvent se presenter. 

I. Le polynome (53) est m ajorant sur les m points (9) et alors 
la propriete est dernontree. 

IL Le polynome (55) n'est pas major ant sur les points (9). 

Nous avons alors 

est majorani pour la Ionction f. 
La propriete est evidente pour m = n + 1. Supposons 

-qu'clle soit vraie pour m - 1 points et demontrons-la pour m 
points (m > n+ 1). Solt . 

L(x,, x2, ... ,x11, x,,.;; fix), i=1, 2 .... , m-n 

est majorant pour la Fonction f. 
16. -L'existence d'au moins un polynome de Lagrange 

maiorant de degre donne n peut aussi etre dernontree par in­ 
duction sur le nombre m des points de la suite (9). Il suffit, 
en eff et, de dernontrer la deuxieme partie du theoreme 14, 
-douc le . 

Tm£oni:.ME 15. - L'un au molns des polynomes 

L(xm-11+1• xm-n+2•·· ., x,,.. Xij fjx), i= 1, 2, ...• m-n, 

L (x1, x~, ... , x,., x,,+i; fix), i = 1, 2, ... , m-n, 

el aussi Tun cu moins des polynomes 
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La condition (53) est alors verHiee et, cornpte tenant des 
resultats precedents, nous pouvons enoncer le 

TntORi<ME 18. - Pour toule Ionction I, deiinie sur les 
m I> n + 1) points (9), il exisie au moins un polynome 
de Lagrange majorani de degre n > 1 et ayani n - 1 noeuds 
consecuiiis XT, x.; I' ••• ' x,.~ ,,_ :• donnes quelconques. La proprieie 

est oraie pour tout enlier r si on conoieni de poser X; = xJ pour 
. - ( d \ l==.J mo m,. 

18. -Proposons-nous de chercher la condition pour que 
le polynome de Lagrange 

i1=1, i~=r, !;i=r·+l, ... ,i,,=r+n-2, 2<r<m-n··i-L 

Dans ce cas, s1 n est pair. la condition {54) est veriHee 
Au contraire, si n est impair, aucune des conditions (53), (54} 
n'est veriHee. Nous avons done le 

Tut.oREME 17. - Pour ioute [onction t, detlnie sur les m 
(> n+- 1) points (9), il exisie toujours au moins un polynome de 
Lagrange majorant de degre pair n (>OJ et ayoni n points 
consecutiis quelconques de la suite X2, X:i•.,., xm- 1 comme noeuds. 

La propriete n'esl pas or aie pour n impair. 
Prenons encore n impair >I, m > n+ l et 

i, =-o: r, iz = r + 1, ... , in= r + n -- 1, 1<1· < m - n + 1. 

est majoroni, 
Supposons m > n + l et 

i=l,2, ... ,m-n, 

qui dernontre la proprrete. 
17. - Completons encore le the oreme 14. On demontre 

d'abor d, comrne plus haut, le 
THF.ORf::-..rn. 16. ~ Pour toute ionciion f, delinie sur les points 

(9), oil. m>n+1>2et pour iion! k=l,2, ••• ,n-1, l'un 

au moins des polynomes f' 

L (x1, x2, ••• ·, x,,. x,,,; f lx)-f (x) = 

= L (x1, x~, ... , xti,x,..,i.; f Ix) -f (x)+ 

+ (x,,.-xn~ .zl (x --x1) (x- X2) ••• (x -x,,) [x1, x2, ••• , x., x, .. k x"'; f]. 
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et la Fonction doii efre non-convexe dordre n, 

L\' (f)<:::o, r=l,2, ... ,m-n-l H·~l :_. 

done la Ionciion doii eire polynomiale d' ordre n. 
2°. Si n est impair, 

- il:~11 (f) < 0, r =2,3, , m-n, 

ti.: .. 
1(fJ~SO, r= l,2, m-n-1, 

nous voyons que les inegalHes (57) sent toujours veriflees. 
Nous avons done le 

Tt1E:OREME 19. -- Si n>: 0 est pair, pour touie Ionction f, 
detinie sur les m (~ n + 1) points (9), l'un au moins des poly­ 
nomes de Lagrange (56) est major ant, 

D'allleurs, c ~ n'e st qu'u ne ;nrtie du the orema 11. 
19. - Cherchon- maintenant la condition pour que ious 

Jes polynomes (56) soient rnajorants. Les inegalites {57) nous 
montrent que pour qu'il en soit ainsi, il faut que l'on ait, en . 
particulier, 

1 ''. Si 11 est pair, 

1=1J1t, ••• ,tn-n 

(58) 

Si nous supposons maintenant n pair > 0, et si nous de­ 
terminons r de maniere que 

(-1)"'1{1;.(f)-[xr~1,x,..", ... ,x,",,x,;fl}<:o, i=l;2, ... ,r-1, 

[x,.+1,xr+2, ••• ,x,Tl,,x,.;f]-.l~(f):::.01 i=r+l, r+2, ..• ,m. 

Ces conditions peuvent encore s'ecrire, cornple tenant de 
la Iormule de recurrence (12) et en Iaisant usage des nota­ 
tions (16), 

i=l,2, ... ,r-1, 

i=r-f-t, r+2, .... m. 

ayant comme noeuds n + 1 points consecutifs de la suite (9). 
soit, maiorant pour la fonction f. D'apres (49), pour cela H 
faut et il sufflt que l'on ait 

{56) L(x,., x.,,.1•1, ... , xr+ii: f Ix), 1.~ r ;-;:. m-- n, 
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En particulicr, nous devons avoir 

i:; (f)-,i:-1 (f; = (xr+,,-x,.. J il;,:~ (f) < 0, 

r=2.3, ... , m-n, 

ce qui demontre la propriete. 
20. - En fin, examino as un peu les polynomes de Lagrange 

maiorants de degre n des fonctions d'ordre n. 
L'inegalite (49) nous montre que nous avons le 
THtoREMf: 22. - Pour que le polyome (48) soil majorant, 

pour ioute Fonction non-concave resp. non-convexe d'ordre n 
(?.:OJ sur (9), il faut et il suiiit que l'on ait 

« . '[ . f]\ ~ m111 1...c,,x, .• 1, ••• ,x,,.,,_1,X;, f 
1=1,2, .... r-1 

r=2,3, ... ,1n- n. 

ll est facile. de voir que ces conditions sont aussi suffi­ 
santes et nous pouvons done enoncer le 

TttEOKEMF. 20. - Pour que les polynomes de Lagrange (56) 
soieni tous majorants pour la Ionction f, il faut et if suffit que 
ceiie fonction soil 

1°. Polynomiale d'ordre n pour 11 pair. 
2°. Non-conuexe d'ordre n pour n impair. 
Reciproquement d'ailleurs, la propr iete de maioration 

de tous les polynomes (56) est, sous une autre Iorme, la defi-, 
nitlon meme de la non-convexite d'ordre n si n est impair et 
une Iorme de la definition de la non-concavite et de la non­ 
eonvexite simultanees, done de la polynornialite d'ordre n sin 
est pair. Ceci resulte de I'Interpretation a I'aide des poly­ 
no mes de Lagrange de la definition des fonctions d' ordre n 
et du theorerne 3. 

On peut ma intenant completer le theoreme 17, pour n 
impair, de la rnaniere suivante 

Tttt.onn11IE 21. -Si n est impair, pour qti'il existe des poly­ 
nomes de Lagrange majorants de degre n et ayant comme noeuds 
n points donnes eonsecutiis quelconques de la suite (9), il faut 
et il suffit que la ionction t soil non-conuexe d'ordre n sur les 
points (9}. 

La condition est' suffisante d'apres le theorerne 20. Pour 
voir qu'elle est aussi necessaire, nous devons eczire les condi­ 
tions de compatibilite des systemes (52J correspondants. Ces 
conditions sont, 

max .f[x x x x.: f]'-< . \ rt r-.it·••• r+f'l·t'"'·,, J= 
1=r+1;,1'T'111-l ... , m 
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f 1 11+2.]l 
1V'"= m- .-;;· . 

m l [ n; t] . f 
[11+3] J m- . 

N:;,= l [~{ I 

en nous en deduisons 

N'•I•= N•P= N';p-1 f',Tto f 1 = N':p-1 
II.' 111 nt-1 t Iii IJI -~ 

N'" • • = (m-p-1) 
"' p+l . 

Nous avons ensuile 

d'ou 

i/ < i < i1 I 1j=0,1 1 • "1 n-l- 1 

et on trouve (59) et (60) respectivement. 
Le nombre minimum des polvnomes de Lagra.oge majo­ 

rants de degre n pour une Ionction non-concave ou non- 
convexe d'ordre n est egal au nombre des solutions du sys­ 
teme diophantien (59) ou (60). sous l'hvpothese 

0 = io < i1 < ... < i +i <, i,, 1"• = m + l. 
Ces nornbres se calculent facllemcnl. Designous-Ies par 

N;:,, N;;: respect.vement. On lrouve ulsemeut Jes relations de 

recurrence 

N'~1>11=N'•P·1+ N'1,' •-1- ... +N'~p-1 N''=m-1 
11S 111- ~ - w-" p ' Iii ' 

(60) i11-,:···-i,,_,p-=l, p=0,1, .... [~l 
en supposant io=O, i11+2=rn-l, 

Si la fonction est convexe resp. concave d'ordre n sur (9) 
Jes polynomrs ainsl determines soni les seuls polynomes de La­ 
grange major ants de degre n. 

En eHct, pour une fonction convexe resp. concave d'ordrc 
n Jes conditions (49) deviennent 

(i-i,)(i-i2) ••• (i-i,,.,)<O, resp. >O, 

resp. 

i.: ~/>+2-jn- i/,. t = 1, rn-i-1 l p=0,1,,.,, .2 I (59) 
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On pent aussi se poser le probleme de determiner le 
nombre minimum des polynomes de Lagrange majorants de 
degre n que dolt admettre toute fonction definie sur les m 
points (9). Ce nombre est ;:: N:,, d'apres le theoreme 22. Pour 

n = 1 ii est evidemment egal a 1. Pour n > 1 il resulte, des 
resultats precedents, que ce nombre croit indeliniment avec m, 
mais sa valeur exacte reste a etre trouvee. Le meme probleme 
pent etre pose pour le nombre minimum des polynornes de 
Lagrange de degre donne n qui soot majorants ou minorants, 
De ce qui precede il resulte que ce nombre est egal a 3 
pour n = 1 et m > 2. 

21. - L'interpretation geometrique des proprietes etudiees 
est tres simple pour n = 0, et pour n = 1. 

Figurons Jes points representatifs M, [x,; f (x,}) par rapport 
aux axes de coordonnees, 

Si n = 0, tout polynome de Lagrange de deg re n est une 
Constante, done represente par uoe parallele a l'axe Ox, pas -e 

sant par l'un des points M,. L'existence d'un polynome de La- 

grange majorant signifie tout simplement que la foncfion atteint 
son maximum sur (9). II y a, en general, un seul polynome de 
Lagrange majoraot et degre O. Le theoreme 20 s'appl ique, mais 
devient une prnpr iete banale. 

II est d'ailleurs presque evident, que, pour n quelconque, 
si tous les polynomes de Lagrange de de~re n sent majorants, 
la fonction est polynomiale d'ordre 11. En effet. il existe sure­ 
ment un polynome de Lagrange minorant. Ce polynome doit 
etre aussi majorant et la Ionction coincide done avec lut sur (9}. 

Si n = 1, un polvnorne de Lagrange de de~re n est re­ 
presente par la droite joignant deux points M,. Le theoreme 

d'existence 14 signifie que le systeme de points M, a au moins 

une droite dappui passant par deux points et laissant non­ 
au-dessus lous les autres points 111,. Plus exacternen !, Il existe 

au moins une telle droite d'appui passant par M, et au moins 
une passant par M111• Il est facfle de voir que tous les cotes 
du plus petit polygone convex e contenant les points M, repre­ 

sentent des polynomes de Lagrange de degre 1 rnaiorants ou 
minora nts poor la fonction f. Le theoreme 20 a aussl une inter­ 
pretation simple. L signifie que le polygone M1 .M! •.. M,,, 
doit etre convexe, les points l'rf etant non-au-dessns de la 

droite .M1 ~,,. 
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§ 4. 

Sur les polynomes de Lagrange des fonctions d'ordre n. 

22. +Des resultats du § precedent nous deduisons la pro­ 
priete suivante 

TttE.oR.t.:i\£ 23. - Touie Fonction non-negative sur la suite (9} 
a au moins un polynome de Lagrange de degre n qui est aussi non­ 
negalif sur la suite (9). 

11 sulfit, en e£fet, de prendre un polynome majorant, On 
voit que la propriete reste vraie si au lieu d'une fonclion non­ 
negative nous prenons une fonclion positive et nous exigeons 
I'existence d'un polvnomc de La~range posltif. 

Nous n..JUS proposons rnaintenant de ~eneraliser cette 
propriete et de chercher si, etant donnee une fonclion f non­ 
concave d'ordre k sur la suite ordonnee (9) de m ( n + 1} 

points, on peut trouver un polynome de Lagrao~e de degre n 
qui soil aussi non-concave d'ordre k sur (9). 

Le theorernc 23 nous montrc preciserne nt que pour 
k = - 1 la reponse est touiours affirmative. Nous verons, au 
contrairc, quc pour k 0 ii n' en est pas ainsi. 

Nous examinerons surtout de- conditions sous lesquelles 
on peut affircner que pour toute fonchon non-concave d'ordre 
k il exlste au moles un polyoomc de Lagrange de deare n 
qui soit aussi non-concave d'ordre k sur (9). 

23. - Soit done f une Ionction non-concave d'ordre k ":?:. 0 
sur les m points (9). 

H est clair que sin· k -r- 1, tout polynome de Lagrange de 
clegrc ti est non-concave (meme polynomiale si n ~ k) d'ordre 
k sur (9). Ou volt aussi quil est inutile d'e xaminer le cas 
m = n + 1 puisqu'alors ii y a U"l seul polv nome de Lagrange 
de degre n, qui coincide sur (9) avec la Ionction f et qui 
est done, evidernment, non-concave d'ordr= 1? sur (9), 

Supposons done que n > k 1, m > n 1 1. 
Le theorerne U permet denoncer la pr oprlete suivante 
T11t:OREME 24. - Si n est un enlier > k + 1 et de parile 

diiierenie avec k et si la foncfion f est non-concave d'ordre k 
sur les m > n +1 points (9), il exisle au moins un polynome de 
Lagrange de degr« n qui soil aussz non-conccue d'ordre k sur 
les points (9). 

En effet, sl r est determine par le. condition (SS), la 
Ioncflon 

187 FONCTIOXS CONVE.YES 



1) Pour n = 2. ce qui exil!e k 0= 0, ii n'y a pas de Iacteur s de la 
forme i J.. + 1, Celle re marque s'applique aussi plus loin. 

Nous allons demontrer que pour ), assez grand le poly­ 
nome P(x) n'est certainemeot pas non-concave d'ordre k sur 

(62) P(xl = Lx .::.!·l rx--2;.~·(x- n - i ).) {J~J.'.:--:-~ ),+ O;: 11x: J:l1 +b) (ri - 1'1- + ol 
P-+1) 12),+1) ·" [n-1 ),+11 (n-1 A+2J 

Ce pol yoome prend la valeur 

( - 1) 1:-1 I ( n - 11 I I. H - I r t + b) 
P(x )=---- - - 2 (l,+l) 12),+1) ... (n-z),+11 (n-11.+2) 

au point x, 1) et nous avons 

lim P(x.?l=(-l}k..,-i(l+b). 
).-++;-,.;; 

ou ). est un nombre posltlf. Les points de la forme xi avec 
i? n + 1 s'ecrlvent x, = (n - 1) /, + fJ1, les fJ, (Hant in dependants 
de X. Nous avons done O=fJ,,., <fJ1H,<···<6111=1. 

Considerons le polynome d€' degre n, P Ix). qul est nul 
aux points x~, x11 ... , x,,..,., et qui prend la valeur (-· l)'H·• au 
point x1 ct la nleur positive b au point x,,,. Nous avons 

x,,,1 < x,,., <·"< x,,, =::o ~n-1) A-1- l, 

est aussi non-concave d'ordre k sur les points (9). 
L'exlstcnce d'au moins un polynome de Lagrange de de­ 

gre n et non-concave d'ordre k est done demontr ee pour 
n = k + 3, k + 5, ... 

24. - Nous allons construire main tenant un exemple qui 
nous demontrera que pour n = k + 2, k + 4, ... , (k ~ 0) il n'e­ 
xiste pas toujours de potynomes de Lagrange de degr« n el 
non-concaves d'ordre k sur les points (9). 

Nous allons done supposer 11 > k + 2, n de meme parite 
avecketm>n+2. 

Comme suite (9) nous a llons choistr la suivante 

{61) x,=-1,x,=(i-2)i,, i=r Z, 3, ... , n+t, 

'1ir,,.+f=L(xr, x,.,, ... ,x,.~ni fix) 

est non-concave d'ordre k sur (9). En appliquant le theoreme 4 
on voit que 

cl>r,n = L (x,., xr.,, .•. , x,·+n; f Ix) - f (x) 
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. 1• 'kf Pfx) ] tm 1. x., x . , ... , x. ; 
• A~~c-:i 1t 1. lk-r .. • (x-x;)(x-x1) ••• (x-xi) 

1 t r 

LEMME 1.-Si 3< i1 < t1 < ··· <t. <en + 1, n.J....2<j1 <it< 
<.::<ik-r+t <m, 1-:::.r<k+t, la limiie 

ou A,, B; sont des polvnomes de degre i en x, Iadependants de 
I.et deb. On a, d'ailleurs, B_1 =O, B0=0, A.,_,,+1 =O et aussi 
A0 = 0 Iorsque i, < n, 

Nous en deduisons le lemme suivant 

fl - ,. ""'l 

Q(n-11.+x)= ~ i.n·•-• ... 1(bA+B. ) . ' 1-• •= 

pour ). tres grand. Nous avons 

lx1. ,x,. , ... ,x1. ;Q(x)J=(~ ,'11 , •.• ,01. ;Q(n.=-tA+)J, 
1 $ k·r..,.t .. q ' k-r1t 

Nous nous proposons d'etudier la difference divisee, qui, 
d'apres la formule {141, s'ecr it 

-- -- Pix} 
Q(x)=(),+1)(21.+1) ... {n-U.+l}in-1).-2)( )(---1 ·-1 J• 

x-x,, =». ... x-x,.r 

d'ou resulte notre propriete. 
Mettoos encore en evidence une autrc propriete du po­ 

Iynome P(r). 
Soient 3 <i\ < i¥<··· < i, < n-1, n .... 2 < i. <i- ... < jk_,..,'S. m, 

1 < r < k+ 1 et considerons le polynome 

(61). Pour cela ii suffit de demoritrer que la difference divl­ 
see i1., (P), ou nous faisoos usage de la notation {16), est ne­ 
gative si ). est assez grand. Un calcul simple, base sur la for­ 
mule (11), nous montre que 

1 
(-1Jk-1P(x1) (-1)kP(xt) 

~k{-l(P)= P·TlJ 12),~·(k).+1) + k!J~k- 

{'{ nous en deduisons 

lim I • .lL,(P)=- kbl <O, 
}.-r-'-'-' • 
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1) Pour r = 0 il n'y a aucun noeud X; a Vee 3 ~ i Sn+ L Une re­ 

marque analogue s'applique aussi plus loin. 

L (x) = L (x2, x,., x,. , • , , xi , x1. , x1. , ••• , x, ; fl x), 
1 2 r 1 2 n-r 

(64} 3 < i1 < i2 < · · · < i, <:: n + 1, n + 2 ::::. t, < i, < .. · < j~,_,. ·< m, 

r=0,1, •.. , n -11). 

Nous trouvons facilement 

L (x)=P(x} + 
(-l)n-1 P(x2) (x-x.) (x-x.), •. (x -x;) (x - x,.) (x - x1.) ... (x -x. ) 

1t I~ I 1 2 Jn. .. r 

+ Xi X; , , • X; X; X; , • , X; 
1 j r 1 a n. .. r 

ce qui dernontre la propriete. 
Nous a!lons demontrer qu'on peut choisir le nombre po­ 

sitif b tel que pour /.. assez grand, la Ionction f n' ait aucun 
polynome de Lagrange de degre n qui soft aussi non-concave 
d'ordre k sur (61). 

Pour les polynomes de Lagrange qui n' ont pas le point x2 

comme noeud il est clair qu'ils ne peuvent etre non-concaves 
d'ordre k. Ces polynomes coincident, en effet, avec le poly­ 
nome P (xl, par suite de la definition de la fonction f. 

Considerons maintenant un polynome de Lagrange qui a 
le point x2 comme noeud mais qui n'a pas le point x1 comme 
noeud, Un tel polynorne est de la forme 

ou P(x) est le polynome (62) . 
. Cette fonction est non-concave d'ordre k sur Ies points 

(61). En effet, d'apres les theoremes 4 et 9, elle est non-concave 
d'ordre k sur les points x~, x4, ••• , Xin· Nous avons done ~~'+i (f) > 0, 
i=3,4, ... ,m-k-l. De plus, nous avons .:i~+,(f)=O et 

exisie ct est de la forme b a, ou a est un nombre independent 
de b, 

25. - Definiseons main tenant la fonction f sur les points 
·(61) de la maniere suivante 
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en deslgnant malntenant par L (x) le polyoome (66). 
Pour l'etude des polvnomes (66) nous allons distioguer 

• plusieurs cas. 

L(x)=P(x) + 
(-1)" P(x2) (x-x) (x-x.) (x-x;) ... (x-x. l (x-x.) (x-xj ) ... (x-xj ) 
__________ '.::_I __ =--- 1,. J1 !S J1 - f' - t 

X; X; , , , X; X1 x1 .... X1 
1 S I l I If -1· - l 

et nous trouvons Iacllemcnt 

(66) 3 ·<i1 < i~ < · .. < i,..:Sn + 1, n + 2 :;,j1 < t, < · ... :j11_,,_, <;_m, 
r=0,1, ... , n-1 

L (x1, x111 x1 x1 , ••• , x1 x1., x,., ..• , x . ; f Ix). 
J 'l r 1 J 1,,.,_1 

II en resulte que pour A assez grand Jes polynomes (64) 
ne soot certalnement pas non-concaves d'ordre k sur Jes 
points !61). 

Il nous reste a examiner les polynomes de Lagrange 
qui ont les deux points x11 x~ com me noeuds. Un tel polynome 
est de la forme 

(-1)" 1L(x1) 1 \_'..., (k}L(x.,.,) 
.ik,1 (L) =p.+ tl(2),-t1~1-+1J + kl>.k ~~ (- tJk-,. .'· x., •• -x, 
qui, d'apres (65), nous donne 

. lim )/: .lL 1 (L) = - -k~I. < O. 
A-~·h"> 

i=3,4, ..• ,k..J..2. 

Nous avons maintenaot 

Nous allons chercher a preciser le signe de la dillerence 
divisee A~,+i IL). Nous trouvons d'abord 

r 
lim L (x1) = ( - 1 )kb, 

J..-++ru 

(6S) { L(x2)=0, (' l)'' ,.(. ')(. ') (' ') 

l 
i _ 1 - n - - z - 11 z - l.t • • • 1 - 1, 

Im L(x1)-1_11,,_,.(. _2)'. _21 ('-2)(1+b}, 
),-;..'\;> n 11 lit! ••• 1, 
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ou o: est un nombre Independent de b, 
Finalement done nous avons 

lim ) . .t[x· .x, , ... , X· ; L(x) -]-b 
)..~+"" 11 12 11:.-h' (x-x1l (x-x1 J(x-x; \ •.. (x-xi) - x 

t '! s 

,. 

(1-n-1),.. k-r~-'-2(i-2) (i-i1) (i-i2l. ·. (i-i,) 

B = (n- I )"-r- I lit - 2} li2-2T. .. (i,. -2) [i-i, l u=·f~) ... (i-i)" . 

Dans la difference divisee (68) L (x) peut etre remplace 
par P (x) et le lemme 1 nous donne 

ou 
=-(1+bl [3, 

1 • 'k[ L (xl 1 rm A X;1 X; 1 X; 1 ••• 1 X; ; (- --1 ( ) ( ) = 
A~•"-> , e ~ x-xi, x-x;., ... x- X;k-s+i . 

et nous en dedulsons 

Mais, nous avons 

La differeni::e dlvisee (67} est egale a 
L (x;> 

(68) '

. Lr~ J 
x, x, • X1 I • • • t x, : (-- ) ( } ( ) I 

1 ~ .. x-x. x-x .... x-x,. 
11 lt k -.«I 

- . L(~ ] 
x.,x. , ... ,x. ; . 

[ J1 lt lk-• ' (x-x1)(x -x )(x-x. ) ..• (x- x.) 
'L 

1! 1·~ 

(67) 

on s =min (k, r). Cette difference divisee est, d'apres la for­ 
mule (13}, la somme des differences divisees 

[x;, x1 , x, , •.. , x . , x,. , x,. , .... x,. ; L J. 
1 :'.! 1~ I 1 k- S 1 1 

difference divisee 

I. Supposons r::. n-2. Considerons un point x1 avec 

3 .:S i .S.. n + 1 et qui ne coincide pas a vec l'un des points 
x . , x.,, •. , x,.. Un tel point existe certainement. Soit alors la. 

'1 '' r 
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Les forrnules (70), (72) nous montrent encore que le poly­ 
nome (66) ne peut etre non-concave d'ordre k si b est assez 

· petit et ). assez grand. 

P.,,_i-n-1P. 
I' -----1> i-2 , 

ou 

Nous en deduisons 

Les nombres ~ et W sont done non nuls et de signes con­ 
traires. De (70) el (71) nous voyons encore qu'on peut choisir 
b assez petit et X assez grand pour que le polynome (66) con­ 
sidere ne soit pas non-concave d'ordre k sur les points (61). 

18• Si r=n-2, n>2, i,,_2=n+1. Dans ce cas la Iormule 
(70) est encore valable avec ~ T- 0, donne par la Iormule (69). 
Nous avons s=k. Conslderons la difference divlsee 

Discutons maintenant le resultat obtenu, 
11• Si n > 2, t. > 3, nous pouvons prendre i= 3 et on 

voit que le nombre (69) est posiiii. La forrnule ('JO) nous montre 
alors que si b > 0 est choisi suffisamment petit et ), assez 
grand, le polynome (66) n'est certainement pas non-concave 
d'ordre k sur les points (61). Ce cas contient le cas r= 0, n>2. 

I2• Si 1 < r < n -3, i1=3 (ce cas exige n > 4), nous pou­ 
vons encore choisir i de manlere que i < n. Nous avons en­ 
core (70}. Le nombre (69) est non nul, mais peut etre positif 
ou negatif. Dans ce cas nous etablissons, exactement comme 
plus haut, la formule 

(70) 

!93 FONCTIONS CONVEXES 



1 
[xn-k;-1' Xn-k+ t• •", x,a1• x,,,; LJ=- () .. +1)(2).+1} ... (k) .. +1) < 0. 

Le polynome (74) n'est done pas non-concave d'ordre k 
sur (61). 

Nous avons etudie de cette Iacon tous les polynomes de 

et nous deduisons 

L(x,,,)=- 1 
Nous avons 

III. Finalemenf, conslderons le polynome 

(74) L (x) = l (x1, x~, ... , x,, ct; f Ix). 

ce qui montre que pour A assez grand le polynome (73) n'est 
pas non-concave d'ordre k sur les points (61). 

Ce resultat est valable aussl pour n = 2. On a alors 
k=O, r=O et 

lim ).k [x.,_k+i • x,. _k~s• ••• , x,,t tt X;; L] = - k· 11 < 0, 
),--+·t<X.: ' 

nous trouvons 

L (x, .1) 
- ·-· ...L 
-(x,.-><- x,,_k~i> (x,..1 - x,, -k;- !) ..• (x,.+,- x,,) (x,., 1 -x) ' 

Si nous remarquons que 

II. Considerons main tenant le cas r = n- 2, i,._2 = n, done 
le polynome 

(73) L(x)=L(x11x2,x3, ••• 1x,.,xi;flx), n+2<j<m. 

Nous trouvons 

TIBERIU POPOVIClU 194 



<et nous deduisons 

L11 (f) = (xk44- Xz) a - (xkH+ xk+e - x2-x1) b+(xk+a- x1) c 

k+a (xk+~ - x1) (xkH - x2) (xk44- X1) 

-sont, par hypothese, non negatifs. 
La formule (12) permet d'ecrire 

f11+ 1 (f) =a, ii~ •1 (f) = b, ilZ .... (f) = c, 

Les nombres 

A),+1(L,) =.1~,1 (f)-(xi-xk+J (xi-xk+4) ~~u (f) 

il,L 1(L) = A~+1 (f)-(xi- X1)(xi - xk+.) ilk+ a (f) 

:i.:+ 1(L;) = ilJi+ 1 ({)-(xi- x1) (xi- x~) .:l~ .. a (f). 

-en Iaisant toujours usage de la notation I 16). 
Compte tenant de la formule (33), nous trouvons 

-et nous devons etudier le signe des trois differences divisees 
-d'ordre k+ 1, 

Lagrange de degre n de la fonction (63) et nous pouvons 
-enoncer la propriete suivante 

TtttoREME 25. - Si le nombre posiii] b est assez petii et le 
nombre positif ), assez grand, la Ionction (63}, non-concave 
d'ordre k ?_ 0 sur les m > n+2 points (61), n'a aucun polynome 
de Lagrange de degre n > k+ 2 qui soil aussi non-conccue d'ordre 
.k sur les points (61), pourou que n soii de meme pariie avec k. 

26. - Si n et k sont de meme parite, I'existence d'au 
moins un polynome de Lagrange de degre n et non-concave 
d'ordre k (>_ 0) depend non seulement de la Ionction f, sup­ 
-posee non-concave d'ordre k, ma is aussl de la distribution 
-des points (9). 

Nous allons resoudre completement le probleme clans le 
-cas le plus simple qui est n = k+ 2, m = n + 2 = k +4. Il existe 
alors k+ 4 polynomes de Lagrange de degre n, 

L;(x)=L(x1, x2, ... ,xi_1, xi+i•··· • xkt4;fjx), i=1,2, ... Jk+4, 
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sont monotones. 
Il n'y a pas lieu d'exarniner le cas .i.t .. a (fJ = 0, car alors 

la fonction est polyoomiale d'ordre k+2 sur la suite {9) et 
tons les polynomes L1 (x) coincident avec f. Si .1,L, {f) ~ 01 on 

voit facilement que la suite (76) est croissante resp. decrois­ 
sante et la suite (77) est decroissante resp. croissante suivant: 
qne .:l~.s (f) est positif resp. negatif. 

Voyons maintenant dans quels cas peut-on trouver one 
fonction f n'ayant aucun polyoome de Lagrange de degre k+2. 
qui soit non-concave d'ordre k sur les k+4 points consideres ? 

Solt d'abord k = 0. 11 en resulte que la condition neces­ 
saire et suilisante cherchee est la compatibilite du systeme 

(76) .i~+ ifl1}, .iL 1 (L2l, .. ·, .i~ Tl (L,:. _~) • .i~+l (L.~. ), 

(77) L1!.1(L:il.~L1fL:s) .... ,.i~ .. 1fLk.;.), .iL1(L1: .. .l, 

Nous avons d'abord 

1r.q tL,.1 ~ o, i = 1,2, ..•• k+4. 

Nous avoos aussi 

.i~ ... JL ••• 1=1;,. I (Lk .. ) = .i~ ... (FJ::::: 0, 

.i~+ 1 (Lil= .iL 1 (L~) = ~k+ 1 (fl:;: o. 
et on voit que les suites 

.i'k' . (L .J =-~ l +. ' 

(75J ~ 

(x.k .. -x2)(x;-X1}(x.t+•+xk., -x,-x1)a - 

-(x~. ,-x,) (xk+a-x) (x,c.0-x1) c+ 

+ (x1d,-x) lx1;+3-x,) (xi .... +xk+, - x~-x1) b 
(x4.,-x,l(xkT•-x2)(x~,..-x1·)--- -- 

(x, -x1} (xk+< -x,) t(x.k_.-x~J a-(xi. ... -x1} c] + 
-7- [(x •• 1-x~l (xk.,-:•1) (xk+3-x,:)+ 

+(xkH-x.) (x,--x1Hx:-x:t)] b 
,i~+l(l;)=------- ---- 

[x ..... -x1J (x • .,.-x2] (xk~4-x,J 

(xk.,.3-x1J(x~ •• - x;l (x ..... +x;-x2-x1)c - 

-(x,-- x1) (x, -xJ) (xk+, -x~) a+ 
+ (x;- X1} (x, -X:) (x,, ., T XiL• -x, -Xi) b 

----- 
(x~ •• --xi) (x.h,-x2) (xk .1-11) 
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touie fonction non-decroissante sur ces points a au moins an 
polynome de Lagrange de degre 2 qui est aussi non-decraissani 
sur ces memes points. 

L'ioegalite (79) este verifiee, en particulier, si les points 
xl, x~, X3, x, sont eqaidistants. Si la distribution des points X1' 

x2, x3, x4 est symetr ique nous pouvons prendre, sans restreindre 
la generalite, x,=-1, x2=0, x$=),, x.1=j,+1 et l'inegalite 
{78) devient ), > 2. 

27.-Supposons maintenant k > 0. D'apres les resultats 
du Nr. precedent, la condition necessaire et suffisante pour 

~ a 

(79) X,; - X2 < V(x2 -x1Y (x1-X:i) + V<x~ -x1) (X4- X3)2, 

Nous pouvons done enoncer les proprietes suivantes 
THtOREME 26. - La condition necessaire et suiiisante pour 

qu'il existe une fonction non-decroissanie sur Ies quaire points 
ordonnes x11 x2, x8, x4 et n.'ayant aucun p•lynome de Lagrange 
de degre 2 qui soit aussi non-decroissani sur ces points, est 
que Linegalit« (78) soil oeriiiee. 

THE.CREME 27. - Si les points ordonnes X1• X:H X3, X1 veriiient 
l'inegaliie 

s 3 

(18) x3-x2 > V(x:i~1l21X.i -x3) + Vlx11-X1) (x~ - x3):i-. 

( X3 - X2J!1-3 (x;i-X2) (X2 -xJ l (X4 - x.~)- (X2 -X1) (X1 - X;,) (X4 -xa+x2-X1) > 0 

d'ou, enfin, 

1~ (L2) < 0 6.~ (L3J < 0, 

dans les inconnues non-negatives a, b, c. En definitive done la 
compatibilite du systerne 

a> 0, b ::::: 0, c > 0, 

- (x2 - X1) Ix++ x,;- x~ - X1) a+ (x3-x1) (x?.-X2) c > 
> (X:;,-x:iHx+ +x3-X2--X1)b, 

(x;,,- X2) (x t-X2l a - (X4- Xal (X4 + Xa - Xz-X,) c > 
> {x.{-x2) (x4 + x.'1- X:i - x1) b . 

La condition cherchee est 

{X3-X1 }(x,,-x2)(X3-X2l2 -(X2 - X1l (x1 -x3)(X.1+ ;.;:;_ x'.l-x1l2 > o. 
Le premier membre est divisible par x1- x, et nous 

trouvons 
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Mais, 

a,.p.,)-a, •. (i.)=2(k+3-2iJ).2(k+1 >,+1). o;(i-1=\~•-i(i.) 

et i1 resulte done que, si I. verifie l'inegalite 

(83J e1 (l.J > o. 
on peut trouver une fonction f non-concave d'ordre k sur les 
points (82) et n'ayant aucun polynome de Lagrange de degre 
k+2~ non-concave d'ordre k sur ces points. Uae discussion 
simpie nous montre que (82) est equivalent a ), > ;l.0, ou ).0 est 
la racine positive de l'equation en ),, 

toute lonction non-concave d'ordre k sur ces points a au moins 
un polynome de Lagrange de degre k + 2 qui est aussi non­ 
concave d'ordre k sur ces memes points. 

Par exemple, considerons la suite de points (61 l pout 
n=k +2, m=k+4, done Ies points (). > O), 

{82) x1=-1, x,.=(i-2)1., i=2,3, ... ,k-r3, xk .. ,=(k+1)1.+l. 

La condition {80) devient 

<3;(:)..)={k+3-i) {i-1)/.J- (i-2°1.+t) (k-'-2-i ),+1)(2k+3),-j-1) > o, 

i=2,3, ..• , k+2 

(81) 

qu'il existe une fonction n'ayant aucun polynome de Lagrange­ 
de degre k+2 et non-concave d'ordre k est qu'Il existe un, 
indice i tel que 2 Si< k+ 2 et tel que le systeme 

.l~+t (l.} < 0, .l~., (LiH) < 0, 

soit compatible clans les inconnues non-nepatives a, b, c. 
Cette condition de compatibilf te s'ecrit, apres calculs Ialts; 

(80) [x, •• -x,) lx,.1 -x~) {x;+1- x)- 

-(x;- x1 )(xt+'-x.-.1) (x.t. ,-;-x,._8-;- x,.. 1 =s,': x~- x1) > 0. 

Nous en deduisons le 
TtttOHF.ME 28. - Si les k+4 points ordonnes x1, x2, ••• , x,, ~· 

ueriiient les inegalites 
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On en deduit que le polynome P(x) est non-concave d'ordre k dans 
eel intervalle. 

[ 

1 k+2 

k -:--2 -~ xi' + J=l 

1) Des inegalites f84) U r esulte de plus que nous avons (k + 2) co x +ci 2: 0 
pour x corupris dans I'Intervalle 

done i~ .. i {Pl~ 0, i = 2,3, ... , m -k-2, ce qui demontre la pro­ 
priete 1). 

Si maintenant f est une fonction non-concave d'ordre k 

sur les m { >. k-1-4} points ordonnes (9), nous pouvons ecrire, 
en appliquant le lemme 2, les conditions necessaires et suffi­ 
santes pour que le polynome 

L {x,, x,., •.• , x,. , x,; f Ix), O .:SJ1 < i2< · .. < ik+2.::=.m) 
! t k+2 • 

Pf x) = c0 xk•2+c1 xk+1+ ... 
et, d'apres (3) et (8), 

La demonstration est tres simple. Les inegalites sont evi­ 
demment necessaires. Montrons qu'elles sont aussi suifisantes. 
Soit 

(84) 

Pour k>O, on a 2k+1<),o<2k+2, 

On peut encore voir que les inegalites (81) sont verifiees 
si les points xi sont equidistants. 

2$,-Dans le cas n=k+2, et meme pour m~n+2quel­ 
conque, on peut traiter autrement notre probleme. 

Demontrons d'abord le 
LEMM£ 2. - Pour que le polynome P(x) de degre k+2 soit 

non-concave d'ordre k sur les points ordonnes (9), il Faui et il 
suitit que l'on aif 

199 FONCTIONS CONVEXES 



soni verifiees, toute Fonction non-decroissante definie sur les 
m?: 4 points ordonnes (9) a au moins un polynome de Lagrange 
de degr« 2 qui est aussi non-decroissani sur les points (9). 

{87) 

Nous pouvons supposer [x11 x111; IJ > 0, car si[x11 x111; f] = 0, 
la fonction (supposee non-decroissante) se reduit necessaire­ 
ment a une constante. On voit alors que 

a,-<b;,a1<ai+i• b1<b;,.1, i=2,3, ... ,m-1. 

Demontrons maintenant la propriete suivante 
THE:OREME 29. - Si les inet;alites 

a;.,;;: b, i= 2,3, ..• , m -2, 

b.= (x;-x~) (xm +x,,.-_.-x,--x1) [x x . fJ+fix l 
t X -X 11 ni » I J • 

tn-1 1 

Si nous remarquons que 

f lxiJ fx11 x,..; f] f (x1) 
[x x x ·]- 

11 '"' 11 -(x,-x1) (x,-x,,,) X;-x,,, (x;-xd(x1-x,,,}, 

nous deduisons que les inegalites (86) expriment que f (xi) doit 
etre compris clans lintervalle Ierme {a,, b.-J, ou 

(x,-x,)lx;-x2) . 
a;= · [x11 x,,. d]+ffx1). 

X,,, -X2 

(86) 

Les inegalites (85) deviennent 

{ 
[x1, x"' '. f] • (~,,,-x2) [x1, x,,,, xi; f~?,: ~· 

[x,, x,,.,f}T(x,,,_1 x1} [x., x,,,,xi, f] ?0, 

29. - Nous allons. faire une application des resultats pre­ 
cedents, dans le cas k = O. Prenons alors 

( 'k+2 /.·+2 ) 

l 
[x,,x ...... .»: ;f]+f l] =r: ~ =. r , [x,.,x,.,. .. ,x,. ,x,-;fJ>O, 

I ·~ '•'+t lf.:;: i=I /0 l 2 k+2 - 

tk+1 /?.+~ 

[x, x,. ••..• .»; ;F]+ l-~ x,,,_11-,-.~ x;.) [xi,x;_ •••. ,x, ,x;;f]>:o. 
1 • l(.+t i=i /-!..l J t ::l k+~ 

(85} 

soit aussi non-concave d'ordre k sur {9). Compte tenant des 
Iormules (34), (13) et (8), nous trouvons que Jes inegalites !84) 
deviennent 
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Si nous posons 

k + ~ 

- ~ (xii' X,·,21 
!=1 

Ces inegalltes sont verifiees, en particulier, si les points 
xi sont equidistants, done 

TH~ORfiME 30. - Toute lonction non-decroissante, deiinie sur 
les m ::.::_ 4 points ordonnes et equidistants (9), a au moins un 
polynome de Lagrange de degre 2 qui est aussi non-decroissant 
sur les points (9). 

30. - Pour Iinlr ce § et en revenant au cas k > 0, remar- 
quons que si on suppose les points x, , x,., ... , x1 donnes, les 

l 1 k+i 

inegalites (85) determinent, en general. un intervalle auquel 
dolt appartenir f (xi). Les formules 03), (15), (14) et (7) per­ 

metteot d'ecrire 

- (x,,,_1-x1) (x, .,-x1) (x;+,-x~) "> 0, 

i=2,3, ... ,m 1. 

est non-decroissan t. 
Dans le cas contra ire, il Iaudrait que f (x1) n'apparfienne 

pas a [a,, bJ et ceci pour i=2,3, ... , m-1. Mais, cornpte te- 

nant de la non-decroissance de f et de a2 = f (xl), b,,. _ 1 = f (x ,,,), 

on voit qu'il faudrait alors que 

f (x~) > b1, f(x,,,_1) <a,,,_,. 

IL existe done deux indices consecuttls i, i-1- 1 tels que 

f(x,) > b, f(x,.1) < a;.11 

qui, en vertu de (87), nous donnerait f (x1• 1) < f (x1), ce qui 

est absurde. La proprlete est done demontree. 
Les inegalltes (87) peuvent s'ecrire 

l(x1, x,.,x111;flx)1 i=2,3, ... ,m-1, 

Montrons, en eHet, que l'un au moins des polynomes 
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§ 5. 

Sur les polynomes de Lagrange des fonctions definies 
dans un intervalle. 

32. - Nous allons etudier un peu les problemes trait es 
aux §§ 3 et 4 clans le cas ou la fonction f n'est plus· definie 

kH 
1- 2; x. Ir 

[ b] · ·=\ [ fl ' XJ-. x}. J ..• , X:k i = ---,_,- x, ,xi., ••. , Y,- ; />O. 
l 2 I 1'2 '(--lJ 'I ~ k-t-2 ·- 

k+'J 
'' X · - IX "-.I Lr 

a]=,_.,,,_, 
1._,-_-_-,,,- 

[x, , x., ..• , x. ; f] ~ 0, 
l' """" '1 

1'1 :k+2 - [X · 1 X1. I • • • 1 X1. ; 
11 2 /i.+2 

Remarquons encore qu~ la Ionciion a (x) qui prend les 
valeurs al aux points X; et la fonction b (x) qui prend les valeurs 
bi aux points X1 sont non-concaves d'ordre k sur les points 

(9J. En effet, 

ai.=bi_=f(x), j=!,2, ... ,k-t-2. 
J I I 

f (xi) doit appartenir a l'Intervalle Ierrne d'extremites a,. b,. 
Si nous supposons i1 < m - k-1, ik-n > k+2. nous avons 

~ - cz > 0, j - B > 0 et a,. b, sont bien des nombres finis. Ces 
norubres sont, d'ailleurs, determines pour tousles i = 1,2, ... , m 
et on a 

k+~ k•2 

~= l: X;.i t= .2.: Xm-H-1' 
i=J J 1=1 . 

k+t 

z == 1J x .. 
i=I I 

le+ 1 

+ 1J [x, , x,. ,. • ., x.- ; fl(x, -x,. )(x,-x,.), .. (x1.-x,.. J, 
i=t l 2 I ' 1 z J - 1 

ou, pour simplifier, 

(x;-x1)(x,---xi) •... ,{x1.-x,. lh-li-x.+x. ) 
b: 1 • k + l ( • " ... 2 [ ;= '"' x,.,x;•···•x, ~f]+ 1- t-> J ~ k+~ 

k+I 

+ ~ [x, , xi •... , Xz ; f] (x;-x, l (x,.-x;) ... (x -x,.. ), 
j=I l ~ / 1 2 ' ) - l 

(x.-x,.)(x.--x;) .•• (x,.-x. )(x,.-x, +[J-cr.) 
' 1 .. ! tk + J /~ + J a.s= - f:' -- -- fxi ,x; , ..• , X1, ;f] + 

J-:X i t ll.+2 
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1) Voir be. cit. plus haul. 
2) C'est le polynome <le Lal[range~Hermite. Pour plus de details sur 

ce polynome voir r N. E, N6RLUl'\D ,,Le,ons sur les series d'tnierpolation'"» 
Paris 1926. 

de degren=r1+r2-!-···+r,-1. ayant des noeuds multiples. Leo 
noeud X; est d'ordre r; de multiplicite (double, triple, ... etc 

si r = 2,3, ..• , etc.I. 
L'existence d'un noeud r,"P" au point x, exige encore que 

la fonction soit (r1-1) fois derivable en ce point. 

On 'demontre que toutes les formules etablies pour Jes dif­ 
ferences divisees et les polynomes de Lagrange pris sur des 
points distincts s'etendent a ce cas plus general. 

L (xl' Xi, .••• X1, ,_____,______ 
r, 

Cette de[inition exige done l'existence pour f de la de­ 
rivee d'ordre r, - 1 au point x,. 

De la merne maniere on delinit le polynome de Lagrange 2} 

1 r(r + I • • • • - r - R 

(rt -tll(r~-i)l ... !r_.-1)1 dx,• 
11dx';.-• ... ~x:~-1 [xpX2, ... ,xs;f] •. 

ou r1 points sont confoodus avec x,, i = 1.2, .•. , s, est d'ordre 
n = r1 +rs+ · · · + r - 1 et s'obtient par un passage a la limite. 

Elle s'exprtme encore sous la forme d'un quotient de deux 
determinants U et V de la forme (6). M. E. NOK!.l!NP 1) remar+ 
que d'ailleurs que la difference divisee (88) est egale a 

(88) [x1,x1, ••• ,x1, x~.x~, .. ,x~, ... ,x,,x~····•x$;f] 
-----..--- '----v-- 

r1 r2 r~ 

sur un nombre fini de points, mais dans un intervalle. Pour 
fixer les Idees nous supposerons que f, Iinie et uniforme, soit 
definie clans I'intervalle fini et Ierme [a, b]. 

Dans ces cas ii est necessaire de considerer aussi des 
differences divisees prises sur des points non tous distincts et 
des polynomes de Lagrange avant des noeuds non tous dis­ 
tincts. 

La difference divisee 
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l] TIBERIU POPOVJCIU «Deu» remarques sur Les Ioncilons convexas", 
Bull. Sci. Acad. Roumuine. 20, 45-49 (1938). 

est alors majoraot. 

est majorant. 
IL Le minimum r-~ (er., f:l) est toujours atteint en un seul 

point. Nous savons alors que la fonction f doit etre concave 
d'ordre 1 dans [a, b] 1). Mais, une telle fooction est continue 
clans [a, b] et a une dertvee clans [a, b], sauf peut-etre sur un 
ensemble au plus denombrable, II existe done un point 
x1 e ]c, b] ou la derivee f' (x1) existe. Le polynome 

ou «, j·l soot deux constantes. Cettc fonction est semi-continue 
lnlerteurement, done atteint son minimum qui est Iini. Seit 
!i (rt, Bl ce minimum. Deux cas sont a considerer : 

I. IL exisle des valeurs de CG, ~ telles que It (a, fl) soit 
atteint en deux points x11 x~ e (a, b], au moios. Al ors le polynome 

32. - Examinons main tenant le probleme des polynomes 
-de Lagrange majorants. En general, il rr'existe pas de tels 
polynomes, mais 

TtttORbME 31.- Toule Ionciion semi-continue superieuremenl 
dans l'interoalle [a, b] a au mains ur1 polynome de Lagrange 
majorani de degre 0. 

C'est une proprlete baoale. Elle exprime tout simplement 
Ie fait bien connu qu'une Ionction semi-continue superieure­ 
meat daos un iatervalle fini et Ierrne atteint son maximum 
{Jui est necessairement fini. 

Moatrons rnaintenant que l'hypothese de la semi-conti­ 
nuite superieure est encore suHisante pour affirmer !'existence 
d'au moins. un polynome de Lagrange majorant de degre 1, 
done demontrcns le 

TttEOR£Mr~ 32. - Toute · Ionction semi-continue superieure­ 
ment dans l'lnierualle [a, b] a au molns un polynome de La­ 
grange major ant de degr« 1. 

Considerons, en effet, la f onction 
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1) E. BOREL Lecons sur les toncitons de varioble« rkelle« Paris, 1905~ 

est le plus petit possible, P(x} etant uo polynome de degre n, 
Designons par ~t le minimum de (89). 

Nous savons que la difference T,, -f prend alternati­ 
Hvement les valeurs + µ en au moins n+2 points consecutils 
de l'intervalle [a, b] 1). Le polynome T,, + tt est majorant pour 

la fonction f. C'est un polynome de Lagrange de f. En 
effet, la fonction T11-J- µ-f atteint son minimum 0 en au moins 

[ ~;2 J points. Si n est pair, l'un au plus de ces points coin­ 

cide a vec a ou b. Si n est impair il se peut que deux de ces 
points coincident avec a ou b. Si n est impair il se peut que 
deux de ces points coincident avec a ou b respectivement, 

n+3 
mais alors le minimum est atteint en au moins 2- points. La 

propriete cherchee en resulte si nous remarquons que tout 
point interteur de [a, b] OU T; + 11· ·-f s'annulle, peut etre prls 

comme noeud double. 
34. - Soit maintenant f une fonction non-negative dans 

(a, bJ. Dans les cas etudies plus haut, l'exlstence d'au moins 
un polynome de Lagrange de degre n qui soit aussi non­ 
negatif est demon tree. Mais il nous semble qu' on peut obtenir 
des resultats plus complete. Nous nous bornerons ici a de­ 
montrer le 

maxi f (x}-P(x} 1 
[u, b] 

(89) 

33. - Nous ne savons pas si la semi-continulte superieure 
suffit pour la generalisation du theoremc 32 au degre n 
quelconque. Nous allons demontrer la propriete moins gene­ 
rale suivante 

THtOllf:Mt: 33. - Touie fonction continue et une fois deri­ 
vable dons I'inierualle (a, b] a au moins un polynome de la­ 
gran{!e majorani de degr« ti. 

En eifet, soit T,. [x] le polynome de meilleure approxi- 
mation de Tchebycheff de degre n et correspondent a la 
fonction f dans l'intervalle (a, b]. T,, est done le polynome 

unique de degre n pour lequel le maximum 
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-on voit Immediatement que la derivee f' (a) au point a existe 
-et est nulle. Dans ce cas le polynome (91} peut s'ecrire 
L (a, a, b;flx) et est evidemmen t non-negatif dans [a, b]. 

Les conclusions sont analogues sif (a)> 0, f (b) = 0. 
Le theoreme 34 est vrai, evidemment. pour le degre 0. 

Pour le clegre 1 on volt que le polynome L (a, b; Fix) est non­ 
·negatif dans [a, b]. 

35. +Pour finir nous donnerons une propriete des poly­ 
nomes de Lagrange des ionctions non-concaves d'ordre k clans 
-un eas tres particulier. 

Supposons f non-concave d'ordre k et admettant une deri­ 
vee continue d'ordre n clans {a, bJ. Nous supposons n>k+2 

S'Il existe un point Xo interieur a [a, b] oit la fonction 
prend une valeur plus grande que le ~po1ynome (91), le poly- 
nome L (a, b, Xo: /Ix) est non-negatif clans [a, b]. Si l'on a 

_!_(b) i? 
(b - a)2 (x-a) . {91) 

Il exisfe une valeur A0 telle que pour A< Ao le polynome 
{90) reste non-negatif dans [a,b]. Pour A=A0 ce polynome 
(90) a un zero double qui est un point lnterieur xo de [a, b], 

-Si l'on determine A de maniere que (90) prenne la valeur 
f (xo) au point x0, on a A< Ao. Il en resulte que le polynome 
L(a, b, Xoi f Ix) est non-negattf clans [a, bJ. 

II. f (a}= f (b) = O. On voit Iacilement que le polynome 
L (a, b, x(I; fix) est non-negatif quel que soit xe> a l'Inter ieur de 
la, b]. 

III. f (a)=O, f(b) > 0. Cousiderons alors le polynome 

L{a, b; fjx)-1-A(x-a)(x-b). {90) 

TttE.OREME 34. - Toute f onction non-negative dans la, b] a 
-au moins un polynome de Lagrange de degr« 2 qui est aussi 
non- negatif. 

Pour la demonstration nous allons distinguer trois cas s 
I. f(a) > 0, f (b)>O. Considerons alors les polynomes 

TIBERIU POPOVICIU '206 



Mars 1943 

; etaut un norobre cornpris entre x et x0• 

Nous avons done 

i»-» (x) = [L ("+1) (xl - f(k· iJ (x)) + f(1 .. i) (x) = 

(x x)"·k·• 
=' - o - [IC") (x0) ·- fM m] + f(hi) (x) 

(n-k-1) ! 

d'ou resulte la propriete. 
Finalement done 
THi::oR~ME 35. - Si ti est de parite dillerente avec k, iouie 

lone/ion non-concave d'ordre k et admettani une derioee n""" 
continue dans [a, bJ, a au moins un polytiome de Lagrange de 
degr« n qui est aussi non-concave d'ordre k dans [a, bJ. 

Remarquons, d'ailleurs, que pour une Ionction ayant une 
derivee n"'"' continue quelconque, la difference L (x)-f (x) est 
une fonction non-concave d'ordre k clans fa, bJ si, bien entendu, 
k et n sont de meme par ite. 

II - /:- 9 . 

f(k·1>(x)= '1 (x-xo)' f(i•k·i>(x)+~x-xo)"~fc~>w 
,;:;; ii 0 (n-k-1)1 · 

Mais, la formule de Taylor nous donne 

n -k- 1 

LC"••> (x) = L ~x~(L fU•k• O (x0). 

i=O 

Je dis que le polynome L (x) est non-concave d'ordre k 
dans [a, b]. II suffit pour eela de demontrer que sa derivee 
d'ordre k+ 1 est non-negative dans [a, bj. Nous avons 

n (x-x )i 
L(x)=L(xo,Xo, ... ,x0;flx)= ~ .1° f(i>(x0). 

~ i=O l 
H-+ l 

et de parfte dilferente avec k. Seit x0 un point ou f(n) (x) at­ 
teint son maximum et considerons alors le polynome de 
Lagrange 
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