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NOTES SUR LES GENERALISATIONS DES FONCTIONS
CONVEXES D’ORDRE SUPERIEUR (IV)
PAR
TIBRERIU POPOVICIU

SUR UNE REPRESENTATION DES FONCTIONS MONOTONES
PAR SEGMENTS

1. Dans trois notes sur les généralisations des fonctions convexes
d’ordre supérieur 1) nous avons introduit, en particulier, les fonctions
monotones par segments. Il est nécessaire d'abord de rappeller les princi-
pales propriétés de ces fonetions.

Une fonction f (=), finie et uniforme sur Pensemble linéaire E est
monotone par segments sur £ si on peut décomposer cet ensemble en
un nombre fini de sous-ensembles consécutifs

(1) Els Ee"”: Em:

tel que sur chaque Ei, la fonction soit monotone.

A une fonction monotone par segments correspondent, en général,
une infinité de décompositions {1). Le nombre m des sous-ensembles
d’une telle décomposition a un minimum k. Ge nombre h est la caracté-
ristigue de la fonetion f ().

Parmi les décompositions (1) nous avons distingué une que nous
avons appelé la décomposition canonigue de E relativement i la fonction
f (z) monotone par segments. Cette décomposition

(2) A Ej, E,..., Ex,

) Note : Disquisitiones Mathematicae et Physicae, 1, 35—42 (1940).

Note II: Bulletin de la sec. sci, del Acad, Roumaine, 22, No. 10 (1940); Note ITI:
ibid., 24, No. 6 {1942), Le lecteur est prié de se rapporter & ces notes pour tout ce qui
concerne la théorie des fonctions monotones par segments,
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a exactement /i termes et est construit de la maniére suivante: Ef est
le sous-ensemble de B formé par tous les points z e B tels que f(z) soit
monotone sur intersection de E.avec 'intervalle formé (@, ), ol a est
Pextrémité gauche de E. L’ensemble E3 se déduit de la mbme maniére
de £ — Ej et, en général, Ef,.; de la méme maniére de E— (El+ E3
+ ...+ Ef). ' -

R. Soit f (x) monotone par segments et (2) la décomposition canonigue
correspondant. Désignons par i, b; les extrémités (gauche ot droite)
de Bf. On a a; < by sauf si Ef est formé par un seul point et alors, évi-
demment, @ = bi. D’ailleurs a; est Iextrémité gauche de E et b; est
Pextrémité droite de X,

Nous avons défini une suite de 2k nombres propres ou impropres

C15 Cgye-ey C2h—1, Cap
de la maniére suivante: cg;_; = Fla) 8t aie E; et cyq = lim f(x) si ai
n’appartient pas & B et @ tend vers a; sur F; . De méme ca; = [ (bi) si
* ' v r . W T
bi & By et egg= lim f (w) si b n’appartient pas & E; et @ tend vers b; sur Jo5v
Considérons la suite des différences
(3) ¢ __cl.} Cg— Cpy. v vy Cop— Cop_g
et convenons que
(+o)—u
(mo)—u=u—(+ ) = (— o) — (4 o) < 0,
(F 0} —(+ ) = {(—00) — (— ) =0,

lorsque # est un nombre fini,

Alors les termes de la suite (3) sont ou bien nuls ou bien ont un signe
déterminé, La suite (3) présente done un nombre k de variations de signes.
Nous disons que la fonction f(2) est d'ordre (0| k) sur E.

Considérons une suite finie et ordonhée e — {®y @500y zn Y de kB,

done @y, @oyuvvy Fme b, oy < 2, < .., < &m. Posons, avee les notations
habituelles,

u— (— ) = (4 o) — (—o0) >0,

A () =@, @wiqas3 ), i =1, 2,..., m—1.
La suite i

(4) 4 (f), A2 (f),-.., 4771 ()

présente alors au plus k variations de signes. Plus précisément le nombre
k jouit de la propriété que le nombre maximum des variations de signes
de (4), lorsqu’on considére les suites (4) correspondant 4 tous les sous-
ensembles finis e de B, est égal & k.
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8. Une fonetion monotone par segments et de caractéristique kb est
au moins d’ordre (0 { 2 — 1) ot est au plus d’ordre (0| 2k — 2) 1), 11 existe
doné h types de fonctions de caractéristique A, Ces sont les fonctions
respectivement d'ordre (0 |k —1), (0[&), (0]A+1),..., (0}2h—2). 11
est facile de construire des fonctions de chaque type.

Définition 1. Nous dirons qu'une fonction f(x), monotone par segments
et de caractéristique h, est du type minimum st elle est d’ordre (0] h — 1),

Etudions un peu les fonctions du type minimum. Pour cela démon-
trons d’abord le

Lemme 1. Pour que la fonction f(z} soit du type minimum il faut
et U suffit quelle soit du fype minimum sur chacin des ensembles
E;+E+...4+ Ef, j>1i ce qui est équivalent’ au

Lemme 1'. Pour que la fonction f{a) soit du type minimum il faut
et il suffit que la suite

(5) oy — C2i—1y €241 —— C2i,y. ..y Cafj— Cojy

présenie exactement | — i variations de signes el cect pour j =1i-1,
i+2,...,h i=1,2..., h—1.

La condition est évidemment nécessaire car on sait que E} , El,,,. .,
Ej est la décompesition canonique de Ef + E..4-...4+ E!. La con-
dition est aussi suffisante. En effet, la suite (5) présente au moins j — ¢
variations, Elle ne peut présenter plus de j — i variations car alors la
suite (3) présenterait au moins % variations.

Considérons maintenant la suite

(6) Cg—=Cpy Cu—Cyy Cg— Cpyervy Cop— Copp,

ayant  termes. Cette suite peut avoir des termes nuls et des termes
d’un signe déterminé, conformément aux conventions du Nr. 2. Deux
termes consécutifs de la suite (6) ne peuvent étre nuls & la fois. En effet,
81 €~ Csiq = Caipn—eypq = 0, la fonction serait monotone sur
Ei + Ei;y ce qui est impossible. De plus

Lemme 2. Si f(2) est du type minimum, un terme nul (autre que le
premier et le dernier} de la suite (8) est toujours compris entre deux termes
de mémes signes. :

Soit, en effet, cg; — co;_y = 0, alors

2i—2— c2i—8 2= 0, o549 — cpiq15F 0.

1) Liordre (0 | ky) est au moins resp. au plus égal & I'ordre (0 | ks) suivant que &, 5= ks
resp. kl { kg .

i
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D’aprés lo lemme 1’ la suite
C2i—2 ~— €3i-8, Cait— €22, €3 ~—Cx—1, C2igp1— Coi, Caipa—Cziq1
ne peut présenter que I'une des dispositions suivantes de signes

+s__‘501"'p+ _‘*9+;09+,_‘

et le lemme 2 est démontré.

Bemarquons aussi que

Lemme 3. Si f (@) est du type minimum deus termes con
nuls de la suite (6) sont toujours de signes contraires.

Cest une conséquence du lemme 1’. Plus spécialement du fait gue
les suites

sécutifs non

Cai — €2i~1) C2igq — €2¢, C2i4a— C2iqy
=1, 2,..., h—1

présentent une variation de signe.

Nous pouvons énoncer maintenant le théoréme suivant

Théoréme 1. Pour que la fonction f(x), monotone par segments et de
caractéristique h, soit du type minimum il faut et il suffit qu’elle soit alter-
nativement non-~décroissante et non-croissante sur les ensembles Ei , B} ,. .,
B}, de la décomposition canonique. X -

La fonction est non-décroissante resp. non-croissante sur E} suivant
que 6y — ¢2;—y esat positif reép. négatif. De ]a résulte immédiatement
que la condition est suffisante. Les lemmes'2 ot 3 nous montrent qu’elle
est aussi nécessaire. Pour que le théoréme soit toujours exact nous sup-
posons, conformément & I'analyse précédente, qu'une fonclion constante
(donc toute [onction définie sur un seul point) est indifféremment non-
décroissante ou non-croissante. Si sur E; la fonction est constante nous
la considérons comme non-décroissante ou non-croissante suivant que
sur L; 4 et Ejyy elle est non-croissante ou non-décroissante. En d’autres
termes nous devons remplacer les termes nuls dans la suite- (6) par des

signes tels que cette suite présente le nombre maximim possible de varia-
tions de signes. : . iy

4. Nous allons nous occuper maintenant du probléme du prolonge-
ment des fonctions monotones par segments. Nous examinerons, en
particulier, les prolongements qui conservent I'ordre de Ia fonction.

Intreduisons la définition suivante .

Définition 2. Lo fonction, f (z) dordre (0 | k) sur E est prolongeable
sur, Uensemble E, si on peut trouver une fonction fi (2} d'ordre (0| k) sur
E + By qui coincide avec f(z) sur E. :
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Une fonction d’ordre (0 | k) n’est pas toujours prolongeable. Par exemple
la fonction

e oG Y
€T

flo) = i

z— 2

, z&(2, + ®),

qui est dordre (0]1), n’est prolongeable sur aucun point d§ Iintervalle
0,2]. Sl Lo ' -
[ ]Supposons que la fonction f(«) soit bornée sur E et examinons un
prolongement spécial de cette fonction. Définissons la fonction f ()
de la maniére suivante:

1° f, (#) = {{a) sur E.

2° %115 l]m poi(nt @, de E' qui n’appartient pas & £ nous prenons pour
f () Pune des valeurs limite {la limite & gauche ou la limite & droite)
de f(2) en ce point, oy

t g"( )Si (a ﬂ)l est un intervalle contigu de la fermeture E de I nous

prenons f; (z) linéairement dans Pintervalle fermé [a, 1. Si a = ——Oo
ou f = + 00, f; (2) est constamment égal & f(f) ou f (2) dans (— oo, ]
ou [a, o). )

Je dis que la fonction f, () a méme ordre que la fOIlCthfl f(dai) On
it : _ us \ i
voit facilement qu’il suffit de démontrer que 1’add1twnl d un [,)mni; accllll
mulation 3 E ne change pas lordre et de méme l'addition d'un intervalle
: ‘. o aa 12 'd.I‘c
contigu & E ne change pas l'ordre. ‘ oy
SED nous ajoutons & E le point d’accumulation (7o 1 appfntcnant
pas A I), ce point s’ajoute & un E; de la décomposition canonique. Le
. I : i £ Fa 2.p P 1 . - ; . 3 t
fait que x, = ai signifie que f; (ai) a été défini comume 1}{”(111’.6 A dI‘lUITG(;i
le fait ay = bi signifie que f, (b:) a été délini comme limite 3 gauche. Un
ailt @y =
voit alors que- d

E;, E&}“‘) E‘i.—l ,E?+%=E:+l)‘”: Ea‘i

est une décomposition de B+ 2. La suite (3) correspondant & cette
: ¥ b . L r O.
décomposition est la méme que la suite (3) correspondant & la décomp
sition canonique de E. L’invariance 'de I'ordre en résulte. o
(- i — i . : Ve

Si nous ajoutons 4 E un intervalle contigu (a, f), deux cas peu

k . i i 3 : B us-
se présenter. Ou bien @, f# appartiennent tous les deux A un méme o

emble Z le la dé osition canonique de E et alors I'ordre ne change
ensemble J%; de la décomp ‘ B¢ o i
évidemment pas. Ou bien a appartient a un E; et f & Biyq. Dans
o 1té 1 E! et 8 Pextrémité gauche de By
cas a doit étre extrémité droite de F; et f l'ex A
Dans ce cas, la décomposition carionique de E étant ).

’ ’ _— —1 _T“
(7) Es, Ez,..., Es,

E i I . d ) sur B,
1) La caractéristique de fy () sur E est effectivement égale & celle de f {z}
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pour E + (e, '8) nous avons la décomposition 1)

(8) E;s -E;,..., E:, (o, ﬁ)a Eg-l-la"-: E;

La suite (3) correspondant & (8) ne différe de celle correspondant & (7)
que par Pintercalation de deux termes nuls. L'invariance de Pordre est
encore établie. ' o

Nous pouvons done énoncer le

Théordme 2. Toute fonction d’ordre (0| k) et bornée sur E est prolon-
geable (par conservation de lordre) sur tout Pave réel (— oo, + o).

Ce prolongement est réalisé par la fonction f(2) 2).

~ L’hypothése que la fonction / (2) soit bornée n’est pas nécessaire,

Soient toujours @, b les extrémités de B et soit Iy Tintervalle d’extré-
mités a, b el qui est fermé ou ouvert a gauche resp. & droite suivant que
a resp. b appartient ou non & F. 11 est facile de vojr que nous avons alors
la propriété suivante.

Théoréme 3. Toute fonction d’ordre (0| %) sur E et bornée sur tout
sous-ensemble complétement tntéricur, & E®) est prolongeable {par conser-
vation de P'ordre) dans tout Pintercalle Ig.

‘5. Examinons un peu les fonctions définjes dans un intervalle E,

Définition 3. Nous dirons que la fonction f (x), monotone par segments
dans Dintervalle E, est normale si les sous-ensembles E; de la décbmposition
canonique sont tous des intervalles de longueur non nulle. :

Pour une fonction normale nous avons donc

9) bi<di < ... <byy,

les b; étant toujours les extrémités droites des ensembles E;.
La fonction est donc monotone dans chacun des intervalles

(10) (@, bi)y (b1, By),y. - s {Bus, B)

a, b étant lés extrémités de E.

Tei nous supposons que:

1°. (a, &) est fermé ou ouvert ¥ gauche suivant que @ appartient ou
non a E. '

2°. (b1, b) est fermé ou ouvert & droite suivant que b appartient ou
non i E,

1) Quin’est d'ailleurs pas la décomposition canonique, mais ceci n’a pas d'importance.

%) La propriété de f; (2) est mdmo plus précise. Elle conserve l'ordre (0] k)~ ou
(0 | k)+ avec un signe (voir la Note I de cette série}. Cette remarque est valable aussi
pour le théoréme 3,

B B, CE est complétement intérieur & E si ses extrémités sont deg points inté-

vieurs de Ir,
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3°. De deux intervalles consécutifs {(b;_y, b)) (&, biy1) (b= a, b’*_= b?
si b ¢ Ef le premier est fermé a droite et le second ou.vert’ a gauche et si
b & Ei,q le premier ést ouvert & droite et le second: Ferme a gfauche.

De cette facon (10) est précisément la décomposition canonique de E.

Si de plus la fonetion est du type minixum, cette fOI:IOthl‘l est alter-
nativement non-décroissante et non-croissante dans les mtc.ervalles (10).

Les points (9) peuvent &tre appelés les novuds do la fonction £ ().

Nous avens encore le ‘

Théoréme 4. Toute fonciion [(x), monofone par segments et continue

dans Pintervalle E, est normale et du type minimum. il
La démonstration est facile et il est inutile de la faire ici. Les ncends

sont des points de maxima et de minima relatifs. En particulier les fone-
tions continues ayant un nombre fini d’extréma relatifs sont monotones

par segments. . » ' .
Dans le cas des fonctions continues la décomposition canomgque es

(@ b4, (by, Bs), (boy Bys- - -» {bp—1, b),

pour (@, by), (bn—1, b) les conventions 1°, 2° du plus haut restan’r: valables
et les autres intervalles étant ouverts & gauche et fermés & droite.

6. Soit f(z) une fonction monotone par segrflents et normale dans
Vintervalle E. Soient (9) les nceuds de cette fonction.

Considérons un intervalle I qui soit en méme temps que E ouvert
ou fermé aux deux extrémités et soient

(11} @y < Ty < Sy,

k—1 points a lintérieur de I. ' '
L’intervalle I peut &tre, par exemple, lintervalle E I.ul._-mé:me. _
Soit  (z) une fonction continue et croissante, définie dans E de

manidre que
pb)=m , :=0,1,..., h

ol by, bx sont les extrémités de E et 2, oz les extrémités de I.

La transformation y = («) (yel, v ¢ E) établit une correspon-
dance bjunivoque et bicontinue entre E et I, La fonc:tlon inverse
y—1 (x) de p () est continue et croissante dans I. La fonction

i) =fupt@) , zel

N .
est normale, de méme caractéristique que f (@). Les fonctions f(m),.f (=)
sont en méme temps du type mimmum et en méme temps continues:

Nous avons aussi

floy=Ff(w(a) ; zek.
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7. Revenons aux forctions queleong

Désignons toujours par ai, b les extrémités de E;.

Etablissons maintenant une eorrespond
entre £ (z & ) et le sous-ensembl
de la maniére suivante:

1°. 8i E; est horné et contient plus d’un -point,

y= FE 22— b— 2 —1)q
=2 it Dbh—2—1)a

sy xe B,
bi —a;
2°, 8i £ contient un seyl point, y est égal a 2 — 2 pour cette va-
leur de 2.
3° 81 Ej n’est pas borné (¢ = — o),
= , xekEy.
y 1 + b.l - g
4°. 8i Ef n’est pas borné (b = + o0),
y=2h—1— L , ®¢Ey.
g4+ 1—a

La fonction y (
27! (2) est uniforme et croissante sur F.
Définissons la fonction g (#) sur F par la formule
g@) =f(x*(=), x¢F.
Nous avons alors
Ha) =gy (2)), =:E.

La correspondance entre E ot F étabiit une ¢
et un sous-ensemble F; de F.

On voit immédiatement que g {2} est monotone pér segments et la
décomposition canonique de F et précisément

Fi, F3,..., F}.

Les nombres ¢ correspondant aux décom

pour f (z) et de F pour g ()

dv méme ordre (0 k)

orrespondance entre Ej

positions canoniques de E
sont les mémes. Les fonctions f (). g («) sont
et ont la ‘méme caractéristique .

8. Supposons maintenant que la fonction f(x) soit bornée, alors
g (%), qui prend les mémes valeurs, est aussi bornée, Considérons la fonction
prolongée g, (2) tel que nous Pavons expliqué au Nr. 4. Alors & () est,
dans Pintervalle [0,2% — 1], de méme ordre {0[ k) que la fonction f (2.
Démontrons plus exactement que

Théoréme 5. La fonction 8 (%) est normale, du
(01 %) dans Pintervalle [0,2h —1].

type minimum et &ordre.

jues monotones par segments.

ance biunivoque y = y (a)
e F (yeF) de Iintervalle [0,2h — 1]

#) est uniforme et croissante sur E et sa fonetion inverse
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Si nous considérons la décomposition canonique de [.O,.?,h— 1] pour
& {x) nous voyons que chaque terme de cette ’décomposmon dott. con-
tenir 'un au moins des intervalles (i, i-}-1), i =0, 1,..., 22— 2, La
fonction g, (2) est donc normale. Les nceuds ne peuvent étre que desf
points ¢ =1, 2,..., 2k —2. Le point ¢ ul3 peut étrt? un nFeuq f{ueisl
g, (®) est de monotonie opposé dans les'mtervalles (i —1, ;)], (;,1 +. b
par suite de la construction de la fonctxf)n & (:fc). En effet, La JEc»m::t%cn:l
g {2) est monotone dans les intervalles (i — 1, Z], [, 1‘—!- ‘1)1. a fonction
& () est donc du type minimum en vertu du théoréme 1.

Retenons les formules

g (@) =f{xt{x)), wePF,
fle) =g (x (=), ek

9. Un polynome P (z) est toujours monotone par segments. 11 ,es}t;

donc toujours normale, et du1 type minimum. Un polynome de degré
‘ordre (0|2 —1).

G 'Ig‘lll:écl::;iled(;rd..’;ie .g’(la:) est )un polynome d'ordre (0|k) e ¢ (z) une
fonction non-décroissante sur E, la fonction P (@ (x)) est monotone par
segments et dordre au plus égal & (0 |k} sur E. '

En effet, dans le cas contraire, on peut trouver k4 3 points z; << =,
< ... << gy de B tels que la suite

AP @), AP @), -, 45T (P ()
présente k-1 variations. Dans cette hypothése A (P (p)) 20, donc

i =0 i) 4i
ai(p (g =~ == w4y
D=1, 2. k2,

9), Ailg) >0,

Il en résulterait que P (x) soit d’ordre (0]k 4 1) au moins, ce qui t_est
impossible, - '

pLe but de ce travail est précisément de démontrer la réciproque de
cette propriété.

10, Nous allons démontrer d’abord le : _

Théoréme 7. Toute fonction f(a), monotone par seg:ments, bornée,
normale, du type minimum et de caractéristique h dans Uintervalle E est
de la forme Q (p (2)), ot Q (&) est un polynome de degré h et ¢ ()} une fone-
tion non-décroissante dans Uintervalle E, :

Pour démontrer cette propriété soient

by <by< ... < byy
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les neuds de la fonc_tfon f{®). La fonetion est alfernativement non-dé-
croissante et non-cro‘issante_ dans les intervalles E; de la décomposition
canonique. De plus il existe un nombre positif M tel que '

[f{z)| <M, zeE.

Nous allons faire maintenant une hypothése restrictive. Supposons
qwon puisse trouver un polynome P (x} de degré h ayant tous ses zéros
réels et compris & Pintérieur de Pintervalle E et ayant les neeuds b; comme
zéros de sa dérivée P’ (). Les nombres

P(b), P(b),..., P (by_y)

sont alors tous non nuls et alternativement positifs ou négatifs,

Prenons un nombre 1 tel que

1°. 2P (b)) >0, ou 4P (b) <0 suivant que la fonction f{z) est
nen-déeroissante ou non-croissante sur El. :

X )APE) | >M, i =1, 2., A—1,

Posons @ (2)=1 P (2). Le polynome @ (z) prend sur E; =iz h-1)
toutes les valeurs de f () sur Ef et une seule fois chacune de ces valeurs.
Si %y & E} nous prenons alors & =@ (z), 2 ¢ B tel que @ (®) = f ().
De méme Q (2) prend dans (—oo, b;) (fermé ou ouvert a droite suivant
que b, appartient ou non & L{) une seule fois chaque valeur de { (2} dans
Ej . Pour un a,¢ E] nous prenons encore z; = @ (o), 2 & {— oo, b)
tel que Q (2;) =/ (2,). On procéde de la méme maniére dans Fj.

On voit que de cette facon si @y <C @y sont deux peints de E on a
@ (7)) = @ (2]). La fonction @ (%) est donc non-décroissante.

Débarassons-nous maintenant de Phypothése restrictive que les &
sont les zéros de la dérivée du polynome, '

Pour cela considérons un polynome P () de degré h ayant tous ses
Zéros réels compris i I'intérieur de E et soient @<l By << L, << ey les
zéros de la dérivée P’ (z). Considérons maintenant la fonction v ()
définie au Nr. 6 (/= E) et soit

I"@ =tpt(@) , 2¢k

Nous pouvons alors choisir Q (%) = A P (2) et la fonction non-décrois-
sante ¢ (@) tel que

] Clon(@) = () , z¢E.
Nous en déduisons
Q (o1 (w (2))) = f* {y (@) =f{z), xekE.

La fonction ¢ (2) = g, (i ()} est encore non-décroissante et le théo-
réme 7 est complitement démontrs.

1. Nous pouvons démontrer maintenant notre théoréme fonda-
mental
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Théordme 8. Toute fonction f () bornde et d'ordre (0-| k) sur Uensemble

E est de la forme Q (p (), ot Q (@) est un po.!ynome de degré e + 1 et o (@)

. -décrotssante sur I,
une fonction non-décro ; ) '
Pour démontrer cette propriété revenons aux fonctions g (), g (2)

définies au No. 7. La fonction g, () satisfait aux conditions de théorémel?’.-
Cette fonction étant de caractéristique k& 4 1 on peut tl"Oll'\feI‘ un poly-
nome Q (z) de degré k 4 1 et une fonction ¢ (#) non-décroissante dans
[0,2h — 1] tels que
Qlp (@) =g;lx) , z&[02h—1]
ik a(® =t @) , ocF,

done a

; Q@ (@) =1 @) , weF

Qp (g (@) =f{=) , @ek

é é tré.
Il suffit de prendre ¢ (#) = ¢y (3 (2)) et le théoréme est démontr

et

12. L’équation ot 2

infinité 1008
est vérifiée par une infinité de polynome et une infinité de fonet

non-décroissantes @ (x}. B .
On peut facilement voir qu’on peut cheisir pour g ()} une fonction

bornée, . b=y . | ..
On aurait pu faire la démonstration du théoréme 8 directement -:;.-anh
i ) ety = ) et sans uliliser
asser par les transformations y = (2) et y = y (@) et ;
I i éferé d’établir en méme temps quel-
le prolongement, mais nous avons préferé d’éta
ques propriétés des fonctions monotones par s:egments. ' .
L’hypothése que la fonction soit bornée m'est pas nécessal s
facile de voir que le théoréme 8 reste vrai pour toute fonc:oflt' ouire
(0] k) qui est bornée sauf peut éire aux voisinages des extrémités
in iennent pas a E. '
qui_n’appartienn '
Ainsi le théoréme s’applique, par exemple, & la fonction

2 B0}

re. Il est

14 =2
fl{z) = 0 , #=0
21 o)
1—a
qui est d’ordre (0 [ 2), mais ne s’applique pas & la fonction

, =0

0
FE=1 2, s+ )
x
qui est d’ordre (0] 1).
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13. Nous allons compléter un peu le théoréme 8, dans le cas od la
fonction f () est continue. De notre démonstration ne résulte pas qu'on
peut alors choisir la fonction @ () continue sur £, Nous démontrerons que

Théoréme 9. Toute fonction 1 (@) bornée continue et dordre (O] k)
sur E est de la forme Q(p (3), ot O (2) est un polynome de degré k - 1 et
@ (x} une fonetion continue ot non-décroissante sur I 1).

On voit facilement quil suffit de faire la démonstration dans e cas
ou E se réduit A un intervalle. En effet, la fonction prolongée g, (z) est
ausst continue. Dans le cas d’un intervalle f(z) est normale et du type
minimum,

Remarquons, en passant, que le théoréme 9 restera vraj pour certaines
fonctions non-bornées, comme 1o théoréme 8 (voir le No. précédent).

Démontrons done le théoreme 9 dans le cas ot K est un intervalle.

B by << by << ... < By sont les noeuds de la fonction # (@}, en examinant
la démonstration du théoréme 7, nous voyons que le théoréme 9 est exact
sl on peut trouver un polynome Q (z) de degré k& + 1 tel que on ajt

Q(bi) =i(5‘): Q’ (5‘) i 0’ i= 13 2)”" k.

En passant maintenant par la transformation du No. 6, on voit que
le théoréme 9 sera complétement démontré si nous démontrons le théoréme
suivant:

Théordme 10. Etant donnes k nombres 1y, 2. .., Ai tels que

21 > /12, 112 < 23, 23 > 14,. .
ou

b <y dy >l Ny< L
on peut trouver un polynome P (x) de degré k + 1 tel que st &y < @y << .,
<< @i sont les zéros (supposés tous réels) de lo dérivée P’ (z), on ait

P(ﬂ'»‘i)—“‘-zh 3‘—_1, 2,_,.’ k.

14. Montrons d’abord que le théoréme 10 résulte du lemme suivant;
Lemme 4, Etant donnss fo— 1 nombres positifs py, p,,..., Pr-1 01t peut
toujours trouver k nombres T < @<l ... < an tels que Uon ait

o+ .
f IR(xJ‘d$=Qp: f a‘.=1’ 2"_”‘]"__1’
£ '

o B(z) = (z— ) (z—a,). .. (B—ax) et o est un nombre positif,

!} Cest Ia réponse 4 une question qui mn’a €16 posé par M, Ie Prof. 8, Stoilow.
Clest d'ailleurs ce problame qui m’a déterminé d’entreprendre I'étude des fonctions d’ordre-
n par segments,
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En effet, prenons
pi=|d— 41,

et déterminons le polynome R (@) du lemme 4. Nous avons

] 1 . 1,
[zi+1lﬂ(w)|dm=(—1)_k-—f f‘* L e

*i

i=4,2,..., k—1

S
S gy i

fe—1 1
P maintenant g = + (:-L suivant que A, — 4 est positif
renons

ou négatif. Nous avons

i [ R de= b —h, P-4, 2.0, k—1,

*

et le polynome

-

vérifie le théoréme 10,

15, 11 reste 2 démontrer le lemme 4. Pour cela nous démo'ntreI‘:;ns la
) . y s o -
ropriété plus générale suivante, qui d’ailleurs présente un intérét pa
propri
elle méme, . ,
Théordme 11, Soient dennés:

iti k=3).
% k— bres postlifs piy Pgs---» Pr—t ( =
;; !E;'ne i‘o:;}t?:n: gg (}a):) cor{tinu; ot positive dans Uiniervalle ouvert {a, b)

2°. Deux points @y, ¥k, % < 2k de intervalle (a, b).

3 | tels que
On peut toujours trouver k — 2 autres points &y, y,..., Tx—i teis g
Von ait:
Ioop <<ap<C ... < &
I,

A"=fxi+1q(x)|ﬂ(x)ldw=gps, P=1, 2, k—t

xi d .
' — a3} ot @ est un nombre positif.
y R(2) = (g — @) (@ — @) .. (2 — ) Ll
i ge( lzamm(e 4 g’obtient en prenant g (v) =1 et x, xx arbitrairem
{2y << &w).

Ocup pO -nou héOI‘eme .
Le théoreme 11 est un- theﬂl"eme d E:I:I,Stence. NOU.S al]ons lul at tach.el

Lolte 3 continuité.
un théoréme d'unicité et un théoréme de
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Le théordme d’unicité est le suivant:

Théordme 12. S:. les nombres positifs py; py,. ., Pr—1, la fonction q ()
positive et continue dans Pintervalle (a, b) et les poinis xy, wx, ®, << ax de
(@, b) sont donnés, il existe un seul systéme de k—2 nombres w,, w,...,
Tp—y tels que les conditions I et Il -du théoréme 11 soient verifides.

Le théortme de continuité s'énonce de la maniére suivante:

Théoréme 13, Sotent py, psy...s Pi—1, k— 1 nombres positifs et q {a)
une fonction continue positive dans Uintervalle (a, b). Prenons k points
Fyy Toy. . ., ke de Uintervalle (a, b) vérifiant les conditions I et 11 du théoréme
11, Alors si =z, reste fize, xy, Xy ..., Tp.q Sont des fonetions continues de
Zr ef ont des dérivées continues par rapport & ar dans Dintervalle (z,, b).

Pour faire les démonstrations nous allons procéder par induection
compléte en démontrant les lemmes suivants:

Lemme 5. Le théoréme 13 de continuité est une conséquence du théoréme
12 d’unicité.

Lemme 6. Les théorémes 11 et 12 sont erais pour k = 3.

Lemme . Le théoréme d’existence et le théoréme d'unicité pour k - 1
sont des conséquences des théorémes 11, 12 et 13 pour k.

Les théorémes 11, 12, 13 sont alors complitement démontrés. En
effet, a1 nous supposons qu’ils seient vrais pour & nous en dédwsons, du
lemme 7, que les théorémes 11 et 12 sont vrais pour & 4 1. Le théoréme
13 pour k 4 1 résulte alors du lemme 5.

Pour & = 3 le théoréme 13 résulte des lemmes 5 et 7.

Il reste & démontrer les lemmes 5, 6 et 7.

16. Premiére partie de la démonstration du lemme 5. Dans les deux
théordmes 12 et 13 nous supposons, bien entendu, qu’il s’agit des mémes
nombres p: et de la méme fonction ¢ (%)..

Pour démontrer la continuité des fonctions x,, =, . ., #x—y par rapport
a zx il faut et il suffit de démontrer que si #; << ¥, <C ... << 2% est une
solution du probléme exprimé par le théoréme 11 et si

(11) z=a <o <., <o n=1,2,...
est une suite infinie de solutions du probléme telle que

lim o = m
R— 0

et
lim -‘E&n] = mg: i=1,2,.., k-1, (.’1\‘.‘:: = @),

n—

on a

(12) £l vl wol ey oy
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Pour cela il suffit de démontrer que
(13} m,<:r§<...<x;’t_1<x.

En effet, si (" sont les nombres p correspondant aux solutions (11)

. f f

du ffut f;ue Ay, A, TR Ay sont des fonctions continues de By 5 Byyaia sy

Zr, 1l résulte que si nous avons (13) o™ tend vers une limite positive

pour 7 —- oo, Donc (13} est une solution du probléme et du théoréme
12 il vésulte que nous avons (12).

.Il reste a montrer que nous avons les inégalités (13), done que deux
pomis conséeutifs 2/ ne peuvent pas coincider. Ceci résulte facilement
du lemme suivant:

Lemme 8. S0 & < @y << ... < a est une solution du probléme exprimé

par les conditions I et I1 du théoreme 11 et si L=y <zhn=h <b
nous avons ™ ' ’

Tig1 — T >N{$k‘—a71)k+1 5 i = 1, 2,..., .’\'——1,
ot g est un nombre indépendant des points ;. (u dépend uniquement de
@, by des nombres p; et de la fonction q(x)) '
Remarquons, en effet, que
min (p, pa,-. ., Pra)
ntptoo o+ pea

m; = max ¢ (2) >0 My = mi
{anmq() T = 0in g (2) >0,

[R@) | <B—af , ze(a, b),

f"‘"k I B(m‘dxz.-—(aﬂ;__xl_)k_i 1)
=% 22k

=p>0,

&y

Il en résulte que

r= B =
P1+Ps+-—-+Pk—|

%ip1 LI
f; 7(a) | B ()] do

St < 2my (b — o)) (2044 — )
Ty mig (@ — 3, Ji+1 '
g (2) | B (2) | dz

&y

minimisant I'intégrale

The Téhoku Math, Journal, 3, 129—136 (1913)

1} Ce minimum s’obtient en cherchant le polynome P (z} =ak - ..., de degré k

f | Pz} [ dw.

L5
Voir: M. Fujiwara, Uber die Polynome von der kleinsten iotalen Schewankung,
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I suffit donc de prendre

0 o= maP ;
' 2% my (by ~— ay)¥

15. Deuxiéme partie de l@ démonsiration du lemme 5. Nous allons
montrer que la dérivahilité est encore une conséquence de la continuité
et de T'unicité, donc de l'unicité seule.

Avec nos notations précédentes, les fonctions a,, #a,..., ®y_y sont
données par le systéme d’équations

(14) Bi=pAi—pid;=0,i{=2 3,..., k—1,

Les A:, donc aussi les premiers membres des équations (14), sont
continues et admettent des dérivées partielles continues par rapport
aux variables %, 23,..., #x, comme on le vérifie facilement.

Démontrons d’abord la propriété plus générale suivante:

Lemme 9, Si:

1° Fi(x, 41, #2,+--> Ya)y £ =1, 2,..., n sontn fonctions continues et
admettant des dérivdes partielles continues par rapport aua variables a,
Y15 Yase ooy Yn dans le domaine i

a<<z<<b , a<<yp<<b , t=12,..., n
2°. A chague w6 (a, b) correspond une solution unique 43, ¥3,..., yo
du systéme
(15) Fi(mo$ Yi» y‘.!)".') yn).=0, L=1r 2:"') R,

3°. Les fonctions yi (z), i = 1, 2,..., n détermindes par le systéme (15)
sont continues dans (e, b).
4°, Nous avons

[D(Flstr"'; Fﬂ)] :,é
D (s Yorr ooy in) g=z,

Alors les fonctions yi () sont dérivables au point x, et ces déripées sont
continues dans tout intervalle oit la condition 4° est vérifide.

La démonstration de ce lemme résulte facilement du fait que si nous
posons x = 3, + 4 2 et

Adyi = yi (@ + d2) —yi(a), i = 1, 2,..., n,
par suite de P'unicité, la solution du systéme
B (‘xﬂ + A.‘Tﬂ, Y1, 9‘2',- 9 09 yﬂ) i 0:‘ =1,2..,n

est précisément

Yi = y?-{— Ay, t =1, 2,..., n.
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~. On: achéve la’ démonstration, comme d’habitude, en appliquant, par
exemple, la formule des accroissements finis et en remarquant que, par
suite de la continuité, Ay; -» 0 pour Az >0, i =1, 2,..., n.

Tl en pésulte que pour que le lemme 5 soit complétement démontré
il sutfit de montrer que le déterminant fonetionnel

D (Bza Bs:- vy Bk—'i)
D (%) Tgye ooy ‘17&—1-)

ést différent de zéros, 2, << ap < ... < @ étant une solution du pro-
bléme 11.

18. Troisiéme et derniére partie de la démonstration du lemme 5. Posons

-—-% , 1 =2,3,..., i (aucun si § = 1),
dxy
(16) oy = oy
0Ai i1, i42,..., k—1 (avcun si i=Fk—1).
dxy

Nous avons alors

D(Ba, BS;'”, Bk—’l)

{17
D (x2$ Lgye v vy x.'r—l)
P 1,2 Cy,3 a1, 6 00 U1 k2 e, =1
Pé —dg, 2 az, 3 Qg6 .. O2,p—2 Uz k1
= p::-s Ps —d3,z — 433 O3,4 .. O p—2 g, —1
Pr—s— COp—2 2 — Op—2,8 — Og—2,4- - = Up—3, k-2 Ap—2, k—1
Pt — O, 2 — Op—1,8 — Mt o o~ Qe —2 — Op—1, k—1

Mais, un calcul simple nous montre que

(18) @iy = f " @ | A

& — Xy
&)

de, j=2,3,..., k1, 1=1,2,..., k—1

et on vérifie, en passant, que les dérivées partielles sont continues par

rapport aux variables g, 23,..., k.
On voit que nous avons les inégalités suivantes:

0y >0, i=2 30, h—1, i =1, 3., k—1,

(19) @i fpl = O, 142 e POk =N KRR k—B?
G FIE S alls TE B S < Ui . HI=135 345 1, k—1,
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Le déterminant du second membre de la formule (17) peut s’éerire
(au signe {— 1}*=2 pres),

4,1 —¢C¢,2 —6,3 ... k=2 P
Tl €2,3 0,3 ... — 2 p-2 Ps
(20) S0 ry Nes el vk resh et fad b W el e Sl m S b e
—Ch—2,1  Op—2,2 — Cp—9,2+ .. — Cr—2, k—8 Cp—2, k—2 Pr—2
— ¢y — Oy — g [ — Cy—2 Pr—1

ou les pi, ¢, ;, ¢ sont positifs et

2} szt oot oo et oo+ o + ¢, x—2
s B e Ak

(ici d’ailleurs les signes >>sont valables). Nous obtenons ce résultat en
retranchant succesivement les éléments d’une colonne de ceux de la co-
lonne suivante et en tenant compte des inégalités {19).

La propriété que nous cherchons est alors un cas particulier de la
propriété plus générale suivante:

Lemme 10. Si les nombres pi, o;,;, ¢i sont positifs et si los indgalités
(21) sont vérifices, le déterminant (20) est positif 1),

- La démonstration de cette propriété est bien simple et peut se faire
par induction. Pour & =3 la propriété est immédiate. Supposons-la
vraie pour k—1 et démontrons-la pour k. Considérons le déterminant
(20} comme fonction de ¢;, 1, ¢z, 2,.. ., ¢k—2, k—a - Lie coxfficient de ¢; ; est
un déterminant analogue d’ordre k — 2, done est positif. Comme le déter-
minant est une fonction linéaire de ¢, ¢ 1l reste & démontrer que ce déter-
minant est positif si nous prenons le signe = dans toutes les formules

k=2 -
{21). Mais, dans ce cas, il se réduit au produit de (— 1Ye-1 3 ¢ par le mi-
i=i
neur du dernier élément de la premidre colonne, Ce mineur est, au signe
(—1)* prés, un déterminant analogue d’ordre k— 2. Le lemme 10
est donc démontré.

La propriété reste encore vraie dans lun des cas:
k2

1° z=0,i=1,2,..., k—2, 3 & 0.

f=1

1} Cette propriété est analogue 4 un lemme, bien connu, de H. Minkowski,
D'ailleurs le mineur du dernier élément est précisément un déterminant de Minkowsk i
(s les signes > sont valables dans (21}). Voir aussi: G, Scorza, A proposito di un
lemma di Minkowski, Boll, Un. Mat. It., 5, 320—231 (1926},
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.oa=0,i=1,2,..., k—2, pourvu que dans {21) 'une au moins
des inégalités > soit valable. :

36 i>0,6>0py =0, pp>0,i=1,2..., k—2 1),

19. Avant de passer & la démonstration des lemmes 6 et 7, nous allons
encore tirer une conclusion du lemme 5.
~Lemine 11. Les expressions A;, A,,. .., Ag—1 regardées comme fonctions
de ax sont continues et croissantes.
En effet, substituons dans 4,, 4,,.. ., Ag_1 les fonctions dérivables
Ty, ¥y ..y Tp—t par leurs valeurs en fonction de ;.
:Le systéme de définition (14) nous montre que

dd: 44,

22 = 1
(22) P P o

yi=128,..., k—1.

) o dAp ;
Il en résulte que 'une des dérivées —— ne peut s’annuler sans que

d i
toutes soient nulles. Mais ce dernier cas est impossible, En éffet st
Ay 04y duy odi dvy | OM dmes O,
dox  8xy dax Oz, daw. 8xpq  dax 9 an
i=1,2..., k—1,
il faudrait que
w1, &, 3 e @, k—1 a1, a
R A T T  EROC LS | [
T M—1,2 —W@k—1,3 ... — Op_y,p—1 Ap_i,

en étendant les notations (16) et (18) 4 j = k.
Mais les inégalités (19) se complétent par les suivantes:

e >0 =, 2 k1 @ ey, i=1,2,..., k—2

Alors le pfemi_er ‘membre de (23) s trénsforme’,- comnie plus haut, en
un déterminant positif. (déterminant de Minkowsk i)

De (22} il résulte que les’ dérivées j—A—‘ sont toujours de méme signe.
fes

I en résulte que les fonctions ‘A; sont: strictement monotones d_‘onc, comme
il est & peu prés évident, sout croissantes et le lemme 11 est démontré,

1) 8i nous admettons le lemme de Minkowski, le lemme 10 ainsi t_:[ue d’autres
propriété analogues, comme 1°, 2° ou 8°, résultent simiplement par récurrence en déve-

loppant le déterminant suivant la derniére ligne.

a
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" 90, Démonstration du lemme 6. Pour k = 3 1l suffit d’examiner le

rapport %‘ . On vérifie facilement que A.1 GSt. i fonction de 2, qon!;i_nue,
positivé ets éroissé;lte dans {2y, ag) et Aj est une fonetion de x, continue,
‘positive et décroissante dans (2, ). Il en résulte que le rapport 3—: est
continue positive et croissante. Mais ce rapport tend vers 0 si 2> 2,
et tend vers 4 oo 81 %, > @;. Les théorémes 11 et 12 en résultent.

21. Premitre partie de la démonsiration du lemme 7.

Supposons que les theorémes 14, 12 et 13 soient vrais pour k (k = 3).

Considérons les points @y, Tpqt1, & << &y << By <<b, solent py, pa,. ..,
pr k nombres positifs et g {x) une fonction continue et positive dans
{a, b). Si nous prenons un point @, %; < &k << Ty41 NOUS pouvons déter-
miner les points zp << 2y <C ... < g~y compris entre z;, =k tels que

A =f‘”‘+‘ @ (2) | R (@) |do =opi, i=1,2..., k—1,

7 X ; -
ol R{x)=(z—m) (z—a)... (z— ) et g (2) = ¢ (2) (Tup1 — ).
La somme A, + 4, -} ... 4+ Ag_1 est une fonction continue positive

ot croissante de @ dans Dintervalle {3, @x41). Cetie fonction tend vers

0 lorsque @i —> 2.
Considérons maintenant 1’expression

av = [0 @ R4 - [7 4@ @n—a R @)

Tx &k
(’est aussi une fonction continue et dérivable de ax. Calculons sa

., dA :
dérivee = par rapport & ax. Nous avons

Tl
Ay - oAy | O day | Ohy duy o oAy dmer
dex  Oxe Oxy daxx Bz dan dxp g dan

Faisant usdge de la notation (14) nous avons (ici nous supposons, hien
entendu, que ¢ (#) est remplacé par g (),

g e D(Bay By ooy Bua) _D(By, Byyeoos Bis, AW
daw D {2g, 25,..., Fe—) D2, ¥,e.0y Taa, )

Nous savons que

D(By By, ooy Bus) g

— {2 ks
= D(w, 2,-.., Zxa)
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Le déterminant du second menibre de la formule (24) s’écrit

P 1,2 a5 ... Qg
Pa —dgs a3 ... dag
ri~?
Pr—1—Op_1,2— Cp—1,8 ... Hp_1 k
0 —Ur,2 — g3 oo U
en employant encore les notations (16) pour j =2, 3,...,fetj =i+ 1,

i 4 2,..., k respectivement et aussi ¢ =1, 2,..., k (en prenant ¢ (x}
au lieu de ¢ (2)). Nous avons encore

O igl > Qi ipa 2> o000 >0 i=1,2,..., k—2,
Gpa <@y < ... <@, , =3, 4..., k&

Il en résulte, comme plus haut, que le déterminant a le signe de {~1)*—1,
De (24) 1l résulte done que
dA
<o,
dag
La fonction Ay est donc décroissante. Elle tend évidemment vers zéro
pour &x —» Tpy1.
Le rapport
(25) A1+A2+ H'+Ak—‘l
Ar
est donc une fonction continue positive et croissante de ax dans (2y, @xeq)

et tend vers 0 pour ax > 1y et vers -+ o pour mx—> Ixen. Le théoréme
d’existence 11 en résulte pour k -+ 1.

22, Deusiéme et derniére partie de la démonstration du lemme 7. De
ce qui précéde il résulte que le rapport (2b) atteint la valeur

ptpt ..+ prea

Pr
pour une seule valeur de ax. Si done

Ty < By < vy < g < B < Bty

@ < s << < B << e << T
serait deux solutions du probléme, les

Xy < Xp < a e L Tp—t <D Dy

By < @G < L < T < By



constituerait deux solutions du probléme pour k (en '-pren'é‘ﬁt
lieu de g (2)). Mais, par suite de P'unicité,
wp =i, =2, 3.0 k—1,

ce qui démontre la propriété.

93, Par ce qui précéde le theoréme 9 est complétement démontré.
Pour finir faisons une application.

Une fonction f (@) est dite d'ordre n sur E si sa différence divisée

d’ordre n 4 1, (@1, Tap- s Tni2) f], ne change pas de signe sur E. Une
telle fonction est toujours continue sur tout sous-ensemble complétement
intérieur & E et ne peut étre non bornée qu’aux voisinages des extrémiteés
de E qui n’appartiennent pas 2 E. Une fonction d’ordre n est toujours
monotone par segments et du type mivimum. Elle est an plus d’ordre
(0| n). Nous avons donc la propriété suivante:

Théoréme 14. Toute fonction dordre n sur E est de la forme Q (¢ (@)
ot () () est un polyn ne de degré au plus égal & n + 1 et @ () une fonction
non-décroissante sur E, continue sur tout sous-ensemble complétement inté-
rieur 4 I,

Sif () est définie dans un intervalle et est convexe d'ordre 7 on peut
méme choigir une fonction croissante @ ().

Bueuresti, 27 avril 1942,




