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NOTES SUR LES GENÉRALISATIONS DES FONCTIONS
CONVEXES D'ORDRE SUPÉRIEUR (IV)

PAR

TIBERIU POPOVICIU

SUR UNE REPRÉSBNTATION DES FONCTIONS MONOTONES
PÂR SEGMENTS

1. Dans trois notes sur res générarisations des fonctions convexes
d'orclre supérieur 1) nous avons introduit, en particulier, les fonctions
monotones par segments. Il est nécessaire d'aborcr de rappeller les princi-
pales propriétés de ces fonctions.

une fonction I @), finie et uni{o'me sur l,ensernble linéaire .E est
monolone par segrnents sur z si on peub décomposer cet ensemhle en
un nombt.e liní de sous-ensernbles consécutifs

(1) Er, 8",..., E*,
tel que sur chaque Ei, la fonction soit monotone.

A une fo'cbion rnonobone par regments correspo'dent, en général,
une infinité de décompositions J1). Le nombre rn des sous-ensembles
d'une telle décomposition a un minimum À., ce 

'ombre å. est rct, cørøcté-
t'istique de la fonction | (n).

Parmi les décompositions (t) nous avons distingué une que nous
avons appelé la d.ëcomposition cønonique de E relativÃent à la fonction
I (ø) monotone par, segments. Cette décomposition

(2) Ei , ai,. . ., E;,

1) Note I: Dísquisítíones Mathematicae et pltysícae, l, 85-.42 (Ig40).
Note II: Bulletin d,e Ia, sec. scí, ¡lcl,Acail. dou*aire,22, No, iO If OAO¡ ; Note III:

íl)id',24, No.6 (1942). Le lecteur est prié de se'apporter à ces notes pour tout ce qui
concerne Ia théorie des fonctions monotones par segments.
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de E - Ei eL, en général, Ei11 de la même manière de E _ (Ei + E;
+. . ,+ Bt).

Nous avons défini une suite de 2å nombres propres ou impropres

cL, czr" ,t c2h-!t c2h

(3) cz-ct¡ cB-cz¡,.,¡ czh-c2h_I
et convenons que

(* oo) u-(-co) : (+ co)_(_oo) >0,
(- oo) "- (+ oo) : (- oo)_ (* oo) < 0,

(* oo) - (+ co) : (- oo) _ (_ co) : 0,

lorsque ¿¿ est un nombre fini.

li (fl : føi, ø¿¡7; Í1, i : L, 2,. . ., m- L.

La suite

(4) /l0, Á7 (Í),..., /T-' ç)

L2g

3. Une fonction monotone par segments et de caractéristique å est
au moins d'ordre (0 I ¿- 1) et est au plus d'ordre (912h-2) l. Il exisre
dono l¿ types de fonctions de caractêristique l¿. Ces sont les fonctions
respectivement d'ordre (01å- 1), (01¿,), (01 h+ L),..., (0 l2h-2). Il
est facile de construire des fonctions de chaque type.

Dólinition l. Nous d,írons qu'une lonction Í (ø), monotone paÌ segments
et ile_ caractérístique h, est ilu type minímum si elle est d,'ord,re (0 I /¿ - 1).

Étudions un peu les fonctions du type minimum. Pour cela démon-
trons d'abord Ie

Lemmo l. Pour que Ia lonction f (ø\ soít d,u type minimurn it føut
et il sulfit qtt'elle soit d,u type minimum sur chacun rJes ensemltles
Ei * Ei+t +...+ Ei , i )| ce qui est équivalent'au

Lemme l'. Pour que lø lonctíon | (ø) soit du type minimum it laut
et iI suflit que la suite

(5) Czi 
- 

c2í-t ¡ CZì+t 
- 

cZí r. ., t cZÍ 
- 

czi_t

présente eøactement j 
- í vøriøtíons de sígnes et ceci pout i : í -l L,

i + 2,..., h, i : L, 2,. .., h- 1.

I.a condition est évidemment nécessaire car on sait que Ei, E'i.+r,..,
Ei est la décomposition canonique de Ei i Eî+t+. . .+ Ei . La con-
dition est aussi suffisante. En effet, la suite (5) présente au moins 7 - 

j
variations. Elle ne peut présenter plus d" i - i variations car alors la
suite (3) présenterait au moins l¿ variations.

Considérons maintenant la suite

(6) Cz- %, CL- Ca¡ C6- C6 r.,,t C2h- CZh_t t

ayant le termes. cette suite peut avoir des termes nuls et des termes
d'un signe déterminé, conformément aux conventions du Nr. Z. Deux
termes consécutifs de la suite (6) ne peuvent être nuls à la fois. En effet,
si czi- cz¡-t : c2i+2 - cz¿+t : 0, la fonction serait monotone slrr
E'í * Ei+t ce qui est impossible. De plus

tremme 2. Si f (u) est d,u type minimum, un terme nul (atúre que le
premier et le dernier) d,e lø suite (6) est touiours cornpris entre d,euø termes
d,e mêmes signes.

Soit, en efif.et, c2¿ - c2¿-r : 0, alors

czí-.z -- c2¿-s f 0, cz¿ +z - cz¡+t * 0

t) L'ordre (0 l/cj est au moins resp, au plus égal à I'ord¡e (0 l/rJ suivant qre k122kg
resp, lc1 ( À2 .
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Une fonction d'ordre (0 | /r) n'est pas toujours prolongeable. Par exemple

la fonction
T

fr
ne (- æ, 0),

t@):
re (2, ! æ),

qui est d'ordre (0 I t), n'est prolongeable sur aucun point de l'intervalle

[0,2].-."s,,ppo.onsquelafonctionl(ø)soitbornéesurEetexaminonsun

p"olorrgä*"nt sp6cial de cette fonction' Définissons la fonction f1 (ø)

de la manière suivante I

L". Í'(u) : t þ) sur E.
20. En un point no d.e E' qui Ù'appartient pa¡ à E nous prenons pour

f1 (øs) I'une d.es valeuìs hmite (la limite à gauche ou la limite à clroite)

ou fa, *co).
ie dis que la fonction Í, (*) " même I (ø)' On

voit facilement qu'il sr-r{fit cle démontrer q ! d'accu-

mulation à E ne change pas I'ordre et de intervalle

voib alors que

Eî , 8i,..., Ei-, , Ei + no, Ei+t ,"', EÏ"

Dans ce cas, la décomposition carionique de E étant 1)

(7) E;, E;,..., Ei,

1) La caractéristique de fi (ø) sur E est effectivemeírt égale à celle de I (ø) sur .E.
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ì)'après le lemme 1' la suite

C2í-2 
- 

CZ¿-g ¡ CZí-l 
- 

CZí-z ¡ Czi 
- 

cg¿-t, C2i +l - 
C2¿ ¡ cZi+Z- cZí+t

ne peut présenter que l'une des dispositions suivantes de signes

f ,-,0r-,f -,*,0,f ,-
et le lemme 2 est démontré.

Remarquons aussi que
tremme 3. st I @) est d,u type minímum d,ewø termes consécutils non

nuls. d,e lø suite (6) sont touiours d,e signes contraítes.
c'esi une conséquence du lemme 1'. plus spécialement du fait que

les suites

czi 
- 

c2¿-r t cz¿+t 
- 

c2¿ t cz¿+z- cz¡+t

i : I, 2,..., h_I
présentent une variation de signe.

Nous pouvons énoncer maintenarit le théorème srrivant

La fonction est non-décroissante resp. non-croissante sur Ei suivant
Que c2¿ - cz¿-t est positif resp. négatif. De là résulte immédiatement

termes nous devons remplacer les termes nulé dans ra suite,(6) par des
signes tels que cette suite présente le nombre maximûm possibie'då varia-
tions de signes.

4. Nous allons nous occuper maintenant du problème du prolonge-
ment des fonctions monotones par segments, Nous examinerons, en
particulier, les prolongements qui conservent |ordre d.e la fonction.

Introduisons la définition suivante
Délinition 2. Lø fonction,f (ø) iïord,re (0lk) sur E est prolongeøble

sur, l'e.nsemble þ1 sí on pe,t_troueer une lonction h@) d,'qrd,r'e (0 li) sur
E * E, qui coincíd,e avec | (n) sur E.
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3". De deux intervalles consécutifs (b¿-1, bi) (bi, b¿+r) (bo: a, bt,:b)
si b¿t Ei le premier est fermé à droite et le second ouvert à gauche et si

b¿ e Ei+t le premièr ést ouvert à droite et le second fermé à gauche'

De cette façon (10) est précfsément la décomposition canonique de E.

Si de plus la fonction est du type minimum, cette fonction est alter-

nativement non-décroissante et non-croissante dans les intervalles (10).

Les points (9) peuvent être appelés les næuils de la fonction I (ø).

Nous avons encore le
Théorème 4. Toute fonction f (a\, monotone pq¡ segm'ents et continue

døns l'intervalle E, est normale et clu type mínimurn:

La démonstration est facile et il est inutile de la faire ici. Les næuds

sont des points de maxima et de minima relatifs. En particulier les fonc-

tions continues ayant un nombre fini d'extréma relatifs sont monotones

par segments.
Dans le cas des fonctions continues la décomposition canonique est

(o, br], (br, bz], (bz, b,f,..., (bn-t, b),

pour (a, brl, (bu-r, å) les conventions 1o, 2o du plus haut restant valables

et les autres intervalles étant ouverts à gauche et fermés à droite.

6. Soit I (ø) une fonction monotone par segrnents et normale dans

I'intervalle Ë. Soient (9) les næuds de cette fonction.

Considérons un intervalle I qui soit en même temps que E ouvert

ou fermé aux deux extrémités et soient

(11) ntlnz <...

h - t points à l'intérieur de .I'
L'intervalle .[ peut être, par exemple, l'intervalle .E lui'même'

Soit g (ø) une fonction continue et croissante, définie daos E- de

manière que

?p (bi) : *, , i :0, 1',..., h,

où bo, å¿ sont les extrémités de E etr øs, u¡ les extrémités de 1'

La transformation A : V @) (Y , I, r e E) établit une correspon-

dance bjunivoque 9t bicontinue enfie E eI I. La fonction inverse

,p-r (") d.e y (ø) êst continue et croissante dans I' La fonction

Í.("):Í('p-'(*)) , øeI

est normale, de même caractéristique que I (ø)' Les fonctions Í (*), Í. (")
sont en même temps du type minimum et en même temps continues;

Nous 'avons aussi

t@):f.(,p(")) , reE.
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pour .E + (a;'f) nous avons la décomposition 1)

(8) Ei, E;,. . ., E;, @, ß), Eî*r,. . ., E; .

La suite (3)'correspondanr à (g) ne diffèrejde cete correspondant à (z)
que par l'intercalation de deux termes nuls. L,invariance ïe l,ordre est
encore établie. ..':

Nous pouvons donc énoncer le

Théorème 3. Toute lonction d,'ord,re (0 1À) szrr E et bornée sut. tout
sous.'ensemble complètement íntérieur à E B) est prorongeabre (pat conser-
vation de l'ordre) ilans.tout l,intervälle IB.

5. Examinons un peu les fonctions définies dans un ínterpalle E.'Définition 
3. Noui d,irons que ra lonction f (ø), monor;,;";;;,.sesnxents

d'øns l'íntervølle E, est normale si les sous-ensembles Ei d,e la i,écomposition
canonique sont tous d,es interyalles ile longueur non nulle.

Pour une fonction normale ,rorrs avons do.ic

(9) brlbr< ...
les å¿ étant toujours les extrémités droites des ensembles Ei.

La fonction est donc monotone dans chacun des intervailes

(10) (o, br), (br, hr),. .., (bi_r, b)

ø, b êtant les extrémités de E.
Ici nous supposons que:
L". (o, ár) est fermé ou ouvert á gauche suivant qtte a,appartient ou

non à E.
2". (bo-r, å) estfermé ou ouvertà droite suivant que ó appartient ou

non à E.

. 1) sition canonique,.mais ceci n,a pas d,importance,,) plus précise. Elle conserve l,ãrdre (0 | /r)- ou
(0 I /,) cette série). Cette remarque est valable aussi
pour

\ ErcE est complètemen! intérieur à.8 si ses extrémités sont des points inté-
rieurs de ,[z,
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Si nous considérons la décomposition canonique de 10,2h- 1] pour
g, (ø) nous voyons que chaque terme de cette décomposition doit.con-
tenir l'un au moins des intervalles (i, i+ 1), i:0, 1,,...,2h-2. La
fonction 91 (ø) est donc normale. Les næuds ne peuvent être que des

points i:1r 2,..., 2h-2, Le point j ne peut ôtre un næud que si
g, (ø) est de monotonie opposé dans les intervalles (i - L, i), (i,i + L),

par suite cle la construclion de la fonction g, (ø). En effet, la fonction

91(ø) est monotone dans les intervalles (i-L,i],li,í { 1). La fonction

91 (ø) est donc du type minimum en vertu du théorème 1.

Retenons les formules

s,@):Í(r'@)), øeF,

Í(*):s,U@)), øeE.

9. Un polynome P (ø) est toujours monotone par segments. Il est

donc toujours normale, et du type minimum. Un polynome de degré å
est au plus d'ordre (0 I l¿ - t).

Théorème 6. .Si P (n) est un polynome d,'orilre (}lk) et g (æ) r.r,ne

lonction non-ilécroissante sur E, lø lonction P (V @D est monotone par
segments et rJ'ordre øu plus égal à (0 | k) sur E.

En effct, dans le cas contraire, on peut trouver /r f 3 points ør 1 ø2

Ál (p (q)), z7 e (ø),..., /t+'(p (E))

présente /r f I variations. Dans cette hypothèse /l (P (ù) *0, donc

Ai (P (e)) : P (e!:!tù=W'D /', (ù, li (ç) > 0,

i:Lr2r...;k+2.
Il en résulterait que P (ø) soit d'ordre (0 I k + 1) au moins, ce qui est
impossible.

Le but de ce travail est précisément de démontrer la réciproque de

cette propriété.

10. Nous allons démontrer d'abord le
Théorèmo 7. Toute lonction | (ø), nxonotone pq,r segnxents, bornée;

normale, d,u type mínímum et ile carøctérístique h d,øns l'interpalle E est

ile lø forme Q @ @)), ot, Q @) est un polynome d,e d,egré h et g (ø) une fonc-
tion non-d,écroissønte iløns I'intervalle E.

Pour démontrer cette propriété soient

brlbr< ...

734

1'. Si ,Ei est borné et contient plus d,un,point,

a: n+2 h- (2i-L a,i,

b¿-ø¡ øeEi

2'. Si .E; contient un seul point, y est égal à 2; _2 pour certe va_leu¡ de ø.

3'. Si ¿i n'est pas borné (ø : _ -),
'g:,r+br--, neEi'

4". Si Ei, n'esr pas borné (å : * oo),

y :2h_t _
n+L-øh'øeEi'

.I'a.fonction y (ø) est uniforme et croissante sur -E et sa fonction inverse
X-r (ø) est uniforme et croissante sur J7.

Définissons Ia fonction g (ø) sur .i? par Ia formule

Nous avons alors
s(ø):10-r(*)), ueF.

Í(r):eU@0, øeE.

i-t

La correspondance entre E et F établit une correspondance entre -Eiet un sous-ensemble lti de F,
On voit immédiatement que g (ø) est monotone par segments et ladécomposition canoniquu d" .F ui p*e.iré_"rrt

Fi, F;,..., Fi
Les nombres c¿ correspondant aux décompositions canoniques de .Epour f (ø) et de _F'"pour g (ø) sont tes mêmes. f,å f"".if"". ¡ irj. , 1r¡ ,"r,du même ordre (0 lA) et onr la.même caracrérisrique å.

8' supposons maintenant q*e ra fonction I (ø) soit bornée, arorsg (ø), qui prencl les mêmes valeurs, est aussi bornée. considérons la fonction
prolon.gée g, (ø) tel que nous l,avons expliqué au Nr. 4. Alors 91 (ø) est,dans I'intervalle 10,2h- rj, de même o"ar" 1o ¡ fr) que tu tooòtior, ¡ 1r¡.Démontrons plus exactement que

.^ lhé9rène 6. La, fonctíon g, (i1 
"rt normøle, d,u type minimum et d,,orrlre,(0 | k) d,øns I'ir¿ter,¿alle l0,2tr-- t'1.
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les næuds de la fonction | (n), La fonction est alternativement non-dé-croissante et non-croissanLe dans res interval., Ëi J"-iu ie.o*poritio'canonique. De plus íl existe un nombre positif M iet que

ll@)l<M, øeE.
Nous allons faire maintenant une hypothèse restrictive. supposonsqubn puisse trouv.er un- porynome p (a) de degré å 

"y"rri 
tous ses zérosréels et compris à r'intérieur de l'intervaile,E etãyant res nærrds å¡ commezéros de sa dérivée p, (n). Les nombres

P (br), P (br),.. ., P (bn_t)
sont alors tous non nuls et alternativement positifs ou négatifs.

Prenons un nombre ,tr tel que
L". tr" P (år) > 0, ou ), p (år) < 0 suivant que la foncrion f (ø) esrnon-clécroissante ou non-croissante sur -E{ ,

?". | ), P (b) ! > tut, i : L, 2,..., h_L.
.Posons Q @): t p (ø). Le polynome Q (ø) prend sur Ei (2 < i 

=h_I)une seule fois chacune de ces valeurs.
(*o), ,, e Ei ret quc g @r) : Í @o).
,) (fermé ou ouvert à droite *rriv"rrt
seule fois chaque valeur de I (ø) dans

rs encore q:g(no), qe(_cnrbr)
e de Ia même manière dans .El .On voit que de cette façon si ø6 { zi sont deux points de Z on ap (q) <p (n'r). La fonction g (ø) eit donc non_dé*oissante.

Débarassons-nous maintenant de |hypothèse restrictive que res åisont les zéros de la dérivée du polynome-.
Pour cela considérons un polynome p (n) de degré h ayant tous seszéros réels compris àl'intérieur de,E et soient *ri*,< ... (ø¿_1 leszéros de la dérivée p, (r). Considérons maintenant la fonction ,r¿ (ø)définie au Nr. 6 (1: E) et soit

Í. (*) : Í ('p-, (")), ø e E.
Nous pouvons alors choisir Q @) : I p (ø) et la fonction rron-déuois-
sante g1 (ø) tel que

Nous en déduisòns 
Q @t' (*)) : l. (*) ' ø e E'

Q @,(,p (,))) : Í, (,p (*)) : I þ), t e E.

. La_fonction g (n) : wþ! (ø)) est encore non-décroissante et le théo_rème 7 est complètement démontré,

11' Nous pouvons démontrer maintenant notre théorème fonda-
mental

L37

Théorème 8. Toute lonction f (n) bomée et d,'ord,te (0,1/t) szrr I'enòemble

E est d,e Ia forme Q @ @)), où Q @) est un polynome d,e d,egrë k + L et I @)

une fonction non-décroíssante sur E'
Pour démontrer cette propriété revenons aux fonctions g (ø), 91 (ø)

définies au No. 7. La fonction 91 (ø) satisfait aux conditions de théorème 7.

Cette fonction étant de caractéristique k + L on peut trouver un poly-

nome Q (ø) de degré /r'f t et une fonction W@) non-décroissante dans

10,2h - 1l tels que

Q @, @)) : s'' @) , ø e 10,2h - Ll'
Mais

s'@):f(x-'@)) , neF,
donc

Q(q'(r)) :Í(x-'@)) , neF
et 

Q@'¡(r))) :l(r) , øeE'
II suffit de prendre v @) : vr 0 @D et le théorème est démontré.

12. L'équation
Q@@)):l@)

est vérifiée par une infinité de polynome et une infinité de fonctions

non-décroissantes g (ø).

On peut facilement voir qu'on peut choisir pour I (ø) une fonction

bornée.
On aurait pu faire la démonstration

passer par les transformations y : tp

le prolongement, mais nous avons préfe

ques propriétés des fonctions monotones par segments'

L'h¡,pothèse que la fonction soit bornée n'est pas nécessaire. Il est

facile de voir que le théorème 8 reste vrai pour toute fonction d'ordre

(0 | /r) qui est bornée sauf peut être aux voisinages des extrémités de E

qui.n'appartiennent Pas à E'
Ainsi le théorème s'applique, par exemple, à la fonction

t@):

2æ*I
Ltø

0

2u-1"
1-- u

ø e (- 1,0)

n:0

ø a (0,L)

qui est d'ordre (0 I 2), mais ne s'applique pas à la fonction

0 , n:0

, øe (0, + oo)Í(*):
qui est d'ordre (0 I 1).

I
I

L

fr
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En effet, prenons

pi:lLi- L¡+tl, i: L,2,..., k-L
et déterminons le polynome ,R (ø) du lemme 1r. Nous avons

I Ã (") | d, : (- t)f-' t*t 
R (*) d,r : Ql tt- 1,,*r1,

rio¿

i:L,2,".,k-7'

Prenons maintenant P' : +.

ou négalif. Nous avons

l- t)ft-l\-'l suivant que .12 - /,1 est Positif
s

p R (ø) d,n : ),i+t - ),¿, i -- L, 2,' . ', k - l-,

$¿

et le polynome

P("):t, R (n) d,ø | tr1

vérifie le théorème 10.

16. Il reste à démontrer le lemme 4. Pour cela nous démontrerons Ia

propriété plus générale suivante, qui d'ailleurs présente un irrtérêt par

elle même,
[hóorème 11. Soient ilonnést

L". k-L nornbres positils Pt¡P2,..,t Ptt_l (k>3).
2". [Jne lonction q (w) continue et positive dans l'interçalle ouvert (a, b),

3", Deuø points frt¡ ett, h{øn ile l'intervalle (ø, b)'

On peut touiours tt'out)er k-2 autres points fr2, frs¡"'¡ Øk-i tels que

I'on ait:
L rtlnz1...1ø*'

II.
f Ï¿+t

A¿ : I "-' q (*)lA(") lrln : ppt, i : L, 2,"', k-L
J

fií

où R (n) : (n- nt) @- *r)...(r- nn) et Q est un nombre positif'

Le lemme 4 s'obtient en prenant S @) : I etr æt, ør, arbitrairement

(n,1 n*).
Ocuppons-nous maintenant du théorème ll'
Le théorème lt est w.théorème d,'enistence. Nous allons lui attacher

un théorème d,'unicitti er un théorème d,e continuité'

ûr
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13' Nous arons compréter un peu le théorème g, dans re cas où rafonction I (ø) est continue. De not"e, ãÀorrrt""tion ne résurte pas qu,onpeut arors choisir ra fonction g (ø) continue sur -8. Nous ae*o.rtru.or* q,ruThóorème g. Toute ro""üoà'¡ ç*¡ iorna, continue et d,:ord,re (|lklsur E est d,e ta forme Q .(t (ø)), où Q 1_1 ,r,t "í ili;;;;" i" i*rnk _f I etg (r) une fonction continue 
"t non_à¿)riísrante sur ßt).on voir fac'ement qu'ir suffit de faire ra démonstration dans Ie casoù B se réduit à un intervalle. En effet,.la fonction prolongée 91 (ø) est

,iTäiî:t"ue. 
Dans te cas d,un i.,tervatte I (ø) est 

""rrn"Ji ", du type

Remarquons, en passant, que le théorème g restera vrai pour certainesfonctions non-bornées, comme le théorème-B (voir Ie No. précédent).Démontrons donc re théorème g du;; re cas où E est un intervare.si ó1 < bz{ "' {bt,sont ,es næudsãe la fonctionÍ (ø),en examinantla démonstration du rhéorème z, ro", ;;;ons que Ie théorème g est exactsi on peut trouver un polynom 
" Q @) a"'J.g.e k I L tel que l,on ait

Q (b) : f (b), Q' pi¡ : s, i : r, 2,..., k.
En passant maintenant par la transformation d.u No. 6, on voit quele théorème g sera comprètement démontrã si nous démontrons re théorèmesuivant:
Th6orème 10. Eønt d,onnës kh,ombres Ir, 2r,..., lt.tels que

ott 
1, ) 1r, À, { 2", )," } ln,.,.

. ),t1 1r, l, ) lr, ), { 2n,...
on peut troueer un polynome p (ø) d,e d,egré k + t tel que si ø1 { nz { ...{ æn sont les zéros (supposés tous réelsf rJe Iø d,érívée i, ç*1,'on oi,

P (øi) : t,, í : L, 2,.. ., k.

14' Montrons d'abord que re théorème 10 résurte du remme suivantÌtremme 4. Eta.nt d,onnéi k- 1, 
",":*l;;; positíls pt¡ p2,..., p¡_1 on peut,touiours trolcaer k nombres er I nr< . . .

fa: +l

J IR@)ld,ø : ppi, i :L, 2,..,,k- L,

où R (ø) : (n- rr) (ø_ ør) . (ø 
- øn) et Q est un nombre positif

1) C'estla réponse à une question qui m,a été posé par M. le prof. S. StoiIow..c'est d'ailleuis ce problème q,ri-'u ¿¿t""t"i.¿ ¿,""irepre'dre r,étude des fonctions d,ordre.r¿ par segments,
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Pour cela il suffit de démontrer que

(13) q< n;< ...
En effet, si p(") s611¿ les nombre

du fait que Ar, Ar,.. ., -4¡_1 sont
øn, il. résulte que si nous avons (t
potu n -) æ, Donc (lB) est une s

12 il résulte que nous avons (12).
Il reste à montrer que nous avons les inégalités (tB), donc que deuxpoints consécutifs æl ne peuvent pas colncider. c.cì 

"ãs,rrt" facilement
du ]emme suivant:

Lemme 8. Sj ø, 1 ø2 1 . . . { *n est une solutíon d,u problème eøprimépar les cond,itions I et II d,u théoràme L!. et sí a,l at=;a a,Sbt { b,nous a,?ons

ní+r- øi ) p (*,,- n)k+1, í : I, 2r,.., k_L,
où p est un nombre índ,épend,ønt d,es points ni . (p dépend uniquement deø., ó, des nombres p; et de la fonction q (")). ¡

Remarquons, en effet, que

min (pr, prr..., p*_ù

hl pz+ ... I p^-r: P > o'

ml :maf,q@))0 , mz:minq(n))0,
ta,, brl [ar, br] ' ' '

I R (")l < (å, _ ar)k, øe (ar, b1),

l'-, o(øld,ø2
îr

22h

(*^ - *, lIr+1/1

Il en résulte que

F<_pi
hl pz + ... I pr_,

f ,¡+t

J,, q@)IR(n)ld,ø

c@)lR(ø)ld,u

1) Ce minimum s'obtient en cherchant Ie polynome p (øl : stt ¡minimisant l'intégrale

T'^ lP(ø)ld,ø.
A1

., de degré ft,

Voir: M. Fu jirv ata. [Jber ilíe Polgnome çon iler kleínsten totalen Schwankung,The Tôhoku Marh. Jou¡nal, B, l2g-t}6 (1918).
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Le théorème d'unicité est le suivant:
Thóorème 12. Si, les nombres posíti.fs pt; pz, . ¡ , t pk-t > la lonction q (ø)

positive et continue d,ans l'íntervalle (a, b) et les points fr!) nk. ch1ør de

(ø, b) sont ilonnés, il eaiste un seul systètne d,e k-2 nombres nzs nB¡.,.t
n¡-1 tels que les conditions I et II'd,u théorème tl, soient verifiées.

Le théorème de cbntinuit6 s'énonce de la manière suivante: :

Th6orème 13. Soient pt, p2,.,.: pk-tt k-t nombres positíls et q(ø)
une lonction continue positíve dans l'intervalle (a, b). Prenons k points
&t¡ nzt...t x)rt d,el'interçalle (a,, b) vériliantles cond,itíons I et II d,uthéorème

L1.. Alors sí q reste fine, nr, n,t . . .t frp-1 sont d,es fonctions continues d,e

fik et ont d,es d,é.ripées continues par rapport à n, dans l'interpalle (*r, b).
Pour faire les démonstrations nous allons procéder par induction

complète en démontrant les lemmes suivants:
Lemme 6, Le théorèrne 13 d,e continuité est une conséquence d,u thé.orème

12 d,'unicíté.
Lemme 6. Les thëorè.mes tL et L2 sont vrais pour k :3.
Lemmo ?. Le théorème d,'eøistence et Ie théorème d,'unícité pour k{ L

sont d,es conséquences d,es théorèmes tL, L2 et L3 pour lt.
Les théorèmes 11, L2, L3 sont alors complètement démontrés. En

effet, si nous supposons qu'ils soient vrais pour ft nous en déduisons, du
lemme 7, que les théorèmes 11 et 12 sont vrais pour k + L. Le théorème
13 pour k + L résulte alors du lemme 5.

Pour k : 3 le théorème t3 résulte des lemmes 5 er 7.

Il reste à démontrer les lemmes 5, 6 et 7.

16. Première partie d,e la d,émonstration d,u lemme 5. Dans les deux
théorèmes L2 er LB nous supposons, bierr entendu, qu'il s'agit des mêmes

nombres p; et de la même fonction q (ø).

Pour démontrer la continuité des fonctions fr2 1 frs ¡. . ,¡ frk-! par rapport
à ø¡r il fa,rt et il suffit de démontrer que si q ( fi2 1.,.1ætt est une
solution du problème exprimé par le théorème lt et si

(11) h:ufi<"Yt<...
est une suite infinie de solutions du problème telle que

]'3-"fi 
: no

et

tirr af) : *i, i: L,2,..., k_ r, (*',: tz),
n+@

ona

(12) fi¿ = 0í, i=213r...rk-1.,
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.i'.: Onr achève lâ démonstration, comme d'habitude, en appliquantr par

exemple, la formule des accroissements finis et en remarquant que, par

suite de la continuitê, Ayi*0 pour Án*0, i:1,2,,.', n,

I II ett tésulte que pour que le lemrne 5 soit complètement démontré

D- (82, üs, ,, nt-t)

1 nr, êtãnl une solution du Pro-est différent de zéros, h 1 az.1
blème 11.

18. Troisième et det'nière pørtie d,e Ia, ilémonstration du lery4me 5. Posons

ôA¿ i :2, 3,.'., i (aucun si I : 1),

(L6) a¿,¡ :
i : i+1, i+2,..., k-L (aucun si i:/c-1).

Nous avons alors

(17)
D (Br, Br,. . ., B,r-t)

ô*i

6A¿

ô*¡

Pt 47,2

P, - 
d2,2

Ps -txg,z

D (*r, nst

ût, g

az, s

_ AB.B

at, tr-z

d2rk-2

aB, k-z

Gt,lt-t
dz ^k-t
&grlc-l

rn-t)

aLr 4

dz, +

rI3,4

-pl

(1e)

Pn-z - 
clk-2, z - 

ah-z, 3 - 
(rt.-z, 4' ' '- o'lt-2, h-2 dk-2, k-L

pk-t 
- 

ctk -t, 2 - 
ctk-l, s 

- 
dk-7, 4 "' - 

dk-|, k-2 - 
(Ik-t, k-t

et on vérifie, en passant, que les dérivées partielles sont continues par

rapport aux variables ü2, fr3r1..¡ fr¡,
On voit que nous avons les inégalités suivantes:

Mais, un calcul simplê nous montre que

(tB) o¿,¡ : ["*t q@l R(")-la*,¡:r,3,..., k-!-, i:L,z,'..,k_L
J I n- ri I

ti

t

I

al
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Il suffit donc de prendre

N'L"D

' 22k m, (br- ar)t,

l?. Deuøième pa,rtíe de Id démonstt'ation d,u lemme 5. Nous allons
montrer que la dérivabilité est encore une conséquence de la continuité
et de I'unicité, donc de I'uuicité seule.

Avec nos notations précédentes, les fonctiorts frz, frt¡..., Ø¡_1 sorrt
données par le système d'équations

(L4) Bt: ptA¿-p¿At:0, i:2,3,..., k-L.
Les A¿, donc aussi les premiers membres des équations (14), sont

continues et admettent des dérivées partielles continues par rapport
aux variablês fr2 1 frz¡..,, øft, comme on le vérifie faeilement.

Démontrons d'abord la propriété plus générale suivante:
Lemmo 9. Si:
L". Fi(r, Utt Uzr..., Uo), i : Lr 2,:.., n sontnlonctions continues et

ød,mettant d,es d,ériçées partielles continues pdl ra,pport auø 'vøriøbles n,

Ut, Uz t. , , s ln d,a,ns le d,omøine

a1ø1b , ø1A¿<b , i:1,2,.,.,n.
2". A chaque øoe(ø,b) conesponil une solutionunique A?, A3,..., AI

d,u système

(15) F¿(*o, Ut¡ A2,..., An) : 0, i : 7., 2,..., n.

3". Les lonctíons A¿@), i : L,2,..., ft d,éterminées pør le système (L5)
sont contínues d,ans (o, b).

4", Nou.s açons

I D (Fr, Fr,..., F")1 t ^
l'-'"= '''

Alors les lonctions yi (n) sont d,ériçables au poir,t no et ces d,é,rivées sont
continues d,øns tout intervøIle où la cond,ítion lf e.st vérifiée.

La démonstration de ce lemme résulte facilement du fait que si nous
posons ø,: frol / ø eI

lAt : Ai (no + À") - U¿ @o), í : L, 2,. . ., h,

par suite de I'unicité, la solution du système

Fi(øol A*,ar,a2,,.., Uù :0,,i: f,2,..., k

est précisément

a¿ : a? I Aa¿, i : 7, 2,..., ft.
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2o. c¿:0, i: Lr 2,_..., k-2, pourvu que da's (21) l,une au moins
des inégalités ) soit valable.

1". tr,, )0, c;.)0, p¡r-r :0, p¿ )0, I :L,2,,.., k- 2t).

19' Avant de passer à la démonstration des remmes 6 eLTrnous ailons
encore tirer une conclusion du lemme 5.

'Lemme ll. Les enpressions A, , Ar r. . ., Ak_t regard,ées conxn¿e fonctions
d,e nn sont contínues et croissantes.

En effet, substituons dans ,4.1 , Arr,.., A,r_, les fonctions dérivables
frz¡ frst..,t frtc_r.par leurs valeurs en fonction d,e æn.

:Iie système de définition (1.4) nous monrre que

(22) e,# : e, #, i :2, 3,.

Il en résulte que l'une des dérivée " 
dA, 

n"
da,

toutes soient nulles. Mais ce de'rier cas est impossible. En effet si

en étendant les notations (t6) et (jS) à i : k.
Mais les inégalités (19) se complètent par les suivantes:

'd¿,n)0, i: Lr 2,,.., k- L, ei,rr-t )a¿,k, i: Lr 2r..,, k_2

{lors lg premier'membre de (23) se transforme; comrrre plus haut, en
un déterminant positif (déterminant de Minkowski).

De (22) il résulte que les'dérivées !4,on',o'jours de même signe.

Il en résulte que les fonctions x, ,o'rt,.tÍTî.*.rrt ,rrorroto.r.s' *", comme
iI est à peu près évidenl, so'L *oissantes el ]e lemme ll ;; Jã*orrt"¿.

1) si nous admettons Ie reinme de Mi*kowski, re lemme'10 ainsi que d,aitres
propriété analogues, comme lo,,2o o.o.B.; résullgqt simplement p¡. 

"é"o"*rr"e en déve_
loppant le déterminant suivant la dernière ligne. \

, k-L

d,A¿ _ôA¡ d,nr_ôAi d,q 
,

døn ôø2' d,*¡ ' ô""' d,rr-
i:7,2,.

+

peut s'annuler sarrs que

ôA¿ dr^-, ôA¡+ -0,ôæt,-t d,øn ôøn

,lt-1,
il faudrait que

(23)

at, z

-(lo 
o

d!, s

az, 3

Qr, k-l

az, h-t

dt, t,

AZ, k
=0

- 
att-r, z - 

Gk-t, s
- 

Att-t,h_l CIç_I,k

2t
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Le déterminant du second membre de la formure (L7) peut s'écrird
(au signe (- l)ft-2 près),

c!, 1

_ c2,7

_Clr2

c2, 2

_CIrB

_C2rg
- 

c!, k-z pt

- 
cz, k-z pz

(20)

- 
ck-z, ! - 

Ck_2, z 
- 

Ck_2, z. .

-ct -cz -ca

- 
ck-z, k-g ck-2, tt-z P*-z

ctt-z Pn-t

où les pít cì,i¡ c¿ sont positifs et

(2L) c¡,i2c¡,tl c¿,21...+ c¿,¿-t1' cr,i+r*
i = t, 2,..., k-2

i c¿,t-?

(ici d'ailleurs les signes > sont valables). Nous obtenons ce résultat en
retranchant succesivement les éléments d'une colonne de ceux de la co-
lonne suivante et en tenant compte des inégalités (fg).

La propriété que nous cherchons est alors un cas particulier de Ìa
propriété plus générale suivante:

lemme 10. si les nombres pi> ci,it c¿ sont positíls et si res inégalités
(2L) sont vérífiées,le d,éterminant (20) est positilL).

' La démonstration de cette propriété est bien simpre et peut se faire
par induction. Pour fr : 3 la propriété est immédiate. supposons-la
vraie pour k - L et démontrons-la pour /c. considérons le déterminant
(20) commefonctionde c1, 1 t c2,22...¡ crt_2,t_2. Le co¿fficient de c¿, ¿ est
un déterminant analogue d'ordre k-2, donc est positif. comme le déter-
minant est une fbnction linéaire de c¡, ¿ il reste à démontrer que ce déter-
minant est positif si nous prenons le signe : dans toutes les formules

(21). Mais, clans ce cas, il se réduit au produit d. (- I)k4 
L; 

c¿ par le mi-

neur du dernier élément de la première colonne. c" -irr"rlì'est, au signe
(-t¡,.-t près, un déterminant analogue d'ordre k- 2. Le lemme 10
est donc démontré.

La propriété reste encore vraie dans I'un des cas.:

k-2
L". c¿è0, i : L,, 2,..., k-2, \ u )0.

r) Cette propriété est analogue à un lemme, bien connu, de H. Minkowshi.
D'ailleurslemineur du dernier élément estprécisémentun clóterminant de M i n k o w s k i
(si les signes > sont valables dans (21)). voir aussi: G, sc orza, A proposíIoiliur"
lBmmø dí Minkowski, BoIt. Un. Mat. It., 5,22g;-ißl $926).
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Le déterminant du second merribre de la formule (2a) s'écrit

Pt &t,z cl¡,g :,. CtI;t

Pz -a2,2 
az,s .,. a2,tt

ptr-"

P;._t - 
dk-r,z- dk-7,8 " . an-t,tt

0 
-oo,, -ak,B 

...-dtt,k

en employant encore les notations (16) pour i :21 3r.:., i et i : í + L,

i+2r..., k iespectivement et aussi i :L,2,..., k (en prenanl h@)
au lieu cle q (ø)). Nous avons. encore

d¿,i+tla¿,¿+z) ... )a¡,r, i : L, 2r.'., k-2,
Ctí,z {a¿,'S <...

Il en résulte, comme plus haut, que le fléterminant a le signe de (- t¡tc-t.
De Qa) il résulte donc que

La fonction ,4¡, est donc décroissante. Elle tend évidemment vers zéro
pour øft ù fr¡¡r,

Le rapport

(2")
Ar* Ar* ...* An_t

An

est donc une fonction continue positive et croissante d,enndans (ø1, ø¡ar)
et tend vers 0 pour øft ù q et vers f oo pour anè fi¡1çr. Le théorème
d'exisbence 11 en résulte pour k + L.

22, Deuøième et d,ernière partie tle Ia, d,émonstration ilu lemn'¿e 7. De
ce qui précède il résulte que le rapport (25) atteint la valeur

PtJ- pz + ." * pn-t

Pk

pour une seule valeur de ntt, Si donc

frt1 frz < ...
*r<q;<..'

serait deux solutions du problème, les

fr11fi2<...
q1ø'2< "'

d,An

d,a,
0

'r'46

' 
20, Dé,monstratíon d,u lemme 6. Pour k - 3 il suffit d'examiner le

^rapport 1t . Ott vérifie facilement qloe Al est une fonction de ø, continue,
.A2

positive et croissante dans (*t, *r) et A, esl une fonction de ø2 continue,

:.
posrtrve et dêcrorssanbe dans (*t, *r)' Il enrésulteque le rapport 4 .rt

A2

'coritinu'e positive et croissante. Mais ce rappbrt tend vers 0 si ur+ ø1

,et 
ten| vers f co si ø, -l ne. Les théorèmes 11 et 12 en résultenl.

21. Première pørtie d,e la démonstration d,u lemme 7.

Supposons que les theorèmes IL, L2 et 13 soient vrais pour k (k > 3).

Considérons les points frt, fik+t , a 1 frr 1 ø¡1¡r1ó, soient Pt, Pz r. . .,

ph /c nombres positifs et q (n) une fonction continue et poSitive dans

(o, b). Si nous prenons un point frk t fr! 1 sn 1 Ø¡¡1 nous pouvons déter-

miner les points fr2 1 fis < . . .

IA¿:
*t*' 

or(") ln @)ld,n: Qp¿t i: L,2,..., k_ L,

qí

où R(ø) = (*-*t) (*-*r)'.. (ø-u) er St@):q(n) (*¡,¡-ø).
La somme Ar. I Ar+ . . . * At -t est une fonction continue positive

et croissánte de nn dans I'intervalle (ø1, nt+t)' Cette fonction tend vers

0 lorsque att h,
Considérons maintenant l'expression

An : ['x+t q,@)ln (r) ! d,* : ['r*'q(*) (*n+r- *)l R (ø)ld,n.
JJæk rh

C'est aussi une fonction continue et dérivable d.e øn. Calculons sa

d,A*
dêrivée 

*--'r par rappoît à ø¡,. Nous avons
dan'
d'An ôAt, ôAt, iln, , ôAx iln" , , õAn d*t r - '

-.- 

,.,T-'-
d,nn ôa, ' 6n, da, ' ô*, d'rn ônx-t d'rn

Faisant usage de Ia notation (14) nous avons (ici nous supposons, bien

entendu, que q (ø) esl remplacé par 91 (ø)),'

d"An D ( Br, Bu, .,.; Bt-t) D (Br, B" ,' . . , B¡-1 , An)
(24)

d,a, D (*r, ftB¡ .,, ¡ øt -ù D (*r, frB ¡, . ., {D¡-1 ¡ frn)

Nous savons que

(-l)ft-2 D (Bz, BB, "', Bk-r). > 0.\ */ 
D (*r, fi,, .,, , rn-t)
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constituerait deux solutions du problème pour /t (en prenant qt (ø) au

ii"" a. q (ø)). Mais, par suite de I'unicité'

n'¿: n¿, i:21 3,"'' k_ L'

ce qui démontre la ProPriété'

23. Par ce qui précède Ie théorème 9 est complètement démontré'

Pour finir faisons une application'

Une lonctiot I (") ttt dit" cl'ord're n su' E si sa diflérence divisée

d'orclre nl I, y*r, *lr,'.'t nn+2i l], ne change pas de signe sur B' Une

telle fonctior, .rt torriárrrs'conrinue sur tout sous-ensemble complòtement

intérieur à 'Fj et "" på"t être non bornée qu'aux voisinages des extrémités

de B qui ,t'uppu"ti"itt""t p"' à 'E' Une {onction d'ordre n est touiours

monotone par segnrents et clu type minimum' Elle est au plus cl'ordre

(0 I "). Nous avons clonc la propriété suivante:

Théorème !4. Tottte lo''"|ion- d"ordre n sur E est de lcr' form'e Q ''@ 
("'))'

où Q @) est tr'n polyn''nie d'e tlegré au phrc é'ga'l à n I I' et g (n) ttne lonction

non_décroissante sut, E, continue sur tout sous-ensemble complètement inté-

t'icut' ò' E.
Si i (ø) est dé{inie dans un intervalle et est convexe d'ordre n on peut

môme choi.i" une fonction croissante I (ø)'

Bucureçti, 27 avlil 1942'


