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4". Si-a¿ apparterrant à un enserrrble
Àr"(e) (o; E):0, où, si n¡ appartenant i ,,r,,*
¿r'ons )'r//(s) 1o; 6¡ -=O potrr tous les euseurbl ts ,4":

tlttf, fu; g) : O (iz)

_ lians ce qui ¡1,éuède 11(6) (r;,0) représente le lacine de l,éqD.t (7';1; 0) : rJ crui 
^co.re'spoì¿ 

i a¡'appalterrant, à l,enserrrblAs ol rJui ¡,r,1r¡ t^: 0 deyient égale à'ï'rrnité.

rritt,ion
e final NOTES SUI! LES GENERALIS,\TIL)NS i)ESF,NCrroNs coN\-EXns r¡,oionn srp'äi'i;ñ lrrr¡ ,¡

4. La loi lintite rérlt¿íte.

Nor¡s r.lor¡s o(icìlr)ons cre cette roi crans le tras 1ro qrri est re crlsd'e:¡.'ccption.

S

ai

l"

,'irr.es.rle D Q,; t; 0) :0 gon^t i'clépentla'tes cle r. La fonotiorì oarac_téristiq'e esb rlr-.,nnée par ìa f".'rì,i; (ìiìi ,ro,,, a-',ons ainsi la répo.secomplòte arr problènie posé. \-/ -"
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TIBBRIU POPO\/iCIU
:\-ote lt'étentée par trIr. 5,. Stoilow, lIc, ,,1. R, ¿as lt¿ séa,ce tlu, g ianoier lgl2
l.DS FO\CTIONS r,'ORDRD (rr f /.) ET r

P..\Iì SEGI4E\-,TEJ 
FO\CTI()IS D'ORDRE ¿

Si nous avons 
" ì t, :,.¡_1.A Ei, {t_i1 .t.i+l). . .) li.¡.r¿¡s g ð,'' i +,, +r 1 ¡ O ,/: i-l.1 , la suite

AL+t (Í), Ltlit Ø,..., Ailî,#)
a

I

tre ltrésente pas de
at'antageux est si
tt | 2, í, :7, 2,..

valiations. Ceci nous montre que Ie cas le moinsttt :.h(n.i 2), îT¿-r)(,+.:)+i ? Ei, i . I, 2,. . .,, h et si la suite ¿"i, ttó 
'J¡,reräní" 

le noubre

".,--1),,^P-toptiétús. 
as¡nrptotiqu-es tles crraines rre ìfarkoff ét'tliées à r'aidr,de ran¡nulron caractéristiqrrc. Ilâthematica, vol. Xf-f , iri;,1, p.'ü."" - -:

1)

,le óe presse dans le Buìletin cre ra Facurttj des scicnccsmai'r Ayanr ré.ssi a rer.o'r.er l.--i"äiì,iäìit.;it,, puttie?) ons'
ri . .de l'Äcad. Roumaine t. 22.aticae et phr-sicae, t, zs_iz. ts+¡t.
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lrla-\iltìttlìt rlt: r-itt'ialiorts ltrrssilrles. Jìrr lilet, si orr l.jtrrrtrl {,1(.(}1,{¡ rlr,s
¡roittts it trtr tel z ¡¡¡1 ¡1:1'l¡',1',r ltas lr'ìr¡rril¡.g r[,,s r-¡r,i¿i'ti,rrs rlt l¡ srril,
rl,.¡1 ' La slrit('rln+t rlr'r'¿r aìors /r (rz - 2) - r¿ - I Ir'r.rrlr,s et lrr.tiserrlr,rlorrc ¿ur plrrs (it - l) (ri r 2) r-al.i¿iti,,rrs.

] )élronLlorrs r¡¿Litrtcrrarrl, ic
llttlttt'òtut' 2, 7't¡ttlt' l,,ttr'|.t,¡t tl'¡rtltt, tt l/tt, ,sr'2¡rr,ttl.s ¡l tl. r,rt¡.¡r1¡,1 .

't'i.'t i¡¡¡¡1' ft t'.sl tt tt ttt('i tt.\ tl't,f,lt',' (t, I h I ).
-\otis faisorts la rlrlrrrrrrrstt,irli,rrr lr¿tl illrlrrr,Iiotì sut.lc lrnlrr]rlr,/,.

l'olrt' /¿'--1 l¿r lrlolrt'irltír est evirlellr' ('¿rÌ' J¿r 1'orrttiorr cst ¿Ll¡l,s
rl'olrll'e r¿ srrr'/-. ['orr'/¿ .2. la Iorrrtiol r]'r,s[ ì)irr,i (t'r)r(lr,rr ir. ()r]
pcrrt, rlotrr, lt'oltvr,ì, rlcrr-r rlill'r!l,erìr,r,s rlivisi,r,s f,,,,-.,..,,. . ., ,,,i¿+.t i ,/Ì,
l ,'r, .,'.... .. ./ ir *t; ,i ] rrorr lrrrll.s el ,l,, .iqrr,,s ,.,,rTltl,,il,,i.. ll,, l,, i,',,1,,,,i1i.
,1,' l¿t lrt'r\,'trlt,' ,it's rlil'l1t'et¡r'r's rlir-istrr's ì[ r'ristrltt' irrrrrrrjrliirlr.rrt,rrl
rl rrr) la srriie r/rr41 rIr: llL lr!rrrriolt rles lruints .¿i, .,'il l)r'(',sertle trrr rrr¡i¡s
lr rlc t¡at'i¿tli0U.

EralrLin,,us lrr cas h - -'). SrrlrIosons qrrt, la Plr rlrriélri soiI vr,air,jrrsrlrr'à l -- | t,t rltirrrorrtlous - la porrr' /i. LrL 
'l'olrctior 

t!tiLrit rl¡

rlrrcr r' - (), alors tous lcs :ti E E 
- Zi,- Lîr_r. La Ioncl,itllls r:1¿Ltrt

l-¿L suile ,l ,.-'1 rlc lit l'érurion rle r ct r,' cst

(t) 1.,1+r (i), l.i+r (i).. , li;1Y'+s'-?¡-r (i)

r,I irlol's lcs srrìles r/r,-¡1 rle l ct rIe ¿,'sorrl

(2) 1,1+r (i), ti,+r (i),. . ., l;;1.;' ,,-t (!),

(rì) l;;11 (i), -\i.li (/),..., l;;iì"+s' n-t ,¡,

Ie s¡reot,ir-0urenl . l,a srLite (2) ¡r'éscnIr: ¿rrr nroirrs l¿ - 2 r'¿¡,i¿rtioììs llja suite (iì) atr rrroilrs nne var.iation. Si lcs suitr:s (2), (rì) rr'orrl ¡,irs
cle terltres (toÌrluìr.ltts, la srrite (1) ¡rltiserrtrr arr trroius h - I \¡¿ìri¿rLir¡rrs.
Si ¡"' - ,et' 

- ¡¿ - I > l, les srritr:s (2). (jl) orrt lcs tcntres rronrÌrlrrs
få}1 t/1, iâli (l), ..., Jî,i';' (i) r:t r,ettr: suite rìo plt'rserle ¡ras rlc

4ll (ìÉNIiIt.\LIS.\TIoNS Drts Fo\cr. ( ()\vl.:xDS D'oRDRL SUpDTìrEt-R (rn) :j

r'¿rr'iaLit¡ns PuisrlrL'ellc esb l¿t sttile r/,r11 tl'tttirt suil,rr rle lroints ulìprrt0-
rr¿urt ir tl;4. Il crL r'ésulte enr'()re rlrrc (l) lrt'ésrrtrtr: ¡rn rrloins I - 

|

v¡¡'iali¡rts. L,r' lliir¡r,òllrtr I esI rlorrc rIi,rrrorrtl'é.

,i. Il tcslc it rrrorrlr'er r¡rre lorrte forrlliolr rl'ril'rlnr (ri | /,) est, tl'olrli'e ¡,

l)¿rr s(ìgìrì(,uts. ll srtllir'¿t rle rlritrLottlt't'l'rlttc si lrr Irtrrtiotr tt't:st, ¡rrts
rl'r¡r'rIr't: i1 l)al s(,qrrrr,rLts, clll lL'r'sI pirs,['rrrr olrllt' (l | /'') rlrilclrrrirLtj.

l)étrlorttrols rl'¿tlrolrl le
Lt'ltrrrrt'1. ô'¿'/,, lnt¿t'li,¡tt itit',:l lttts'tl'ttrtlt't'tt l)ut',\t'¡nt('tt!.:',gttr Ii,

ott l)t\tt. tliL'0t)tlt0,s't't' ,'¡'¡ 1'¡1s¡'ttrltl(' t lt (lt'tt,t' s,,tl.t-tt¿:t'ltlltlt',s t't¡ltstiL ttlii,ç
li(l), ll(2) tlr ttt,tniit't' tlttt' :

l" .!¡¿¡' l.'tut tnt tnoi.ns' Llrs t'tt.st'tttltlt',\' l::(l)1 li(t) l¡¿. f rtttr'lirttt n t'\l lltt,
,l'ortlrt' lt l)(u' ,st,,!ntcnls.

)" Lrr ittrtction ti t'.st l)(ts tl'()r(lÌ't tt .srtt' lt,- t'n,stt¡tltles /t(1), t(!).
|| r'st clair tlur' ,/ì Ìtrì l)euI rì1 r'r,r rut errsr'llrlrlc f irri et, r¡rrt' r'lLulrrn

rlcs enscr¡lrlcs 1l(1), y'(2) rl,riI avoir. ¿rrr r¡roius i¿ -f li ¡roirrts. lru ]rt.{'-
rrrièr'e ¡rtu'tie r:sl, írr.itlcllrr('ìtt, \¡t¿tie lrottt'lotttt'rlécotrtlrositiotr t'tì rlcttt
sorrs-cuscrrrllIt's t'orsticutils. I)értrortt'ous rlonr lrr scrronrIe l)alt;f'.
Soit y'r, 1l" unt rli:corr¡rositiou rìr. C cu rlt¡rlr sorrs-r,rrsclrirlcs t'orsi'-
lutifs, clr¿ì0ulì rles sotts-ctLst¡ttilrl:s avattt atr lrroitts ii f li lroittLs.
Si la forrction l'0i.ìt lrirs r['rtt'rlt'tr /r sur ¿'r eL srn'E, la lrloplicllé r'sl
r[énicrntrée et, ott pr:ttt ¡rrt'ttrIr'e ]j(1, - Er, E(2) - //r. Srr¡r1)osorìs ltr t,ou-
tlairr:, clonc qrre sìrÌ'l'nrr rles cnsr:rrrlrles fr, Z, la fonctiorr soi b tl'oltlre
r. Strit,, l)oru' fixel los irlées, li, r'et cnsellble. ALrls /i, r'orrticrtt uttr¡
jufirrité rle points eL l¿r lotttrl,iori rt'esL prts t['orrh'r-, i¿ l)ur'¡iegnìettts
snr (:et enscnrJrlr:. Soit r,ì¡ l'exl,rrilrrité rllojtc rlc I'enserrlble rìcs :,: Ð li
t.els rlue sìrr I'irrLelsection rle i9- ¿tr.cc I'irrten'alle (rr, :i:) la fonr,tiorr
soit rl'orrlle /¿, r¿ étant I'extr'érrli b(r garrr.rlie rle L- (a : lllin D). L'r:rr-
seìrìble rles :¡r Lels rlrre :r0 > ri: 0 /J c;t al<lrs inlini. ll est clair rlrr'il
existe tur ll'ti ;i'0) irrr €y' tel que l¿r forirLion lro soit pas rl'oltlltr ii lrar
segrrìents sllr I'intersct,tion tlti 1l- ¿tvt:rr l'itrtervalle (ri;r, å), 1.¡ ótant
l'crtrcirrrité rh'oite Àt', E (lt - lrrax l). lìn plerìant (1orrnìro EQ) ct'
rlerrrier eriserrble .l ¡i(1) .' 6 [(?) lc lerrrlrrr: ][ r'st, rrorrrllòterrrcrit
rlélll ontr'é.

Nous ¡-rour.oris rrr¿iiritenarrt tléltoutrel' le
ltlréorèlne 3. J¿ ¿¿r¿c lttttclir.nt tt'a,sI :ltus tl'Ltrtl¡'t n p(tr stgttt(/rlr'.5'/1r

li ct si k est. un n(Ðnbr( ttulur(lj orr ¡trtut trou('o'tu¿t suile fittie it li
tlot¿t ltt sttile tln+r ¡trti,setttr: tot tnt¡inn'k çto'iutítnts.

Cebte plopriétó rlérrrontr e, ér'irlenrrrrerrt,, rlrr'rrne forict,ion qtri u'cs1

Jr¿ìs r['olclre /¿ pat soullcnts ]re ¡errt, irl,re rl'nrr olrlre (ri |/,) clétellrrirrri.
I'¿tssoris à la rl('rnorrstl'aLion ttrr tliéolr'rtrtr:. Soit' Z(1), l(2) rtttrr

rlécorrrposition tle å' sat,isfaisanl, ¿Lu lc'rrllrrc l. I)úsi¡¡rrons lrar' ¿'(1)
.l'urr rle ces sous-erìserrlJrles sul lcquel 1a lrnrliolr l'est, pirs tt'oldt'e r¿

par segrrìents ct soi[ . fi, I'arrtre sorìs-L'ìls('Jìrhlc. Sul I', ltr font'tiort
tr'est l-ras tl'ortlre r¿. \otrs procérlous rlt¡ la rtti'lrttr lrt¿ntii¡t'e 'rye{' ¿'(1)

et loLls elr ,lérlrrisous rrr Lr'" C 1'(1) sr¡r' lerlrrcl lir îoltrtiorL rì'esL l)as

i lf )

a

I
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4 TIBERIU P()POV]CIU 412

d'ordre /¿, tel que sur L-(1) - Uz: ¿¡(2) elle ne soit pas d'ordre ,
par segnìents. De U(2) nous déduisons, de la même manière Us, L[ßl
et ainsi de suite. Si nous faisons ft fois cette opération, nous déduisons
les sons-ensembles (sections de ,O)

(4) Ur, U",. . ., U*

de E, qui sont disjoints et la fonction n'est d'orclre ¡¿ sur aucun cle
ces ensernbles. Les ensenbles (4), rangés dans un certain orclre

t:i , ¿:i ,. . ., Li;

tlonnent une déconrposition en sorls-ensenrbles consécutifs de leur
sorììnìe Ur* U, + ... I Un.

La lonction n'étant pas cl'ortlre r¿ sur les ui, on peut l,r'ouvet'une
srrite finie e¿S t-i dont la suite dr,11 présente au moins uue variation
i : L,2,...,1i. Ilenrésulteqnelasuitedr,". 1 d.ee: etl- ez * ... * er
présente au lììoins k variations.

Le théor'ème 3 est donc démontré.
Il est clair qu'on peut obtenir une suite parbielle de ¿ dont la

suite drr¡1 présente exacternent A; variations.
Rentttttlue. Dans le cas particulier n : - 1, il est clair que toute

fonction de caractéristiqrre l¿ est d'ordre (- L lh- 1) et récipro-
quement.

4. En nous rapportant.aux résultats des. notes précédentes,
lenrarquotìs que si

tible a å termes, clont un appartient à chacun des Ei de la décompo-
sition canonique. Ce cas ne présente donc pas beaucoup de parti-
cularités. Au contraire porlr ¿ Þ 0 nous pouvons faire d'intéressantes
rernarques sur les fonctions tl'ordre t¿ par segments. Nous allons
d'abold examiner le cas n :0, tlonc le cas des fonctions rnonotones
par segnents.

Considérons unc r'ìéconrposition de E

(5) E, , Er,. . ., E^ ,

pour une fonction f, monotone par segnìenbs et soient c;, åi les ext'r'é-
mités (gauche et droite) de E, , i : L, 2,. . ., rn.

Nous allons considér'er maintenant certaines suites finies e" tle
.E cléfinies de la manière suivante:

l" Si E¡ a un seul point ce point appartient à e" .

2" Si -E¡ a au moins deux points, il a en comnìun avec ee exacte-
nrent deux points íi, y'¡. Si r¿, I ã¿ on a e'i : a¿ et si øi n'appartient
pas à -E'¿ ott a ri - u¿ íe. Si å¡ Ê, ð¡ on ^ 

yt : å¡ et si å; n'appartient
pas à ni on prencl bi - yi < ,.
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íi". Le nombre positil e est assez petit pour que I'on ait 11 < y¿ et

tle plrrs Í (.r'ù * I (yi) .i la fonction ne se réduit pas à une consta'te
sur'-E¿ (í : L, 2,. ' ., nt).

Si z ri'est pas borné à ganche (rtr:--,,Ia conclition îr--tLr'': '
¿rit rìtre rentplar;ée Po. ,'i < - 

I
e

(1t,,, : I ¡'), la contlitiort 1¡- - u^ < e tÌoit être relnplaçée pal'
,t

!l;>:-. Il lterrt, ltjeù entendtr, arliYer qu'il n'y ait qu'un senl r"
e

'Ceci ar'r'ivc si ai , üi € Ei, i-1,2,. . . i ttL et, en particulier, si-.a cst filii'
On voib clone r¡ue c" contient deltx sorte_s de _points. Les points

fixes, qui coinciclelit "r'ec 
ttue extrénrité ai , ltr et' les points variallles

qui s'on't à r.rne distance moinrlre qlte e .le I'une des ertrémibés ai , l\ .

IJénroutt'ons lttaintenant le
LenrrnO 2. Jl le.ç poínts çuriu,bles cle e, s'u¡tprochent des ertrén¿ites

(ti, h¿ corresponduntei, le. nottú¡re des c,uriutiotts de lu su'íte cl, de e" tte

pet¿t pus ditttittuer.' Il'suffit de cléurontter la propriété lorsque un cle oes points varre.

Si ce point est ¿i o¡ y^, la propriété est imrnédiate et le norn¡re
des Yaiiations de la suite ¿, ne change pas. Supposons maintenaut,
pour lixer les idées, qu'un ,r7i varie. Si la fonction est constante snt'

b¡ le norubre rles .raiiations ne change pas. Dans le cas contraire,
rombie dìs variations que si | (í) -

grtes cttntraires. Ici rriç1 clésigne
rble est fornté par un setrl poirrt.

(yr) n. 1-reut tlimirmer en valerLl'

peut dinrinuet' en Yaleru' absolue.

D'autÌe ¡tart, f (y¿) varitrnt clans le nrêltre sens' on Yoit, qu'on ìle

pet,cl pas de YaÌiations tlans la suite dr. on fait la clélnonstration rle

iu ,,t,-tttt" ttraniòre si un ,r'¡ tlécroit vel's ¿r¿ .

On en dérhit que si e tend vers zéro, le tions
tle la suite tlr cle e" tencl vers une limite À, qu finie'

On peut ãussi dire qu'il existe nu nornbre Poul'
e { er ia srrite clt de e"þrésente Ä; variations . 't ir'¡
'on peìrt, d'ailleurs, remplacer la suite dr de

(tj) l(.'")- Í(t:r), Í (t'r) - Í(t,r),..., 1þ',)-l@,-t)
Dc oette façon chaque cléconr¡tosition (5) est calactérisée par rrrr

celtain nontbre fu. Nous avons le
Théorème 4. La fonction, I est rl'ordr. Q l,+1. -
Iin effet, il existe'des suites finies e de .D dont la suite r1r présenle

å r,al'iationr. Ctt Sont, en particulier, les suites Pe pour e assez petit.

i A. ll. Bttllt:li¡t Ùe ltt S¡" lit,tt s' iettlili¡ltt¡ 7 r'ntr -\.\ / l¡

a
I

I

I
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soit llaintenant ¿ ulre suite finie r¡uelcronque cle -É' et considéro.s rr'
e. tle manière que:

Ll :..1., er.étant_le nonbre positif t'lefini plus haut.l" si -E¡ contient plrrs d'un point et si la paì.tie co'r.r''e e¿ rlc

:, ut.d.u ð¡ n'est pas vide, on a e¿ C intervalle fernré (r.í, yi), :,ii , !J'¡étan_t les points de e, appartenant à _E¡ .
soient e* la rérrioñ-des s.ites c, e", si cle c* o. supprir'e les

Points qui n'app re , on ne diminue pàr ìå rorl,tr.o
tles variat.ions de iéiulte tlu fait quu i* fonction est
lnonotone sur ch . Il en résuite que la suite rl,
cle ex présente e s, ,lonc la stlite d, tle r: pré_
sent,e art plus /i e .le t[éor,èl¡e 1r. '

ó' R_epreno.s la rlécor'positio' (5). La fon,tion f est 'ro'oto'esttt'-ä¿. Si rrt , åi so.t toujorlrs les exùrênrités tre å- on á .'bie' u¿ÐE¡
r:t, ¡tous prenorìs alors c2¡_1 - I Qu), ou Jrien la lìrnite

linr / (rr) - czi_t ,

E¿3.t+ttt

erisle au sens llrop_re orr esl, f co ou -.r).I)e nrtìrne, orr bicn l,¿ €, tr¿
et rtorrs prenons alors c2¡ : | (lu), orr bien la limite

llrn I (.r.) .- c2i,

Ei3tult¿
urisle alr setìs llrr)lrle orr est -j- co orr

Jì'lra.ticulier, si z¿ est rorlué l)ar.ìrn serrl p.irit orì a //r - å¡ et(2i-t:c2¿:l Qu).
(ìonsiclérons la suite

(i) (,Ð - ('r, (:J 
-. 

tz, . . . , tzttt -- (,2t,t_l .

415 GÉNÉR.ALISATIONS DES FONCT. CON\'DXES D'oRDRJ' SUPÉA,IEUR (III) 7

Tlréorèlne 'o. Le. nonthr¿ tlcs ¡,uriulíons de lo su.ite (7),, corres¡trtndull.e
ti ltt clécotn.¡tosilion (5), csf independunl . cle cette tlécortrposititttt. Si k
est ce nr.nnltre, lu fon':tiuu est ,l'onlre (0 lÀ) su' E.

On perrt étahlir I'invariance rlrr nonrbre cles variat,ions cle la srrite
(7), inrìépendaluurcnt rle la définition, cléjà tlounée, cle l'ol'tll'e il'ulltr
fonction. (Jn ¿r ainsi rrne nour.elle délinition rle I'oldle rl'uue foncliott
llronotone par seertrcrrts.

(i. Nr¡rrs allolrs étenr-ll'c urainterrarrt le's l'tisrtìtats 1rr'écértents atr

c¿rs ,r¿ -'0. Notrs allttns, Lottt tl'aboltl, crttttsl,rttire les suites e". tlatrs
ue cas. Pour celà prét'isons les points de r" qtri appal'tienneut à tln
,E¡. Soit tl'abolrl if I, ttr, donc E¿ n'est ni le prertrier ni le rlelnier tel'lrle
tle la rlécrornposition (ir) tle Ë pour la lont,t'itin f, d'orclre rt par seglieuts.
Si -&¡ a rnoins de 2 (rr { t) points ttius ces points appat'tiennent à e".

Si ,E¡ a ¿ru ntoins 2 (n | 1) points il a eIt ct)rttÌìttln â\¡€o ee e.xacte-

urent 2 Qt, t L) poinls r'¡, t;'¡' ,.., ..,,,,Í"1t' ; lt,'¡ , lt¡, , ,llll] (lon-

venorìs que .r¡ 1 ;t'¡' . ... .,'!"+tl. li lii > ... >
rr'appartient pas à /,-¡ llolrs lllerìorìs tti-,,r< ., ,,'i -,,i < ., . .,r

,,'{t+t) - ,r'{ttl .< e. Si ¿¿¡ 0 Z-, rlésignorrs l)al rr¿ l'extrérttité gatttrlle

rle E - rr¿, par' ,ri'l'exh'ériité garrche rle ll- (u ¡ tír) el, ainsi tle

srrite. Le oas génér'al est' qtre ur.,,,i,r''., ,,Íifl,tont des poirrts isolés

de E¿ el ui l ui < ... < ut"-t) .<,,{") -,,1'+t) - ... Alols deur
cas peLrr.ent se pr'éseriter': ln ,¿Í'')' è E¿ eL rìoìrs plerìons r'; : ((i,:,"i' -¡1'o

1. . . j ai"+t¡ . u\'),¡f,'+2)-,,'1"+t).i e,,i.l"+3) 
-1.f,r+zl 

.-:: e ) .,
.,'{n+t)-,.!") < =, )" af,t') n'nl.ipaltient lras à -8¿ et nous prenotis alot's

.,'¡= ,¿¡, ,,:i-,¡'.,.... .,Ít) -,r,f,'-t),.,'{t+tl - .,Ít) e, r'Í1+1) -.,!t+l)': 
.

,..., ,rÍtt+l) -..Ítt)-< e. ll se peut, bien enterrrhr, qrre r2rt ! 1, alols
tous les points r'¿ ont une position fire. Les ¡loirrts U'¿, yí ,..., !l\"+11
sont tlistribués cle la niêrne nranière au voisinage tle I'extrérrrité 1¡¡. Iì
leste ¿\ préciser les points de e" appartenant à .Ð, et tì 2,,. Si Z1 a
noins cle r¿ * 2 points tous ces poirrts aJrpartiennent ir e.. Si ?ìr a
an rnoins n ! 2 points il a en conìnrìuì a\¡ec ee exactertreut n ! 2

1-rcrints :v'1, lJ'rt y';,. . ., yf +t), ,ri les r¿ * I rlerniers points sont
rtistribrrés dans le yoisinage tle ü, corrrrne Plus lraut. L,e pciint ,,'1

coincicle ar,ec r¿1 si ø, I -O ct on a ri:i - rr, < e si n, n'apparticrrt'

pas à -år. Lorsqrr e It1 - - z' rìous pì'enonñ ,,'i tol ,1,,. ,,'r.1 -. 
| 

.

a

Il en est exactenrent tle lrrênre ponr''En,, sauf qu'ici nous aurorìs ¡¿ * I
lroints dans le voisinage tle u* et un point dans le voisinage de å,,.

De cette façon I'ensenrbìe e, cst ¡rarfaiterneuL caractérisé. Si le

lorrrlrle ¡rositif e est asscz petit, ori a r[tt+t¡ '< !J(r"*'), i - ), l],. . .,
ttt -.1.,,,:t 

- !l?+t), ,,li!*1) : lltn. ll perrL cnr.ore alr,iver rlrrc r," suiL
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De ce qui pr'écòrle il résulte rlonc qrre
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conìplèterìlent détemriné. C'est ce qui arri.r.e, par exeuple, si .B est
fini et e est snffisartrment petit. En général, les points de e" sont les
uns fixes et les autres variables en décroissant vèrs ¿¿r olr en croissant
vers ó¿.

Nous avons encore le
Théorène 6. Il eríste u,n, nontbre positil er, tel qtrel pou,r e(er rIo su,ite tl¡¡1 cle e" préserúe le mê,nrc notttbre J¿ de çariàtioni.
Nous allons suivre ici, poul la démonstration, une voie Lln peu

différente de celle dans le cas r¿ : 0. La fonction étant d'ordre z

On peut énoncer. la propriété précédente aussi sous la forrne
suivante:

Théorème ?. ó'í e > 0 tend uers zéro, le nontbre des çariations d.e la
s_uite-dny1 rle e" tencl eerc utle lin¿ite. Si h est cette limite, lu lonction est
d; ord,re (n I h) sur E.

Soit e. : {flr, ts,..., ei}. La suite drr..1 de e, peut être remplaçée
par la suite

lfi ff) - Ll,(Í), A,1 (Ð - L?"(Í),. . ., af " ff) - Aä-"-1 ff).
Donc si e * 0, le nombre des variations de cette suite tend ver,s A;.

On peut encore introcluire une suite analogue à (7), en utilisant
les dérivées jusqu'à I'ordre r¿ des fonctions dbrdre t¿ et les limites
de.ces dérivées lorsqu'on s'approche cl'une extrémité a¿ ou åi et qui
existent toujours au sens propre ou irn¡rropre. Nous laissons cle côt¿
cette généralisation.

suR uN PROBLÈNE lltr B-\LISTIQUE
p¡\tì,

U. E. S'I'IHI

Note pt'ésentée por )It', V, Vdlco¡tíci l'Ic,A. Iì.clrtns lt séunc,'d'u' 1l) it,rtrticr 1912

1. Lc ploblème plincipal de la balistique chelche l¡ trajectoire
cl'un corps 1-,esant dor-ré d'une vitesse initiale tle glancleul et direction
données sous la tlouble influence de la gravitation et rle la resistance
de l'air.

Nous allons supposer que:
n) la dilection initiale est parallèle au sol,
å/ la vitesse tltt mobile ne dépasse pas la vitesse cltr son sttt'

toute la longueur cle la trajecl,oire,

cJ I'angle de clmte ne dépasse pas a
4

tl) l'ótaL du ltrilierr résistant (l'air') est donné pal les fot'rnules
de I'atmosphère standard.

On adnret généralenrent r¡ue la résislance de I'ail peut être expri-
nrée dans r¡es conclitions sous la lorlre

(1,1) R
I
oo

T (+)
.s

G
Í t"

a\reo
ò0 : 1.2255 : clerrsité cle l'ail au sol.
ò : densité de l'air au point consiclér'i:.
: - hauteur du poinb consiclél'é.
,I/ -. hauteur tln point initial.
.ç - section rhoite du projectile.
G poids clu projectile.
/ cæfficient tle forme clont la valiation est tròs petite sons les

condit,ions énoncées plus haut.
0na

('1,2) ì : tt -u.0u002262)+'tts.òo


