NOTES SUR LES GENERALISATIONS DES
FONCTIONS CONVEXES 1’ORDRE SUPERIEUR (I1I)?)
PAR
TIBERIU POPOVICIU

Note présentée par Mr. . Stoilow, Mec. A. R, das 4 séance du 9 janvier 1942

LES FONCTIONS I'ORDRE (n| k) ET LES FONCTIONS D’ORDRE n
PAR SEGMENTS

1. Dans la note précédente ®) nous avons défini les fonctions
d’ordre n par segments. Nous allons montrer maintenant qulil y a
une étroite liaison entre ces fonctions et les fonctions d’ordre (n | k)
que nous avons étudié dans la note I de cette série %). Nous allons
voir, en effet, que toute fonction d’ordre n par segmients est d’un
certain ordre (n | k) déterminé et, réciproquement, toute fonction
d’ordre (n | k) est d’ordre 2 par segments.

2. Démontrons d’abord le

Théoréme 1. Toute jonction @ordre n par segments. et de caracté-
ristique b est au plus d’ordre (n|(h—1) (n4- 2).

Soit e = {z,, ..., Zm} une suite finie (et ordonnée) de 1'en-
semble E de définition de la fonction. On peut SUpposer que parmi
ces points au plus 2(n - 1) appartiennent & chacun des sous-en-
sembles %; de la décomposition canonique. Autrement, en effet, e
est certainement réductible.

Si nous avons s >1, ». ¢ E;, Ty Tty o oy Bjpnes S E.,

* ;
Titn+s+1 € Ligy, la suite

i i1 J+s—1
An+1 (f)v ATL+1 (f))) A‘n+1 (f)
e présente pas de variations. Ceci nous montre que le cas le moing

avantageux est si m — h(n -+ 2), Lli~t)nr2y+j S By, Jil=1d,42y...,
i e eSS (O o ket sila suite dnyy de e présente le nombhre

') Cette note a été sous presse dans le Bulletin de Ia Facults des Sciences
de Cernfiuli en Juin 1940. Ayant réussi a retrouver le manuscrit je le publie
maintenant sans modifications.

:) Bulletin de la Sec. Sci. de I’Acad. Roumaine t, 22,

*) Disquisitiones Mathematicae et Physicae, 1, 35—42. 1940,
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maximuim de rariations possibles. IEn ellet, si on ajoute encore deg
pomls & un tel ¢ on n'éleve pas le nombre des variations de la suite
oty . Lasuile dyy deea alovs o (n = 2) —pn— | Lermes et présente
done au plus (h-—1) (n -+ 2) variations.

Deémontrons maintenant le

~ Theoreme 2. Toute fonction d'ordre w par segments et de caracti-
ristique heoest aw motns dordre (n | h-—1).

Nous faisons Ja démonstration pav induction sur le nombre /.
mer fo=1 la propriété est cvidente car la fonction est alors
dordre n sur £ Pour fo= 2 la Jonetion nwest pas Cordve n, on
peut done trouver deux dilférences divisées [, @, .., 240 i}

2/ ) ot .1 8 LT Gy S e T
B ey Bage; .7] non nulles et de signes contraires. De La Formule
de la moyenne des dilférences  divisées il résulte immédialement
que lasuite dypq de la réunion des points g, o' présente an moins
une  variation.

Examinons le cas & = 2. Supposons que la propriété soit vraje
Jusqu'a h-—1 et démontrons - la pour 4. La lfonclion étant de

1Y . 4 v ¥

caractéristique o — 1 sur &5 — I on peut trouver, par hypothése,
anteacd 4 : A A = ' ' . ;
la suite yay, T2ye ey Tpy Trgtyeosy ‘1;-+rr}’, G CE—FEy— Ep_yq,1=1,
“ . ~ ) wl ’ -’ " X
2ol T r 44 En—y, 0 =1,2,..., 7" telle que Ja suite dpyy correspon-
dante présente au moins & — 2 variations. 1l se peut, bien' entendu,

o ) . « ) < o . ey Fa i +l . b & )
que " =0, alors tous les a3 € £ — L) — 1. La fonctions étaul
de caractéristique 2 sur By + Ey, on peut trouver la suite

. " ’ .

| % _ i . . ' + .
VI, B2y 00y Agy Tggtyen ey ;rs_,_sr} telle que 2{ € By 4, 1=1,2,..., s,

2644& Ep, i =1,2,..., 5 et la suite dniq correspondante présente au
|110ins' une \"ill'i.‘llil]ll.‘.[l.'-i s=1, ' =1, s+ s'=n+ 3, daprés la
propriété qui <-.m-u(:l'ér|sq une décomposition propre. Parmi les points
@y, ap appartenant a Ep_qily as” distinets, ' +s=s" = max(r', s).
Désignons par ¢ 'ensemble des 2y, 2; distinets appartenant & £—F),
el par ¢ DPensemble des zj, J: distinets appartenant a E;:_| 1 By
La suite dyo de la réunion de e el ¢ est

1 / 2 i P88 —n—
(1) -371+I (/)7 An-H (/), —571:—1 sy (/)
el alors les suites 0 de ¢ et de ¢ sont
. i . 9 bl ol
(2 o Buga (B, Baar (D, AT (D,
o PEL o aTR s sl
(3) AREL (), ATEE (), AT )

respectivement. La suite (2) présente au moins 2 — 2 varviations el
la suite (3) aw moins une variation. Si les suites (2), (3) n'onl paz
de termes communs, la snite (1) présente an moins f — 1 variations.
Sior” =s"—n—1=1, les suites (2), (3) ont les termes communs
r+1 r+e RAAATIA, . . ,
att () Da%1 ()., A0EY (f) et cette suite ne présente pas d

B
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variations puisqu’elle est la suite o, d'une suite de points apparte-
nant a Loy _q. Il en vésulte encore que (1) présente an moins A — 1
variations. Le théoréme 2 est done démontré,

3. I veste & montrer que toute fonction d’ordree (2 | k) est Cordre #
par segiments. 1l saffira de démontrer que si la fonction n'est pas
dlordre n par segments, elle west pas dun ordve (n | k) déterming.

Démoutrons d’abord le

Lemme 1. St la fonction § est pas dordre nopar seoments sur 19,
on. peul ddcomposer ccl ensgmble. ern deu sous-ensembles conseculifs
EDE® de manicre que:

1 Sur Uun aw moins des ensenhles X0 5 [q fonction n'est pus
dordre n par segmends.

27 La fonction west pas d'ordre nosur les ensembles IO EQ).

I est clair que £ ne peul élre un ensemble {ini et que chacun
des ensembles M) £& doil avoir an moins » - 3 points. La pre-
miére partie est évidemment vraie pour toute décomposition en denx
sous-ensembles conséculifs.  Démontrons done la seconde partie.
Soit £y, 7, une décomposition de £ en deux sous-ensembles consé-
cutifs, chacun des sous-eusembles ayant au moins 7 + 3 poinks.
Sila fonction n’est pas dCordre n sur £, el sur F, la propriété est
démontrée et on peat prendre £ = £ £® = [, Supposons le con-
traire, donc que sur 'un des ensembles £, £, la fonction soit d’ovdre
n. Soit, pour fixer les idées, f2; cet ensemble. Alors [Z, contient une
mfinité de points et la {fouetion nest pas d’ordre n par segments
sur cet ensemble. Soit x, Iextrémité droite de 'ensemble des @ € I
tels que sur Pintersection de £ avec Dintervalle (¢, ) la fonction
soit d’ordve n, a étant Iextrémité gauche de I (¢« = min F). L’en-
semble des @ tels que x, > # €L est alors infini, 11 est clair qu’il
existe un o >y, @ €L tel que la fonclion ne soit pas d’ordre n par
segments sur l'intersection de /£ avee Dlintervalle (wx, b), 0 étant
Pextrémité droite de £ (b = max £). En prenant comme £ ce
dernier ensemble et KM = 7 — F® Jo lemme 1 est completerment
démontré.

Nous pouvons maintenant démontrer le

Théoréme 3. Si une fonction n'est pas d’ordre n par segments sur
B oet st koest un nombre naturel, on peut trouser une suile finie de £
dont la suile dyyy presente aw moins k eariations.

Cette propriété démontre, évidemment, qu’une fonction qui n’es
pas d’ordre n par segments ne peut étre d’'un ordre (n | k) déterminé.

Passons & la démonstration du théoréme. Soit £ £ une
décomposition de E satisfaisant au lemme 1. Désignons par UM
I'an de ces sous-ensembles sur lequel la Tonetion n’est pas d'ordre »
par segments et soit.; Pautre sous-ensemble. Sur U; la fonction
n’est pas d’ordre n. Nous procédons de la méme maniére avee )
et nous en déduisons un U, C UMW sur lequel Ta fonclion n'est pas
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d’ordre n, tel que sur UM — U, = U® elle ne soit pas d’ordre n
par segments. De U® nous déduisons, de la méme maniére U, U®
et ainsi de suite. Si nous faisons & fois cette opération, nous déduisons
les sous-ensembles (sections de E)
(4) Uiy Usyieey Uk

de E, qui sont disjoints et la fonction n’est d’ordre n sur aucun de
ces ensembles. Les ensembles (4), rangés dans un certain ordre

L. .o .+
T e

donnent une décomposition en sous-ensembles consécutifs de leur
somme U; + U, + ... + Uk

La fonction n’é¢tant pas d’ordre n sur les Uy , on peut trouver une
suite finie e; = U; dont la suite dn4q présente au moins une variation
i =1,2,..., k. llenrésulte quelasuitedpyr1dee=e, -+ e; + ... 4 ex
présente au moins & variations.

Le théoréme 3 est donc démontré.

Il est clair qu'on peut obtenir une suite partielle de e dont la
suite dpyi présente exactement & variations.

Remarque. Dans le cas particulier n = — 1, il est clair que toute
fonction de caractéristiqne % est d’ordre (—1 |2 —1) et récipro-
quement.

4. En nous rapportant aux résultats des notes précédentes,
remarquons que si n = — 1, toute suite maximisante et irréduc-
tible a h termes, dont un appartient & chacun des E; de la décompo-
sition canonique. Ce cas ne présente donc pas beaucoup de parti-
cularités. Au contraire pour n == 0 nous pouvons faire d’intéressantes
remarques sur les fonctions d’ordre n par segments. Nous allons
d’abord examiner le cas n = 0, donc le cas des fonctions monotones
par segments.

Considérons une décomposition de E

(‘3) E17E2a"'7Em1
pour une fonction f, monotone par segments et soient a, bi les extré-
mités (gauche et droite) de Ei, 1 =1, 2,..., m.

Nous allons considérer maintenant certaines suites finies eg de
E définies de la maniere suivante:

1° Si E; a un seul point ce point appartient & eg .

2° Si Ei a au m(,)ins deux points, il a en commun avec e exacte-
ment deux poirllts 27, yi. Si @ € Ei on a a; = i et si @ n’appartient
pasa Eionaa;—a <e Sibi€ Eiona yi = by et si by n’appartient
pas a i on prend b — i < e

|
l
|
|
i
1
|
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3°. Le nombre positif ¢ est assez petit pour que P'on ait 2y < y; et
de plus f (x3) = f (y3) si la fonction ne se réduit pas & une constante
sur Ei (1 =1, 2,..., m).
Si F n’est pas borné a gauche (¢, =—u0), la condition z3—a; -z
doit dtre remplacée par @y < —— et si £ n’est pas borné a droite
€

" . . 4 - A r
b = +). la condition bm — ym < ¢ doit &tre remplacée par
J ’ D 5
Ym >-—. 11 peut, hien entendu, arriver quil n’y ait qu'un seul g .
5 .

Ceci arrive si ai, bi € Ee, 1=1,2,..., m et, en particulier, si £ est fini.

On voit donc que eg contient deux sortes de points. Les points
fixes, qui coincident avec une extrémité a:, bi et les points variables
qui sont a une distance moindre que e de 'une des extrémités ai, bi.

Dérontrons maintenant le

Lemme 2. Si les points variables de eg sapprochent des extrémites
ai, bi correspondanies, le nombre des variations de la suite dy de ee ne
peut pas diminuer.

11 suffit de démontrer la propriété lorsque un de ces points varie.
Si ce point est X1 OW Ym, la propriété est immédiate et le nombre

des variations de la suite d, ne change pas. Supposons maintenant,
pour fixer les idées, qu’un y; varie. Sila fonction est constante sur
‘Ei le nombre des variations ne change pas. Dans le cas contraire,
il n’y a diminution éventuelle du nombre des variations que sif(a) —
—f (y;), f(y;) —f (.'c;H) sont de signes contraires. Iei a,';'.,_i désigne

le point unique de Eyyq si cel ensemble est formé par un seul point.
Mais si y; croil vers by, j(.r;) — f (y;) ne peut diminuer en valeur
absolue, done f {y;) —f (.-::;ﬂ) ne peut diminuer en valeur absolue.
D’autre part, f (yg) variant dans le méme sens, on voit, qu'on ne
perd pas de variations dans la suite d;. On fait la démonstration de
la méme maniére si un w; décroit vers ;.

On en déduit que si e tend vers zéro, le nombre des variations
de la suite d, de e tend vers une limite k, qui est évidemment finie.

On peut aussi dire qu'il existe un nombre positif ¢, tel que pour
= < ¢ la suite d; de e présente k variations. Si eg = {@y, ¥g,. . ., ar}
on peut, d’ailleurs, remplacer la suite d; de eg par la suite

(6) fas) — f (), [ (@) —f (@), .., [ ar) —f (#r—1)

De cette facon chaque décomposition (5) est caractérisée par un
certain nombre k. Nous avons le

Théoréme 4. La fonction f est dordre (0 | k).

En effet, il existe des suites finies e de £ dont la suite d; présente
X variations. Ces sont, en particulier, les suites ec pour e assez petit.

<

2 A, R.— Bullelin de la Section Scientifique. Tome XXV,
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Soit maintenant e une suite finie quelconque de E et considérons un
¢ de maniére que:

8 ; i, .
1° ¢ < ¢, ¢ étant le nombre positif defini plus haut,.

¢

2° Si E: contient plus d’un point et si la partie commune ¢; de
e et de Ei n’est pas vide, on a e; C intervalle fermé (g y:) g ;1/'-
étant les points de eg appartenant a £;. ke b,

_Soient e* la réunion des suites e, e; . Si de e* on supprime les
points qui n’appartiennent pas a ¢, on ne diminue pas le nombre
des variations de la suite d;, ce qui résulte du fait que la fonction est
monotone sur chacun des ensembles /:. 11 en résulte que la suite d
de e* présente exactement % variations, donc la suite d; de ¢ pré}
sente au plus & variations, d’oit résulte le théoréeme 4.

5. Reprenons la décomposition (5). La fonction f est monotone
sur Ly S1oai, bi sont toujours les extrémités de £ on a ou bien wi & K
et nous prenons alors cgi—y = f (ai), ou bien la limite

lim f(x) = ey,

Ei Gl o v di

exisle au sens propre ou est -+ oo ou — . De méme, ou bien b & E;
et nous prenons alors cg; = f (b)), on bien la limite

”lll f (1) = C9; ,
Ei3uw—

existe aw sens propre ou est 4+ oo ou— 5.

b St :

En particulier, si F; est formé par un seul point on a @ =i et
Coig = Cy = [ ().

Considérons la suite

(7) Co 7= 0y C3——Coy. vy Com — Co—t -

Dans cette suite nous convenons, comme d’habitude, que (4 o) —
—u=u—(—02)=(+ ) — (— )=+ 0>0, (—0) — = u—
— (4 @) =(—o) — (4 ®) = —o0 < 0 s u est un nombre fini.
De plus, nous ferons les conventions (4 o) — (4 o) = (— o) —
—(—00)= 0. Alors chaque terme de la suite (7) est ou bien nul ou
bien a un signe déterminé. La suite (7) peut étre regardée comme
la limite, pour ¢ -0, de la suite (6) correspondante a un e, en
supprimant éventuellement certains termes nuls provénant du fait
que cerfains Kj peuvent avoir un seul point. La suite (7) présente
done & vaviations.

De ce qui précede il résulte done que
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Théoréme 5. Le nombre des cartaiions de la suite (7), correspondante
& la décomposition (5), est indépendant de cette décomposition. St k
est ce nombre, la fonction est d’ordre (0 | k) sur E.

On peut établir 'invariance du nombre des variations de la suite
(7), indépendamment de la définition, déja donnée, de l'ordre d’une
fonction. On a ainsi une nouvelle définition de 'ordre d’une fonction
monotone par segments.

6. Nous allons étendre maintenant les résnltats précédents au
cas n >=0. Nous allons, tout d’abord, construire les suites ec. dans
ce cas. Pour celd précisons les points de ee qui appartiennent a un
E;. Soit d’abord i=£1, m, done E; n’est ni le premier ni le dernier terme
de la décomposition (D) de £ pour la fonction f, d’ordre i par segments.
Si £i a moins de 2 (n - 1) points tous ces points appartiennent & eg.
Si Fi a au moins 2 (n + 1) points 1l a en commun avec ¢ exacte-

ment 2 (n--4) points @i, a5y. oo, @Yy wi e pit Y Con-
venons que a3 < a; < ... <"t yimyis> . > Sie
n’appartient pas a [ nous prenons X — W< e, a -y < el ¥y
s e . Siowi € I, désignons par «; Uextrémité gauche

’ 1Ry o ’ A
de £ — w, par «; Pextrémité ganche de £ — (¢ 4+ «;) et ainsi de
(r—1)

suite. Le cas général est que «, a¢i,..., ¢i ’ sont des points isolés
. ’ —t

de Eietoar <ap< o< al™ < =t = Alors  deux

cas peuvent se présenter: 1° af” € i et nous prenons ai = @, 75 =@

T 4/?), ;l‘ng) — a2t 2 ) 4’1‘2T+3) - ll'§r+2) TE, e

’

<

1 Bta 1
n+1 n . ") . . N
PP ™ e 90 o nlappartient pas & Ei et nous prenons alors

. ” ’ " 1 1 8 2 1
5 =N = e B g T AT b D Ll -
n+1 ’ :
LoatT ™ o e 1] se peut, bien entendu, que r=n - 1, alors

|
tous les points x ont une position fixe. Les points v, i ..., ]/§"+”

sont distribués de la méme maniére au voisinage de l'extrémité b;. Il
reste & préciser les points de e, appartenant & £ et & Em. Si Ly a
moins de n 4+ 2 points tous ces points appartiennent & ec. Si £, a
au moins n + 2 points il a en commun avec eg exactement n + 2
: o i o ! :
points 1, Y1, Y1, - -, y(1 O ou les m -1 derniers points sont
distribués dans le voisinage de b, comme plus haut. Le point ay
- . . ’ . .
coincide avec «, st @ € J et on a @y —a; < ¢ si ¢ n'appartient
. , ) 1
pas a E;. Lorsque «¢; = — 2 nous prenons @y tel que ay«l — .
g
I} en est exactement de méme pour En, sauf qu’ici nous aurons n - 1
points dans le voisinage de @ et un point dans le voisinage de lm.
De cette fagon I'ensemble e. est parfaitementl caractérisé. Sile

nombre positif ¢ est assez petit, on a 2T < D 9 g

3 (n+1 (n+1 | . .

m— 1, xy < g ), o ) Ym. 11 peut encore arriver que rg soib
Dk .
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complétement déterminé. C’est ce qui arrive, par exemple, si E est
fini et ¢ est suffisamment petit. En général, les points de e- sont les
uns fixes et les autres variables en décroissant vers « ou en croissant
vers bi.

Nous avons encore le

Théoréme 6. 11 existe un nombre positif <, tel que, pour e<e, ,
la suite dpyy de eg présente le méme nombre k de variations.

Nous allons suivre ici, pour la démonstration, une voie un peu
différente de celle dans le cas n = 0. La fonction étant d’ordre n
par segments, le nombre des variations de la suite dpyy d’une suite
e a un maximum, autrement dit la fonetion est d'un certain ordre
(n | k). Soit e une suite maximisante et e la partie de e appartenant
& Ei. Considérons alors une suite e, . Si e> 0 est assez petit tous les
points de e; qui n'appartiennent pas & e, sont dans Pintervalle
(af™, ¥ ) [ou (zy, yP*Y) si i =1, (@00 Ym) si i =m]. 1l en
résulte que les suites dy 4y de ec et de la réunion e* de e et e, pré-
sentent le méme nomhre de variations. Mais e étant maximisante,
e* est aussi maximisante, done la suite dyyy de e, présente k va-
riations et le théoréme est démontré.

On peut énoncer la propriété précédente aussi sous la forme
suivante:

Théoréme 7. Si ¢ > 0 tend vers zéro, le nombre des variations de la
sute dn41 de eg tend vers une limite. St k est cette limite, la fonction est
d’ordre (n | k) sur E.

Soit e = {%;, y,..., 2r}. La suite dny1 de eg peut étre remplagée
par la suite

AL( — s (D, AY () — AL (..., AT (f) — AL (.

Dong si € = 0, le nombre des variations de cette suite tend vers .

On peut encore introduire une suite analogue & (7), en utilisant
les dérivées jusqu'a I'ordre n des fonctions d’ordre n et les limites
de ces dérivées lorsqu’on s’approche d’une extrémité a; ou bi et qui
existent toujours au sens propre ou impropre. Nous laissons de c6té
cette généralisation.



