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S U R C E R T A I N S DÉTÉRMINFLNTS DÉDUITS 
DU DÉTERMINANT DE V A N D E R M O N D E 

PAR 

D. V. IONESCU. 

1. Considérons le déterminant de Vandermonde 
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(D V = 1 
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qu'on déduit du déterminant de Vandermonde en remplaçant la dernière 
colonne par x%~i+py p étant un entier quelconque positif. 
Pour p = 0, on a V0 = V. 

M. Th. Anghelutza l) a montré dans un article un procédé simple et 
élégant pour calculer ces déterminants. 

On a démontré que 

(3) V, = V S , f 

où S^ est un polynome homogène et de degré pt de variables xv xt,..., xH 

ayant tous les coefficients égaux à l'unité. 

Considérons l'équation 

(4) + + + = 

dont les racines sont xti x 2 l . . . , x„. 

») Th. Angheluţă. Formarea catului şi restului împărţirii a două polinoame, când 
impărţitorul este descompus în factori de gradul Întâi. Gazeta Matematică, 1940, 
X L V , p. 459. 



Sur certains déterminants déduits du déterminant de Vandcrmonàe 4<) 

On démontre sans difficulté les relations suivantes 

V1H-A1V0 = 0 
V2 + A1V1 + A2V0 = O. 

(2) V„+A1Vn-l + A2VM_2+.. .-F A„VO = 0 

V«+, + AIVH + AÏVH-I + -"- + AHV1 = 0 

VH+2 + A, V,L+1 + AO V„ + • • • + A„ V2 = 0. 

A l'aide de ces relations on démontre immédiatement la formule (3). 
En effet considérons le développement en série suivant les puissances de X 

w = v, + * v 1 + * 2 v f + . . - + * ' v , + . . . 

En multipliant la première des relations (5) par Xt la seconde par . . . 
ét en les ajoutant on obtient 

V 
W = — 

1 + A , X+A«X2-\ f- A„X" 
on bien 

V 
,6) W== [\-lxx)[\—XxJ{...[\-kxn) 
Vp est le coefficient de Xp dans le développement du second membre de la 
formule (6) suivant les puissances de X. 

Tenant compte du fait que 

on a immédiatement la formule (3) 

3. Si l'on cherche a intégrer les équations (5) suivant la méthode classique, 
on est conduit à des nouveaux déterminants. 

Il s'agit d'intégrer l'équation de récurence 

(7) VW + A, V„,-, -{ H A„ V,„ . „ = 0, 
où m = n, n-\-\, n + 2 , . . . , avec les conditions suivantes 

Vi + A, V0 = 0 

V2 + A1V,+A2V0 = O 
(8) 

V„_I + A! V„_2 + A2 VH_3 H H A„_, V0 = 0. 
L'équation caractéristique de l'équation (7) est l'équation (4), dont les 

racines sont jc, , x2,..., xn. 



ï ) . V . Ionescù 

L'intégrale générale de l'équation (7) est 

(9) vm = cïx?+cix?+..-+c« X;; 
où Q , C , , . . . , C„ sont des constantes par rapport à l'indice m. 

Mais pour résoudre notre problème il faut choisir les constantes 
C , , C 2 > . . . , CH de façon à satisfaire aux conditions (8). 

En faisant dans la formule (9) /n = 0, 1, 2 , . . . , n — 1, nous avons 

v0 = c 1 + c 2 + . - - + a 

(10) V1=C1x1+Cixi + - ' + C„xH 

Vw_! = C1 x r ' + C , x r ' + ' " + C „ x r x 

et en formant les équations (8), nous aurons les équations 

V = Ct + . - . + C* 

0 = ta + Aj) Q + ' - ' + Itm + AJCm 

0=( jc 1 2 + A1x1 + A2)C i + . . - + U2w + AI X„ + A2) C„ 

o = ( j c r 1 + a , * r 2 + • • • + A « . , ) c x + . • • + ( * : - ' + a , * r 2 + • • • + a „ _ , ) cM , 

pour déterminer C! , C 2 , . . . , C». 
En posant 

B/ik^Jci + AxJcÎ'M h A,-, 

et en remplaçant successivement 

• A l = — xk— x1 

A%=xhY*xl + 12*x1 x2 

A , = ( - i y Xk t x l X % . . . x M + ( - 1 f t XX x , . . . Xi, 

où xixt... Xp est la somme des produits des nombres qui entrent dans les 
combinaisons C£ des nombres x2, xn excepté le nombre**, nous aurons 

B/* = ( - i f E * . x t . 

On peut donc écrire les équations (10) sous la forme suivante 

V = C 1 + ' " + C. 

(11) 0 = [Y?xlxt)Cl-\- .••(S"*, * f)C„ 

o = ( z l x l X t . . . *mMJ Ci + . . . + i r ^ . . . c „ . 



Sur certains déterminants déduits du déterminant de Vandcrmonde 

En éliminant Q , C 2 , , . . , C» entre les équations (11) et l'équation (9), 
nous aurons 

( 1 2 ) 

Vu, x? 
V 1 

0 S1 

x2 . 

1 

. r * 

0 S 1 J*XlXi...Xn-1 . • . I,MX1 

Dans cette formule le coefficient de Vm est: 

1 . . 

- l * i + A J • • 

¿ Î + A j ^ + A o 

K i r - M ^ r + A ^ r + ' - ' + A ^ ) . 

1 . . . 1 

= 0. 

ô = 

A 

X\ 

. xH 

c'est-à-dire 
n (h - 1) 

¿ = ( - 1 ) 2 y. 

En développant e déterminant (12) suivant la première colonne nous 
aurons 

M (M — i) tx, s 2 . , , 
( - 1 ) 2 W H , - v tlXlXi s 2 * , 

S1 XX XI . . . ï 2 * , * , . . 

d'où résulte la formule que nous avons en vue : 
Ml 

X\ txx S 1 * ! * « ' ' 

(13) A,„= 
M x2 S2 XY 

tx,xt . s 2 * , * , . 

•C 

= 0 

= ( - 1 ) 2 V,« 

et en tenant compte de la formule (3), nous aurons 



D. V. ïonescù 

(13') 
n{n - 1) 

= (— 1) ^ V m S m t 

Ce sont les formules (13) et (13') que nous avons voulu mettre en évi-
dence dans ce travail. 

Par exemple pour /* = 4, nous aurons 

Ym X\ xs + x,+x4 x2 Xg XsX4-{- X4 X2 Xg X3 x4 1 X\ xi »1 + 3 X\ 

m X2 xz + xi + x1 xsx4 + x4x1+xlx3 xl X4 Xj 1 x2 4 
»« + 3 X2 

rm Xz xi + xl+x2 X1 Xx -f- Xx x2 -f- xt x4 X4 Xj Xt 1 X3 xî .»1+3 X3 
m XA *l+Xt + *Ê X\ "t" xi x3 -f- Xz Xj X\ xa x3 1 XA xl »i + 3 

x4 

= V. S„,. 

c'est-à-dire 

X? xt+xz + x4 xtxi + xix4 + x4xt x3 *3 x4 

X2 + + x3 x4 -f- + X\ xs xsxixi 

x7 X4X1+XiX2 + XiX4 X^XiXt 

x7 *l + * 2 + * 3 * l * t + * 2 * 3 + * S * l XXXtXs 

La formula (13) a été établie pour m — ny / i - M , . . . Nous allons prouver 
maintenant qu'elle est valable encore pour /7/ = 0, 1 , . . . , n — 1 . 

4. Remarquons d'abord que pour m = 0, le déterminant A0 est identique 
au déterminant à du numéro précédent. Nous avons donc 

(14) 
n (n - 1) 

A0 = <5 = (—1) ^ v> 

et cette formule est en accord avec la iormule (13'J. 
Pour prouver que la formule (13') convient encore pour m = 1 , 2 , . . , n—1, 

il suffit de démontrer les relations 

Ai + AÏ A0 = 0 
A2 -4- Ai Ai+A 2A 0 = 0 

Am_, + A, Am_2 + • • • + Am—i A0 = 0. 

identiques aux formules (8). 
En tenant compte de la formule (14) il résultera que 

»(» ~ 1J 

A/ = (—1) 2 Vl-, (/ = 1, 2 , . . . , JI — 1) 

ce qui prouvera que la formule (13') est démontrée. 
Nous avons: 



Sur certains délénninants déduits du déterminant de Vanderraonde 5 3 

x\+Aix\ '+• ' • + A f s 1 * , 

AI + A,A /..1 + - • + A , A 0 = *2+AiJf2"" !+ ' — h A i txx 

' ' • + A Î . . . S-JCiJC2. 

Mais nous avons démontré que 

Jfî + A ^ r ' H f- A,- = ( - D ' S 4 * ! ^ . . . 

de sorte que 
S1 X} X% . . . Xi S x , . . . 

• + A.A0 = S
2 X%... Xi . . . 

Tx, Jf2 • . . Xi Tx, . . . 
Pour / = 1, 2 , — 1, ce déterminant est nul ayant deux coionnes 

identiques. Nous avons donc 

A / + A 1 A , _ , + . . . + A,A0 = O. 

La formule (13') est donc démontrée pour toutes les valeurs de m 
Comme exemples de la formule (13'), nous avons les identités suivantes 

= — Ui—X2) [XI— X3) ( * l + * 2 + * 2 + * i 

bien connues 

*2 

Xl Xt 
2 

xixl 

4 X\Xt 


