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QUELQUES PROBLEMES RELATIFS A UNE FORMULE
DE RECURRENCE
PAR
D. V. IONESCO

Nous allons étudier dans ce Mémoire, Péquation linéaire 3 deux in-
dices.

(1) Um,n = Qlip_q, 1 + b"m, n—1+ ClUm—1, n—1
olt @, b, ¢ sont des constantes et oi les indices m et n, sont des nombres
entiers positifs.

Le probleme fondamental dans cette étude, sera la détermination
de la solution de l'équation (1), connaissant les valeurs de um, , pour
les valeurs

m=0,1,2,..., m

(2) (m, 0) et (0, n) Pty

n==01,2,..., n
des indices m et n.

La solution de ce probléeme est unique. On voit en effet, que la solu-

tion de ’équation (1), nulle pour les valeurs (2) des indices m et n, est

identiquement nulle.
Ce probléme est analogue au probléme de la détermination de I'in-

tégrale de I’équation aux dérivées partielles du second ordre

? 3 oz
8z =A§—+B—-|-Cz

dx 8y dx 3y

lorsqu’on connait les valeurs de z sur les axes Oz et Oy.
Une importante application de notre probleme fondamental, sera
la résolution de I'équation (1), connaissant les valeurs de up, » pour les

1, 2,..., m
2¢3 n

gerey

valeurs
= 0’
(m, 0) et (n, n) (m 1

des indices m et n. _
Nous ferons aussi d’autres applications.
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Nous détermincrons par exemple les ceefficients du développement de
1

1l —ax —by —cay

suivant les puissances de 2 et de y. Ces coclficients convenablement
ordonnés nous donneront des polynonies ayant toutes les racines réclles.

Nous ferons aussi une autre application, la détermination d’une
fonction f (y) par son développement taylorien telle que dans le dévelop-
pement de

[ (y)

1 —az —by — cay

suivanl les puissances de z et de y, les ceefflicients de zy, 2292, a%5,. ..
soient lous nuls. Ce probléme conduit & un systéme d’équations A une
infinité d’inconnues dont nous donnerons la solution. ‘

Dans la seconde partie de ce travail, le probléeme fondamental sur
I’équaticn (1) sera étendu & I’équation a trais indices:

(3) Um, n, p = QUpm—t,n,p T bum, n—1,p * ClUm—1,n—1,p
’ ’
+ a’'um—1, n, p—1 +b Um, n—1, p—1 +C,Um—l, n—1, p—1 +l\'“m, n, p—1
ou a, b, ¢, a’, b’, ¢’ et k sont des constantes.
Nous ferons aussi quelques applications de la solution de ce pro-

bléeme.
Une partie des résultats de ce travail a été publi¢e dans deux notes

du Bulletin de la Classe des Sciences de ’Académie Royale de Belgique *).
PREMIERE PARTIE

I. PROBLEME FONDAMENTAL
1. Le probléme fondamental sur I’équation (1) est la détermination

de la solution de ceite équation, connaissant les valeurs un,o ¢l Ug,n de

Um,n pour les valeurs (2) des indices m et n.
Désignons par Um n et vm n les solutions de I'équation (1), corres-
g I . \

pondant aux données (Um,o, Uo,n)s et (¥mo, ¥o,n) de Um,n €t ¢mn pour
les valeurs (2) des indices m et n. Il est évident que si A et B sont deux

constantes quelconques la somme
Aum,n + B"m,n

sera la solution de I’équation (1), correspondant aux données:
Aum,o + B"m,o el Auo,n + BVo,n

pour les valeurs (2) des indices m et n.

1) 3-¢ Série, t. XV, p. 822 et t. XVI, p. 443.



I! rcsul‘Lc de cetle remarque, que pour Lrajter le probléme fondamen-
tal, 1l sulfira de résoudre les problémes &lémentajres suivants:

1. Déterminer la solution de Véquation (1), nulle pour m = 0 quelque

soit n et nulle pour n =0, quelque soit m, sauf pour la valewr m' de m,
ott la valeur de u doit étre égale & Uunité.
X . ;o 2 mho 12 . .
Cette solulion sera désignée par Um,'n Llle satisfait done aux con-
ditions suivantes:
m,o
U)o = 1
n,o
Uy'o =0 pour mzm'
m, o
woin=0 pour n=0, 1, 2,...
e . > . . ; , e L oon, .
. 2: Déter miner 'la, solufwn de Uéquation (1), désignée par uqn ' qui sa-
tisfail aua conditions suivantes:
0, 1’
Uy, w =1

e
ums =0 pourm=1, 2, 3,...

vgn =0 pour nzEn'.
3. Déterminer la solution de U'équation (1) désignée par un, . qui satis-
fait aux conditions suivantes:
ugo=1
Uumo=0 pourm=1,23,...
uga=0 pour n=1,2,3,...
Ces problémes élémentaires élant résolus, la solution du probléme
fondamental, sera donnée par la formule

0,0 1,0 m, o
(4) U, n = Uo,0 “m: n+ U, 0 “m: nt ... -+ Um, 0 Um, n

1 o, n
+ o1 “:.:n"‘ coo t Uom Unmyn -
, . 1,0 2 ol
9. Nous allons déterminer d’abord ;' ». Pour abréger la notation,
Nous Oserons:

0 .
’ —
Upon = hmyn -

Nous avons done les données suivantes:

Zl,o=1
;-m,o=0 m=2,'3, [1,...
/‘-o u=0 n=0, il., 2,...

Dans I'équation
(5) ;-m, n = {l;-m—l, nt b;-m, n—1 + €1, n-1
faisons m = 1. Nous aurons

7l.n = b/l n—1
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et en faisant successivement =1, 2,..., n nous aurons les équations
A, o = 1
71,1 =011,
;-l, n= b/.-l,n——i .
d’ou il résulte que
(6) 2,0 =Db".

Nous pouvons encore écrire 23, » sous la forme suivante

1 o
6’ Moa=—
(6 b n! da®

(ab+ c)»

et nous démontrerons qu’en général 2, » scra donnée par la lormule

1_ an—l
T (n—1) 1 dar—

(7) Y _— [a™=2(ab + ¢)*]

valable pour m > 2.
3. Calculons 7, ,. Dans équation (5) faisons n =1, ¢t donnons
ensuite & m les valeurs 1, 2,..., m. Nous obliendrons les équations

7.11=b

d’ou il résulte que

(8 b1 = a2 (ab + ¢)

La formule (7) est démontrée donc pour n = 1.
4. Faisons maintenant dans Péquation (5), successivement m =1,
2...., m. Nous aurons les équations

li,n = bf-:, n—1
Jo,n = ala,n + Ula n—1 + ¢l na

7-m, n= azm—l, nt bzm, n—1+ C).,,,_|, n—1 -



Lo éliminant 2,5, A2 ,,..., lme1,n nous obticndrons la formule

®) T, n=b2m, n_14 (ab+¢) [Ams, n_y+ @2, nei ot a2 2y q]

qui nous permettra de calculer 2m, n lorsqu’on connait 7, net -

5. Nous allons établir maintenant une formule de ,sornmation qui
nous sera ulile dans la suite.

Introduisons la notalion

(10) D, [F(a, b, c,...)]= 1 o

7l o [F (e, b, ¢c,...)]

et démontrons la formule de sommations

b Dy [a=2f (a)] + (ab + ¢) { Dy (@3 f (a)] + & Dy [a™— ()]
(11) S+ @D, [ (@)] + a2 Dy [t a)) }
= Dy [a™=2 (b + 0} f (a)]

ou f(a) est une fonction quelconque de @, m un nombre entier positil
et p un indice quelconque entier positil ou nul.
En eclfet, considérons les identités suivantles
Dt [am=2(ab4¢) | (@)] = b +¢) Dy [a™=2 ] (@)]+b Dy [w~2f (a)]
Dpt1 [am=2 ) (a)]= aDpys[a™* f(@)]+Dj [a™%[(a)]
Dyt [@=3 (@)1= aDpy1[a =+ {a)]+Dp [am=* [(@)]

et éiminons Dy [am=2 f (a)], Doy [a" 3 [ (@)],- -+, pp+l [af (a)]. Nous
obtiendrons la formule (11).

Nous appliquerons la formule (11) dans le cas oit f(a) est un poly-
nome de degré p +1.

Lorsque f(a) est un polynome de degré p, dans la formule (11) le
terme am=2 Dy [f (a)] disparait, et si dans la formule (11) nous chan-

geons m en m + 1, nous aurons la formule

2D, [am~1§ (a)] + (ab +¢) (D, [@2f(a)] +aDy [am—2 [ (a)]
0 + .. Aan2D, [[(@)] }=Dps [ (ab )]

6. Nous somnmes maintenant en mesure de démontrer la formule (7).
D’aprés la formule (8) et Ia notlation (10) nous avons

2

Im,1 = Dy [a™=% (ad + )] mz> 2.

ct d’aprés la formule {6)

2y =D, [ab + c].



Si dans Ja formule (9) on fait n = 2, on aura
im, 2=b Dy[am=2 (ab4-c)]+(ab 4-c) { Do{a™3 (ab +c)] +a Dy [a”—4{ab +¢)]
+ ... a3 D, [ab 4 ¢] + a2 D, [ab + ]

En appliquant la formule (11), pour p=0 cL f(a) =ab 4+ ¢, on
trouve

(13) I, 2 == D, [a™2 (ab + ¢)?*]
pour m > 2, et la formule (6’) donnera
(13" hye= Dy [(ab + ¢)2).

En faisant dans la formule (9), n =3 et cn utilisant les formules
(13), (13’) ainsi que la formule de sommation (11) pour p =1 et f{a)
= (ab + ¢)?, on trouve

tm,3 = Dy [a™2 (ab + ¢)?].
En suivant la méme voie, on démontre de proche en proche que
Amyn = Dp—q [a"2 (ab + ¢,?],

et la formule (7) est donc démontrée.

7. Pour établir la formule (9), nous avons fait dans I’équation (5),
m=1, 2, 3,..., m. Si au contraire nous faisons dans cctte équation
n =1, 2, 3,..., nnous obtiendrons les équations

;-m, 1= alm—i, 1+ b}»m, 0o+ d*m—i,o

/:m, 2 = a}*m—l, 2 + b}*m, 1+ Czn—l, 1

lm, n= a;-m—l, n+ bl,,., n— + C}-m—l, n—1,
et si nous éliminons Zp, 1, Zm 2, - -+, ~m, n—1 DOUS arriverons a la formule
Zm, n= azm—l, n+ (ab + c) [Xm—l, a1 +0mgn—2+ ... + bn—2 ;-m-i, 1]
+ o ;-m,o +-te Zm—l, 05

analogue a la formule (9).
Lorsque m = 1, cette formule donne

Jan=0">
et lorsque m = 2, nous avons
(14) io,n=n(ab 4 ¢) b*~L.
Pour m > 2, la formule précédente se réduit a
(13) Ionyn = @hm—t, n + (ab+ ¢) [2net, n—t + b1, n—2
+.o b2 0 4]
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Si dans la formule (15)

nous remplagons m par 3 ct s, , par la for-
mule (14), nous aurons

g, n = (ab+ ¢} {nabr—1 4 fl+24 ...+ (n —1)] (ab+ ¢) b2}

c’est-a-dire

(16) 25, = (ab+ c) [nabn—1+’i(i2—_1_)(ab+c) bn-2),
Nous remarquons maintenant que nous pouvons écrire les formules
(14) et (16) sous la forme

. ab4+c¢ 8
14’ fop = — ("
(4) ' &

. ab+c¢ 9
16’ = O thn (ab+
(16") s = S i (b t-)

et nous allons démontrer, qu’en général, nous avons

m—1
(17) o :" +r) T 0 bt )
m— :

‘m, n

Cette formule étant vraie pour m = 3, nous allons démontirer que si

nous la supposons vraic pour l'indice m, elle scra également vraie pour
Pindice m -+ 1.

8. En clfet, dans la formule (15), remplagons m par m +1, et uti-
lisons la formule (17). Nous aurons
a om—1

(m—1) ! gbm—1

Im1,n = (ab+c) { [b" (ab + ¢)m=2]

n—1
(_ab -I—l)_g'_ ;T,,,___{ [Ln=1 (ab + 2]
m—I1)!

m—1
b ab+c¢ 0 (b2 (ab+c)m=2]
{m—1)1 obm—1

ab +¢ omt i

n—2 ) m—2 ]
+b (m—1) | obm—1 [blab & <) }
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. On établit, comme pour la formule (11), que la grande parenthés: est

égale a
,1 am
— —— [l (ab + )™
m! 6b"'[ ( ) ]
et par suite
ab + ¢ §™

m! abm

;~m+l,n= [bn (ab + C)m—l]’
ce qui prouve que la formule (17) est générale 1). .

Ainsi la solution Zp, » de I’équation (5) est donnée par la formule, (7)
ou par la formule (17). La formule (7) est valable pour m > 2, la valeur
de 71, étant donnée par la formule {6). Pour que la formule (17) soit
valable pour m = 0, m =1, nous faisons les conventions suivantes

ab 4- e 9° . -1 _
‘%[1)'(”1} 4+ =10"

0!
cl
ab + ¢ 91 N o
-y 5{;—[0 (ab 4+ c)—2] = 0.

9. En développant le second membre de la formule (7) suivant la
régle de Leibnitz, nous avoas

_ 1

I
(n—1) ' (

_Ln—i

n—1)...2. a™ 21 (ab 4 ¢)

Lm, n

(m—2).n(n—1)...3am3 "2 (ab + ¢)?

+ W (m—2) (m—3) n(n—1).. . 4.a® 512 (ab+c)?

¢’est-a-dire

/‘-m, n= Lll am—'.’ bn—l ((Il) + C)

nin—1) m—2

-+ T 1 an=3 "2 (ab + ¢)?
n(n—1(n—2) (m—2)(m—3) @t [p=3 (b + ¢)?
1.2.3 1.2

1) Bulletin de la Classe des "Seiences de I’Académic Regale de Belgique, t. XV,
5-¢ série, p. 823. ’
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ou hien
ag) | Fmn =040 [Cram=3br—t 4 Ch_y CLam=3 b2 (ab + )
Gl Clams b 1o 1

Dans celte formule il faut considérer le symbole Cf =0, lorsque
r<s.

Si m = n 41, la grande parenthése sera un polynome homogene en
ab et ¢, son dernier terme élant

—2 ,n
C::-z Cn (ab +C)n_1-

Si m<n 41, les termes de la grande parenthése ont le facteur

commun d*+1=" el nous pouvons écrire
1

(18') 2, n=(ab +c) br+1~m [Ch am=2 bm—2 4 CL,_, C2 gm—=3}pm=3 (a], +c)
4+ CnTE O (ab 4 )2

Si m>n +1, les termes de la grande parenthése ont le facteur

commun a™ "1 ¢t nous pouvons écrire

(18“) Zm, n= ((tb + C) am_‘n_l [C;ll an—1 pr—-1 +Crln—2 C;ZL an—2 bn—2 (db + C)
4o+ CRTaCh(ab+ o).

Dans les formules (18') et (18"), les grandes parenthéses sont des
polynomes homogénes en ab et ¢, la premiére de degré m —2, la seconde
de degré n—1.

10. En posant

—=u,

c
les grandes parenthéses des formules (18°) et (18”) sont des polynomes
en u, qué nous désignons par @ (u) el p (u). Nous avons:

(19) @ (1) = CLum=2 4 Choma Chum=3 (4 +1) + Crz Cawm~* (u +1)?
T = (o e U Y

(20) p(u) = CLun—1 4 Cl o Chun—2(u+ 1)
+ s Cund (A 1)+ ..+ CRih Ch (w1,
Nous allons développer ces polynomes suivant les puissances de u.
Nous aurons
@) = dgum—2+ A w3+ .+ Ana,
ol

m—2 ~m—1

PR . : i+l 42 i
A= CiCis C;;H + C§+1 Coma O "+ .. Cn2Cn2Cy



Reniarquons que

Cly CiHy = i+ (m —2)1
it+jlm—2 =— — B . - B N
i e — i ——=2) !
(m —2)! (m —i—2)!

. . * . . . ?
thm—e—231 j'(m—i—j—2)1
c’esl-a-dire
i itf i i
Ci+i Cm—?. = Cm—2 Cm—] -2
de sorte que
— i+1 1 i+2 2 i+3 —i=2 ~m—
Ai - Cm—2 (Cn + Cm-—i—-2 Cn + Clll—-i—-2 C:l + cae C;Z—E—‘.’ C;;' 1)'
On établit sans difficulté que la parenthése est égale 2 Clyi_i o, de
sorte que

i m—1
-"11'. = Cm—2 Cm+n—i—2 .

Il en résulte

m—1 m—2 1 m-—1 m—3
(19,) P {u\ = Umgn-2 U -+ Cm—2 C,,,+,,,_3 72
2

m—1 m—4 m—2 ~m—1
+ Cm—2 C"l—i—"—’k u +...+ Cm—Z C;tl .

et 'on élablit de la méme maniére

m—1 n—1' 1 m—1 n—2
(‘)O') (% (u) = Cm+n—2 144 + Cm—2 Cm+n—3 w
- n—1 ~m—1

2 m—1 n—=3
+ Cm—?. Cm+u—4 uw +...+ Cm—Z m—1

La formule (19') a lieu pour m < n +1, et la formule (20’) a licu
pour m > n + 1. Lorsque m = n 41, ces formules sont identiques.

11. Les polynomes @ (u) ety (u), ont les racines réelles, distinctes et
comprises entre —1 et 0.

Cela résulté de I'identité

m—1
! d [uu (“+ J)m—E]’

# (1) ou (1) = m dum—1t

que Y'on déduit de la formule (17).

12. Nous sommes maintenani en mesure de donner lexpression de
la solution up'y de 1’équation (1), égale 2 1 pour les indices (m’,0) et
nulle pour les indices (m, 0) et (0, n), (m £ m’).
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En faisant la transformation

m=m —1 +m, n=n,
ct en posant

Um, p = U’ A4y, n, = Um“ R
on voit que Up,, », satisfait & Péquation (1) et que
1,0 m,o
Um,,n,= um,'n .

1l résulte alors d’aprés les formules (7) et (7

(21) l'::’.: =; a"_l [am—m'—l ( b \r
' (n—1) ! gan—t b e

ou

@ U p = _wbte o (o™ (ab+ cym—m'=1]

(m—m') ! ghm—m "

Comme la formule (21) se déduit de la formule (7), en changeant m
en m — m’+1, il s’ensuit que nous pouvons écrire, d’apres la formale (18):

(21") e n = (abc) [Cham—m=1pn—t 4 Oh_ .\ (2 gm=m'=2pn=2(gh -\
+ sz—m’—-l C?L aln—m.’—-:} bn—3 (llb + C)"’ + oo ].
La formule (21) est valable pour m > m’ +1. Pour m = m’, nous
avons
U o= br.
I est aussi évident que
m o
U, n = O:
pour m < m’.
Pour faire entrer tous ces cas dans la formule (21) ou (21'), nous sup-
poserons que
an—i
dan—1
pour Loutes les valeurs positives de r ¢t s. . .
13. On démontre de la méme fagon que la solulion uu,a de I’équation
(1), égale & 1 pour les indices (0,n) et nulle pour les indices (m,0) et (0,n),
(n == n’') est donnée par I'une des deux formules

[a="1 {ab + ¢&)*] = 0, :;%—_—s [6* (ab + ¢)=*—1] = 0,

| m—1
“o, n— ! .—_—-—a p—n'—1 (aII + (‘]m]
R n— 1) abm—?

(22)

0, ' — ab +e o [am ((lb -+ c)n—n.’—l]

Umn T (p—n') Y Gan—"
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On a la formule suivante
, 1 . 2 ' .
(22) w5 = (ab+e) [Con @™V U= =1 . C}, Ch g a2 b7—7=2 (a] +c)
3 -2 . ;
+ Cn Cora @3 b=1'=3 (g} 4+ ¢)2 4 |, 2]
analogue a Ja formule (217).

14. Nous passons maintenant A la determination de la solution 1%’
de P’équation (1), égale & 1 pour les valeurs (0,0) des indices et nulle pour
les valeurs (m,0) et (0,n) des indices. Pour abréger nous désignerons
cette solulion par pp p. N

Si dans I’équation

(23) Hm.n = Qlim_1, n + bu™ n—1 Hin—1, n—1
nous faisons m = 1, nous aurons

#,n = Uit n1 + cllo, n—1 .
En faisant n =1, 2,..., n nous aurons les équations
Hi,1= ¢

M e = by,

Il en résulte

(24) Pysn == cbn—i

Nous pouvons écrire cette formule sous la forme

¢ on—1

(n—1)! gar—t

(249 Hisn= [(ad 4 c)*1]

et nous démontrerons qu’en général nous avons

¢ an—l

T =10 a1

(25) i, [am=t (ab + c)o=1]

A cause de 'identité

_— n—t 1 om—1 -
( 11) lsin—x [an=t (ab + o—t] = W%—m:[b"" (ab + c)m=1]
n— ! 1!

nous pouvons encore écrire Ja formule (25) sous la forme

¢ 0" yat (ab 4 ojnt]

(25) Homn = m—1) 1 b




15. On élablit facilement 1a formule
26)  pon = bitm, naq + {ab + ¢) [n
+ .+ am-2 H1,n—1]

analogue a la formule (9) ct valable pour n > 2,
On démonire ensuile comme précédemment que

m—t,n—1 + Wity_g ny

(27) Mm,y = ca™—1,

- \
En faisant dans la formule (26) n = 2, et en utilisant la formule (27),
nous aurons

M2 = ¢ [ba™1 & (m — 1) am=2 (a] + ¢]

c’est-a-dire

(28) Hmy2 = ¢ Dy [a™=1 (ab + ¢}]

Si nous faisons maintenant dans la formule (26) n =3, el si nous
utilisons la formule (28) ainsi que la forinule de sommation (12), on arrive
4 la formule

tim, 5 = cDy [am=1 (ab + )]

Ensuile, on déniontre de la méme maniére que
fm, 4 = cDy [a™1 (ab + c)*]

et ainsi de suite.

La formule (25) et donc démontrée.

16. En dévcloppant la dérivée d’ordre n —1 de la formule (25) sui-
vant Ja régle de Leibnitz, on arrive  la formule

Umn = ¢ [am—l pn—t 4+ C:n—l Crtn—t am—2 hn—2 (ab + ¢)

25 +C_ CEyam3b? (ab + ) + .. ]

K 3 | 0\
Lorsque m = n, la grande parenthése est un polynome homogéne
en ab, ¢ son dernier terme étant
m—1 ~n—1 m—1
cm-—l Cn—l (ab + c) .
Lorsque m << n, les termes de la grande parenthése ont le facteur
commun b*~™ et nous pouvons écrire

(25")  ftmn = ¢ b= [(ad)™=! + Crs CL_y (aby=2 (ab + ©)

. m—1 ~m—1 AAn—
+ Cﬁl—l Clzl—‘ (ab)m—:i (ab+0)2+ SN +Cm—1 C"—l ((l[}+~.) l]'
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Lorsque m > n, les termes de la grande parenthése ont le facteur
commun a™ ™, ¢t nous pouvons écrire

(25"") ity n = cam=" [(ab)*=! + Ch_y Ch_y (ab)"=2 (ab + o)

+ Chy C s (ab)=3(ab+c)* +. . . +CnZi ChZi (ab4c)—1]

En posant .

les grandes parenthéses des formules (25, et (25’”') sont des polynomes
en u, que nous désignons par ¢, (u) et ¥ (u). En ordonnant ces poly-
nomes suivant les puissances de u, on trouave par un caleul qui a été
donné au No. 10

m—1 _ 1 m—1 —

(:)9) 2 (1‘) = Cm-f-n—z umt 4 Crm—t Cm+n—3 um—2
: P nt—1 — m—1 ~m—1
+ Cm—l an+n—4 um 3 + CCI +Cm—l Cn.—1

et

m—1 _ 1 —1 .

(29" ¥ (u) = Coya2 ™! + Crg Crlin_g un—2
R 2 m—1 _ n—1 ~m—1
+ Cm—l Cm+n—4 wSp L +Cn "1 Cni

La formule (29) a lieu pour n > m ct la formule (29°) a lieu pour,
n < m. Lorsque n = m, ces dcux formules coincident.

Les polynomes @, (u) et v, (u) ont les racines réelles distinctes et com-
prises enire —1 et 0. Cela résulte de Pidentité .

1 drt

(n— 1} dur—t

P () ou , (u) = [um=1 (u + 1)2—1],

qu’on déduit de la formule (25).
17. En résumé, nous avons trouvé les solutions

m,o. o, n . (90
'um, n?t lum,n’ /‘m,n
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de l’c’iquation (1) qui sont données par les formules (21) ou (217, (22)
et (25). Il résulte alors que la solution du probléme fondamental posé
au No. 1, sera donnée par la formule

gn—1

U, T w1 Uz,
Um, n= (1)1 pyr [am=2 (ab+tc) ]+(ni—i°)! Py la™=3(ab+c)]+
1,0 01
+ ... letl-m—-—i‘); aa'T_l [(ab +C"] +ll»m,o bn
oz 7L [67~2 (ab4c)m] 4 2022 T ans
(30) (m—1)! gbm—1 (abtc) ]+(m—i) 1 ghmi [br=3({abtc)™)
Up n— am.—l
+...+ ﬁbb"‘—l [{ab + ¢)™] + uo, n a™
Up,p¢ 01
renbr= A

1I. PREMIERE APPLICATION
Solution de U'équation: um, n= tm—1,n + Un—1, n—t
18. Faisons une application & I'équation

(31} Um,n = Um—1,n “+ um—1,n—1
qui relie trois nombres du triangle arithmétique de Pascal.
Nous avons dans ce cas
= ‘_l, b= 0, c = 1.
La formule (21"") donne
m,o n—1
u’m, n = Cm—m’—l
Pour m’ > m —n, nous avons done
m’, 0
um,’n. = 0.
et pour m’=1, 2, ..., m—n, nous avons
1,0 n—1
um,n = Cm—2

— n—1
um n, 0 — Cn—l

m, n

Les formules (22°) et (25"") donnent
. _—

u:'z,’;; =Cpn

0,0 __ pn—1
um’, n Cm—l .
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En appliquant la formule (30), il résulte que la solution du probléme
fondamental sur I’équation (31) est

-1 — .
Um,n=Cm  Up,y + Cm “tgys + . + Cotio,n1 + Uo.n
(32) + 177‘!:; "’17 0 + C'r:z:Iil uzxo + .. + C;:-_-: um—n,a .

n—1
4+ CmZ1ug, o-

On obtient le cas particulier des nombres du triangle arithmétique
de Pascal, en prenant
Um, o =1 (m=0,1,2,..., m)
to,n =0 (n =1, 2,..., n)
La formule (32), donne dans ce cas
c’est-a-dire

n
Umn="Cm .

I11. DEUXIEME APPLICATION
Calcul d’un coefficient des polynomes d’Hermite
19, Faisons une nouvelle application de la formule (30). Ch. Her-
mite?l) aétudiéles polynomes Vp, »(z. y) définis par le développement

en série de

1
1 —20x —2uy + 1* + p?
suivant les puissances de 1 et de p.
De l'identité
1=(1—2z—2uy + 722 +p® (Vo,0 + A Vi,o + 1 Vo1 + 8V,
+ 2 Vi, +12 Vo, s +..0)

il résulte

Visn=1

Vio—2z Vyo=0
(33) Vo1 —2y Voo =0

V,, —2z Vo, —2y Viso=0

Vimo—2% V1,0 + V2,0 =0 pour m >2
(34) Von —2y Von1 + Vo,n2 =0 pour n > 2

Ve, 1 —2% V1,1 — 2y Vo + Vmeg,1 =0 pour m>2
(35) Viyn —22 Vo n —2y Vi, n1 + Vi,n—2 =0 pour n>2

1) Ch. Mermite, Oeuvres, Tome II, p. 319—347.
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ct

(36) Vm, n = 2z Vm—l, n+ 2y Vm, n—l — Vm—2, n— Vm, n—2
pour m>2 et n > 2.

On démontre que Vi, est un polynome de degré m + n, el qu’il a
un terme cn 2™ y* Désignons par um,» son coelficient.

La relalion (36) montre que pour m>2 et n>2, on a

(37) Ump, n = Zum—l, n+ 2Um, n—1

Um, n satisfait done a une équation de récurrence a4 deux indices, & coef-
ficients constants, comme l’équation (1).
Les relations (33) montrent que

g, o=1, u1,0=2, 15, =2, uy,, =8.
Ensuite les relations (34) montrent que
Um,0 = 2Um—1,o s Uo,n= 2Uo, n—1
d’oti 1l résulle que
Umo=2" et Uy n=2"
Enfin les relations (35) montrent que
Um,1 = 2Upm—y,1 + 2MF1
Uy, = 2uy,n—g + 271
d’otr il résulte, en faisant m= 10,1, 2,... et n=0, 1, 2,..., que
. Um,1 = 27+ (m 4 1)
g, p = 2" (n 4 1)
Si nous posons done

Um,n = Um—l,n—l )

nous voyons d’aprés 1'équation (37) que /
(37') Um,n = 2Um—l,n -+ 2’Um, n—1
et que

Un o = 2742 (m +2)

(38) Uy, n =22 (n +2).

Le probléeme de Ja détermination de Up, »est donc le probléme fon-
damental sur 1’équation (37°) avec les données (38). Sa solution sera
donnée par la formule (30).

or
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20. I y a lieu de faire une remarque sur I’équation (1). Dans le cas
ou ¢ = 0, c’est-a-dire dans le cas de I’équation

(39) Um,n = QUj—1, n ~+ bum, n—1

les formules (21), (22) et (25) se simplifient. Elles se réduisent a

n—1 m—m’ 1n
um n Cn—l+m—m’ a b
m—1 n—n’
(40) um,n = Cm—1+n—n' amb
ufr;,on =0

La formule (30) donne alors

m—1 n—l m-—-1 n—2
Um, n = ( m+n—2 Up, 1 + Chritn—3 U, 2 b + ...+
; m—1 o1 n—t m—2
41) m—1 Uo, n) ™+ ( m+n.—2 U,0 + Codn—s Uz, 0 &

+ . Tl Um o) O

Dans le cas particulier de I’équatfon (37’) et des données (38), la for-
mule (41) donne

Unyn = 24 (0 2) C2T3 4 (nok 1) Co* o+ 3007
+ (m+2) Chi + (m+1) Crl 4 4 300hs)
ou bien
Un,n==2"F"42 [(n42) CnZ1 + (n+1) Cn 7 4. .. 42005 0m1 — Cintn
+ (m+2) CrZt +(m+1) Ch 7+ +2Cnin1—Cinnl-
On démontre facilement que

(m+2) Crzi+ (n41) Cr 7t . 420031 —Crien = Critntt
de sorte que

m+n+2 mn n
Um, n= 2 + [Cm+n+l + Cm+n+1]

c’est-a-dire

m+n+2 ~m+i
Um, n = 2 Cm+n+2

Il s’ensuit que le coefficient uy, » de 2™ y* dans le polyn.ome Voo, n (2, Y)
d’Hermite, est donc

m+2
U 2 Cm+n
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IV. SECOND PROBLEME

Résolution de l'équations (1), connaissant les valeurs de Um, n
pour les valeurs (m,0) et (n,n) des indices

21. Nous allons résoudre I’équation (1), en supposant connues, les
valeurs
Ugy0y Ury1y Uzyzy -« -
'"'1:0: Uz, o
de Uy, n, pour les valeurs
(0,0, (1,1), (2,2), ...
(1,0), (2,0), ...
des indices m et n.
Nous employons la méme méthode qu’au No. 1, en résolvant d’abord
trois problémes élémentaires.
1°. Déterminer uy, » , sachant que

up, p=1

(42) Uy, 0=0 (gq=0,1,2, ...)
U, ¢ =0 {97 p)

Cette solution'sefa désignée par 1.5, .

2°. Déterminer up, n, sachant gie
Up,o =1

(43) Ug,q =0 {g=0,1,2, ...)
Ug,o =0 (97 p)

Celte solution sera désignée par uh n -

3°. Déterminer un, n, sachant que
Uo,0 =1

(44) Ugq =10 (g=1,2, ...}
Ug,0o =0 g=1, 2, ...)

Cette solution sera désignée par ¥m,n.

A Taide des solutions de ces problémes élémentaires on aura la so-
lution générale du probléme posé au début de ce chapitre, par la for-
mule

1 2
Um,n = Ugy 0 T"m, n + 1y, Zm,n + s, o ;-m,n + ...

1 2
+1y,, ,“m,n+ Usy o0 lim,n + ...

22. Nous aurons besoin de résoudre d’abord un probléme auxiliaire
et donner une nouvelle formule.
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Reprenons 1’équation (1)
(1) Um,n = QUp_1,n + blim, n1 + CUm—1,n—1
et cherchons la solution qui satisfait aux conditions suivantes
Ugy, =1

Uo,n =0 (n=2,3,4,...)
et
Um, 0 = O,
quelque soit 'indice entier m, positif, négatif ou nul.
Nous avons résolu ce probléme lorsque m est positif ou nul, et nous
avons donné les formules (22) et (22°):

o 1 am—-i s n
@ e e e

22wl t=(ab + c) [Cham=tb"—2 + CE, Ch_p am—2 b"=3 (ab + c)

+ C3 CE_, am-3 pn—4 (ab +¢)2 4+ ...]
pour n > 2, et

(22" U, = a™
pour n =1,
Nous pouvons éerire la formule (22) sous la forme suivante
(46) ul L =(ab-c) [% am=1pn=2 4 % Cl_aam=2bm=3 (ab +c)

m(m —1) (m—32)
1.2.3

Nous allons démontrer, que pour Uindice négatif m, Pexpression de
up ', se déduit des formules (22) et (46), en changeant m en — m.

23. Dans P'équation (1), out 'on remplace m par m + 1, supposons
I'indice m négatil et posons

+ Ch_aa™3 b4 (ab +-c)* + .. ]

L’équation (1} devient

Uomrdt,n = QU n + DU, nm1 + ClUop, it

Cette équation donne la valeur de u_py, n, lorsqu’on connait les valeurs
de U_mtt, nety U—m 41,0, €L U_pe, nei. En résolvant par rapport A u_py, s,
nous aurons

c b
U, n = — U—m'41,n —— U_py, pay — — U’ 4+1, n—1
a

et en posant

Upyy p = Vm‘, n
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nous pouvons écrire ’équation précédente sous la forme
, ’
Vm', n=a Vm‘—l, a+b Vm’, n—1 +¢ Vm’—l, n—1
ou

(47) P R
a a a

L’indice m’ étant positif, nous pouvons appliquer les formules (22)
et (22) pour avoir Pexpression de Van et par suite celle de u®) ..

Nous aurons d’abord
1
Ulm g =a'm
, 1
et en remplagant a’ par —, nous aurons
a
0,1 .
w1 =a"m,

¢e qui montre que la formule (22”) est valable aussi pour m négatif.

Nous aurons ensuite pour n > 2,
u_,‘,’,:,’l = (a'd’ +¢") [C,l,. a/m—1 }n—2 + CELCL_sa'm3p'"3 (o' +¢')
4+ CCE a3k (a'h ')+ ...]

et en remplegant a’, b, ¢ par les formules (47), nous aurons d’abord

" o abde L
a't! +¢ =— o = -——t—l; ,
el ensuite
___41\n—2 ,n—2 / __1 n—2 .n—3 )
e I L Y A A
a2 am—l an—2 am—z an—3 a?
s 2 1 (—1)—2en—tpe :
+‘ Cm Cn—z am—a _—a"““" ;‘" + e
ou bien
—fyn—t Y o
48) u gt = T e a2 0 s O Chp S B L)

amtr—1

Dans cette formule remplagons

¢ = —(ab—").
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Nous aurons

Uomin = = f,._l [—Ch (ab — k"2 4 Cr, Crz  (ab—h)~
~Cn Crzh? (ab —R)»=% + ...]
ou
(49) u_mn= (# [Do (ab)*=2 + Dy (aby*=3 h + D, (ab)** k2 +. ..
ol
Dy= —C7,,
D=C\Cl_,+CC_,,
Dy=—[CC ,+ (0,0 s+ CLC)

et en général

Do = (— )=t [CL, Ch_y + C2 (L, Chh + (3. C2, (475

m - n— ‘'m° n—2"n—3

4. (RRCE

m n—‘.’]-
Nous aurons

2

Dl = (C:u + Cm) Crll—'l

c’est-a-dire

2 1
D1 = Cm+1 Cn—2

Ensuite
Dy= —(Ch + CiCh + C3Cy) Cha.
Mais
Ch +CLCE + C3CH = Chye

de sorte que ,

3 2
D:,r = — Cm+2 Cn—2

En général nous avons
Dp= (—1) "1 [Ch + CLCo + CiCr + ... + CiCL7 ] Chp
Mais
Ch + CLCht CiCo + ... + ChCHH = Chtk,

de sorte que

Dy = (— 1)+t CibY Ca_y




Il en résulte que Ja formule (49) devient

0,1 h

U = — o [ (@62 + Chops Chma (ab)—0h

— Cry2Crz (b4 R + . J
c’est-a-dire
u_,,‘:,',l, = h|—D gmt 2 + mim 2 (m + 1) Cl_ya—m—2pn-3j,
1 1.2
_m(m+1)(m+2)

193 0,2,_2 a—m=3 pn—h o ]

. . 1 .
ce qui prouve que 'expression de u_p 5, s obtient en changeant men

— m dans la formule (46).

Une conséquence de ce résultat est que nous pouvons écrire I’expression

1 s .
de ' », d’aprés la formule (48), aussi sous la forme

—_qyn—1 y
01 _ (—1) ’L[——T-c"—2+m(m + 1)

1
m,n= Cpsc™ 31

q—m+n—1 1 1.2
1 2) 2
+(— 1yt m(m+1...(m+n—2

1.2...(n —1)
¢’est-a-dire

U n = am—n+L ]y [m LS hn—2

1.2...(n—1)

_C:'_z‘m(m +1)...(m +n—3\hn_3c

(50) por mim ). O n ),
. 1.2...(n —3)

+ ... 4 (=1)2Ca3 %c"—ﬂ]

Nous aurons besoin dans la suite de cette formule.

) Cr=3 h"_2:|

On démontre de la méme maniére que la solution de 'équation (1),

qui satisfait auz conditions

Uo, e =1

Uo,n =0 n=12 ... n"—1n" +1 .

et
Um, o = O,

>
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quelque soit Uentier m positif, négatif on nul, s’obtient en changeant m en
—m, dans la formule (22").

o, n m , m (m—1)
=1\ un v —= h|— an—1 pn—n—1 4
SO '[1 1.2

C’il_n,_i am—2 pn—n'—2 |,

m(m—1) (m —2)
1.2.3

+ C3jam3bn—n'—8 2 4 ] .

On démontre aussi comme pour la formule (50), que I’expression de
o' n’ e . ’
u2 7 peut s’écrire également sous la forme

m(m+1)...(m+n—n"—1)

u’z. :’ = am—ntn hn—n’-—l
: 1.2.. .(n—n)
., ™ (m +1)...(m —{—In —n'—2) pr—r—2 ¢
(52) 1.2...(n —n" —1)
[ I

(s G e
1

Nous aurons besoin dans la suile de cette formule.

La formule (52) est valable pour n’=1.2, ..., n —1. Pour n’' = n,
nous avons

(53) upn — gm.

m,n =

La solution de Uéquation (1) qui est nulle lorsque n =0 et m prend
toules les valeurs enticres positives, négatives ou nulle et qui prend des valeurs
données u, n pour les valeurs (o, n) des indices, sera donnée par la formule

{ B4) Um,n = Up, 1 un‘:’-}l + Uy, 2 un‘:;: 4+ ... Fun unn
ou u,,c,;ﬁ est donné par la formule (53) et unn (W =1,2, ..., n —1)

par la formule (52).
Remarque. Nous pouvons écrire

ot __ h m neg 4 Mm(m+1) 4 3
Uem, n = amint [— ~1 (ab) -+ —————1.2 Crn—2 (ab) h
1) (m 4-2
m (m ":-2)(:;"4 )0121_2 (ab)""" he .

g (m A1) (m +n—1)
= 1.2...(n—1)

cr2 hn—z].



Le pol do I hise en 22 ines rd
€ polynome a¢ ia parenthése en — = y, a toutes les racines réelles
¢ .

négatives et plus petites que — 1.
Cela résulte du fait, qu’en utilisant les formules (47), on a

ab’ ¢
¢ ab
c’est-a-dire
U= !
u' 3

et en faisant celle transformation on tombe sur I’équation
U n=(a'b' +¢') [Ch a1 D72 4 Cr Cha a™—2b=3 (a'b’ +¢') +...],

dont la parenthése a, comme nons le savons, toutcs les racines réelles et
comprises entre —1 et 0.

24. Occupons nous maintenant de la solution Z,l,.,,. de Péquation (1),
mats supposons que Uindice m prend aussi des valeurs négatives. D’une
fagon précise cherchons la solution %, . de équation (1), qui satisfait
aux conditions suivantes

Na=1

n=0 (n=23,4 ...)
el :

z}n,o=0:

quelque soit entier m, positif, négatif ou nul.
Si dans I’équation

(55) l:rs, n—20a ;-rln—l, nt+ bzrln, -t + C)-:u—l, n—1

nous faisons n =1, nous déduisons

a1
(56) ot ==

et on démontre qu’en général, nous avons

(57) 7.:,,,1 = qm—1

Dans I’équation (55) faisons maintenant n = 2; nous aurons

1 1 41 1
}*m, 2= alm—l, 2 + b/-m, 1+ C}-m—l,‘l



En faisant m =2 et m =1, on trouve

h . 2h
(58) Ma=—= , Jo2=—=
a a®
ol
h=ab +ec.
Connaissant les valeurs
1 2h
lgi=— , lop=—=
a a*
et
Imo=0 (m=0,41,+£2,...)
nous pouvons appliquer la formule (54) et déterminer 7%, 2. Nous aurons
T2 = — 2h a™ + L (E am—1 h)
a'Z a 4
c’est-a-dire
(59) e=(m—2)am2h -

Dans I’équation

-1 1 -1 1
bm, 3= a]-m—i, 3+ b/-m, 2+ sz—i,z

faisons m =3, m = 2 et m = 1; nous aurons, d’aprés les résultats pré-
cédents '

60) 8= —hb , z},3=£(1_b), fo=2e
ala o
Connaissant les valeurs
23’1=i ’ Z:,2=*‘2—h , 2:,3=1w
a o s
et |
Tmyo =0 (m=0,4+1, +£2,...)

nous pouvons appliquer la formule (54) et déterminer /'.:,,,3. On trouve
2},.‘3 = 3—’i-cam——--2—-h ﬂ-a.’""‘1 hl + i m_’l_)h _» c|am—2h,
b 2 \1 2 1.9 1

¢’est-a-dire

a1 m—3

(61) lm, 3=

a™3 b (mh — 2c¢)




25. En résumé, nous avons trouvé dans le No. précédent

1 | 1
ai=— , lp=—=—
o

a

3

3he

1 —_—
0,3 = ——
a3

29

-

el nous pouvons continuer la méme méthode pour déterminer 234,

-1 2 2
%05, .- En général nous aurons

(62) Ph= (—1)

a’l

n—2
ey PPhE

(n=2,3,4 ...)

Au licu de démontrer directement cette formule, nous allons calculer
a l'aide de la formule (54), I'expression de Zmq, connaissant les valeurs

(62) de 25,., ainsi que

.1 1
lop=—, et Imo=o0

a

pour toute valeur enliére de m, posilive, négative on nulle.
] 21
Nous démontrerons de cette fagon que A, ==0 et nous aurons en
A . . . 1 ;
méme temps l’expression générale de Zmn. Nous aurons d’aprés les

formules (50} et (52),

m(m+1)...(m+n-2) n-2—C m{m+1)...(m+n-3)

51 l m—n-+1 -
g = — @M=t _2 k3¢
o= '[ 1.2...(n1) T2 (n2)
w2y D) (mant) ety onmd ™ C"-'~’]
1.2...(n-3) 1
__Z_ham_”,_, A m(m+i)...(m+n—3)h"_3__C,,I_3 m(m+‘l)...(m+n-—4)hn_4c
a? 1.2...(n-2) 1.2...(n-3)
+C2y ""(’"""1)"'(m+"j-:))l=,"—5c'1+...+(—’l)"“3 C;::;:: m c"‘3]
1.2...(n—4) 1

+ .

— n—3
T L L

a1 1

+ (_1)n—1_'ﬂ"; [am],

aﬂ
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ou bien
= amnh ! m{m+1)...(m+n-2) -zt m(m+1)..(m+n-3), . .
1.2...(n-1) 1.2...(n-2)
+C2, 0 (m+1)...(m+n—4) hn—t o2 +(—1)"—2 i3l 2
1.2...(n~3) 1
_Zh[m(m+1) (m+n-3) R, m{m+1)...(m+n-4) b
1.2...(n-2) 1.2...(n-3)
+C? 3m(m+1). (m+n-5)

B8 ¢t ..+ (=1)m~3 Cn} % c"“"]

+3he [ m (m+1)...(m+n—4) Jrb_CL_, m(m+1)...(m+n-5) hn=5
1.2.. (n-3) 1.2.. . (n-4)

T (m+1)...(m+n—6) hrmSc4....+(—1 )% (7t m s
1.2...(n=5) 1

+ — 12 (n—1) hc»—a%

_|_ ( — 1)71—1 ncn—z}
Nous pouvons écrire

(63) Jmn=am"h[A k"2 + A, k3¢ + ... + Ay g2

ol

A _m{m+1)...(m+n—2) 9 m(m<41)...(m +n—3)
0o - ’

1.2...(n—1) 1.2...(n—2)
A= ;-zm (m+1)...(m+n-3) + 20} 2 +3] m(m+1)...(m+n—-4)]
1.2...(n-2) . 1.2...(n=3)
A2= C’z‘_zm (m+1)...(m+n—4)_ [2c'2l—3+3cl—4+4] m (m+1)...(m+n—5)

1.2...(n=3) 1.2...(n—4)
(BA) o e
Ap= (_1)k0£—2m(m 4+1)...(m+n—k—2)
1.2...(n—k —1)

(A (2 CE g4 3CE Tt (k1) Gyt (e 2) Tt L) (o fe3)

...........................
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Nous avons

Ao:(m+n—2_2)m(m+13...(m+n—3)

n—1 1.2...(n —2)
c’est-a-dire
4 =m——nm(m+'l)...(m+n—3)
° TR 1.2...(n—2)
Ensuite
A1=_[(n—z)——”““"—?’—z(n—s)—s mm 1), mtn—4
n—2 1.2...(n —3)
c’est-a-dire
Al____m—nc'il_lm(m+'1)...(m+n—4)
n—1 1.2...(n —3)

Nous avons également

T L (. R |~
n—3 1.2 1.2...(n—4)

ou

n—2m(m+1)...(m +n—5)

Ay = (m —
2= (m—=n)— 1.2, (n—4)
c’est-a-dire
m—n_, m(m+1)...(m +n—5)
A2= n—1
n—1 1.2...(n—4)

En général, d’aprés I’expression de A, nous pouvons écrire
m+1).. . (m+n—k-—2)
1.2...(n —k—1)

_ am(m+1)...(m+ n—k—3)
MR 1.2...(n—k—2)

Ap= (—1)Ck_, m (

+ (=1 [ChHE 20k s +3CEE + . ..

4 k1) Chopat (kg2 im D - (m b n— k=3

1.2...(n—k —2)
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Mais
P+ 2Ch s+ 30T+ .+ (k1) Chogat (k+2) = CEF

de sorte que

A= (—Lk ct_, m +n-—],.__2+c:,:é_ = m(m+1)...(m4+n—k—3)
n—k—1 1.2...(n —k —2)
— (1) m+n—k—2 n—/c—-2_ n(n—1) ]
[ n—k—1 k+1 (k+1) (n—k—1)

m{m+1...(m +n—k——3).
1.2...(n —k —2)

k
Cn—z

81 nous faisons les calculs, la parenthése se réduit a
m-—n
n—k—1
¢t par suite
An= (— 1) m—n C:_zm(m +1)...(m+n—k—3)
n—k—1 1.2...(n—k—2)

¢’est-a-dire

_m—nck m(m+1)...(m +n —k —3)
n—1 " 1.2.. (n—k—2)

Cette formule est bien en accord avec les expressions de Ay, A;, As
trouvées plus haut, ainsi qu’avec celle de An_s. La formule (63) peut

donc s’écrire

2’1”,"= m_—n g™ (m +1)...(m +n—3) pn—2
1.2...(n—2)
m(m4+1)...(m +n—4)
1.2...(n—3)
m(m+1)...(m+n—k—23) k2
1.2...(n—k—2)

n—1

3¢

1
—Cna

(65)

s k
+ . (1) Cry

G cn—ﬂ]

La formule (65) monire que

Z:t,n=0,

et par suite la valeur (62) de /), est exacte.
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La formule (65) est valable pour n > 2. Pour n =1 nous avons la
formule (57), c’est-a-dire

(57) Tm1 = am=t

Nous allons maintenant trans{ormer la grande parenthése de la for-
mule (65), pour donner 'expression définitive de la solution A5, , et
mettre en évidence une propriété de cette solution.

26. Dans la formule (65) remplagons k par ab + ¢, et désignons par
P la grande parenthése.

Nous aurons
P m(m+1)...(m+n-3) (ab+o)—2-C}_, m(m+1)...(m+n—4)

1.2...(n-2} 1.2...(n-3)

(ab+c)r—t=2ck4 4 (~1)n—2Ch=3 c*—2

(ab+c)*=3¢

m(m+1)...(m+n—k-3)

R (=1)RCE_
Ho HEA G 1.2...(n—k—2)

= B, (ab)"2 + By (ab)*3¢ + ... + Bp_g ™2,

ou les coefficients By, By, ..., Bs—z sont donnés par les formules

m{m+41)...(m +n—3)
By=
: 1.2...(n—2)
B, =C;_2m (m+1...0m+n —3)—()}‘_1 m(m+1)...(m +n—4),
1.2...(n —2) 1.2...(n —3)
B.— (> m(m+l)...(m+n-3) ', ¢t m(m+1)...(m+n—4),
T (nm2) T 9 (ne3)
Lt m{m+1)...(m+n-5)
n—1

1.2...(n-4)

B.—C" m(m+l)...(m+n—3)_cl Ck._un(m—l—‘l)...(m+nﬁq’1\
Mt T 0 (n2) e T e (n—3)

L CECk m(m.+'l)...(m+n—5)+.“+(_1)kcﬁ—lc‘:‘_k—2m(m+‘l)...(m+n—k—3)

1.2...(n-4) 1.2...(n-k=2)
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Nous pouvons écrire

Bl__:[n—Zm +n—3_c;_1:|m(m +1)...(m +n—4)

= 1.2.. .(n—3)
c’est-a-dire
B_m—2 m(m+1)...(m +n—4)
! 1 1.2...(n—3)
Nous avons également
B, = (n—2) (n—3) (m +n—3) (m +n—4) —ct, n—3m+n——/1_!_C;.-,'_1
1.2 (n—2) (n—3) 1 n—3
m(m+1)...(m+n—5)= (m+n—3)(m+n—4)
1.2...(n —4) 1.2
—4 - (m+1)...(m +n—25)
—C‘_ m-+n A c: m .
T T 1.2...(n—4)
Mais -
(m +n—3)(m +n—4) i m +n—4 L, = {m —2) (m —3)
1.2 1 1.2

“de sorte que

(m—2)(m—3)m(m+1)...(m +n—27)
1.2 1.2...(n —4)

Bz—_—'

En général nous avons

By — [(n—-‘.Z) (n—3)...(n—k—1) (m+n—3)(m +n—14)... (m+n—k—2)

1.2.. .k (n—2)(n—3)...(n—k—1)
—ct (n—=3)(n—4). . .(n—k—1) (m+n—4) (m+-n—35). . . (m+n—k—2)
T k—1) (n—3) (n—4...

m(m+1)...(m +n—k—3)
1.2...(n —k —2)

b () 1:_1]

ou

Bk=[(m+n_3) (m+ll-—-[k)(]n +n_k_2)

1.2...k
—C:l_1(m +n—4)(m+n—>5)...(m+n—k—2)
1.2...(k—1)
+ct, (m +n—5)(m+4+n—6)...(m +n—k —2)
1.2... (k—2)
- +(—1)"Cﬁ_1:|m(m +1)...(m+n—Fk—3)
1.2...(n—k—2)



On démontre que

(m+n-3) (m+n-4). . .(m+n-k-2) ¢, (m+n—4) (m+n-3)...(m+n-k=2)

1.2.. .k 1.2...(k=1)
3 (m+4n—>5) (m+n—"6)...(m+n—k—2) ive gk
+ln 1.2.. . (k—2) s H () G
_(m—=2)(m—3)...(m—k—1)
o 1.2...k

et par suile

_ (m—2) (m—3)...(m—k—1) m(m+1)...(m+n—k—3)

B, = .
. 1.2... 1.2.. . (n—k—2)
La formule (65) devient donc -
.1 m—n m(m+1)...(m+4+n—3) ”
Imon= m—=n(ol Hyn—-2
=T e M[ 12 (g
n m—2m({m+1)...(m+n—4) (ab)n=3 ¢
oA 1.2...(n—3) '
e
(©0) 2)(m=3)...(m—k1 1)... {m+n—k-3
(m=2)(m~3)...(m=k-1) m (m+1)...(m+n—k— )(ab)"—"—'-’c"
1.2...k 1.2.. .(n-k-2)
s S N
" (m—2y(m—3)...(m—n+1) (nez
1.2...(n —2)

Telle est la {formule définitive que nous avions en vue. Elle s’applique
quelque soit m positif, négatif ou nul.

27. Pour m =0, la formule (66) donne

Ja n = (— 1)1 nher
a’l

c’est-a-dire la formule (62).

Pour m =1, la formule (66) donne
h

ar—1

[(ab)n—2 — (ab)"—3c + ... + (— 1)»=2 »=2)

1
Zl,n -
Pour m = 2, nous avons

.1
F2,n = —(n —2;j hi"-2,

formule analogue & la formule (59).
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Pour m=3, 4 5, ..., n— 1, nous avons

= — 3 hn0 (CRab + € CEi el
n —:
(67, 7} ,=—2 — % s [C341 (ab)2 + C3C3(ab).c +C3Chyc?],
n—
1 n—>5 . &k 3 1 G 2 C2CE (ab) . e
Bon= — " v [Ciya (ab)° + C4 Ciga (ah)* 0 + C3 Cr(a)
—
+C3Cra ),
Py = — B [Chas (ab)*= + Ch_g Chns (ab)™— ¢

n —.
+C 3 Cr i (ab) 56 + ... + CrZ3Choy 3],

Pour m 2> n, nous avons

(68) A .= @am-n h [CRTh_s (ab)r—2 + Ch s Ceh_s(ab)—23 ¢
n—

2 - 2 —2 Am—1
. G sCns(abrte + ...+ Caz Crli 2]
11 est important de remarquer qu’on peut résumer les formules (67)
et (68) dans la formule

— b gm—1
n; —’11 (r[rlz _+[C) 1 ghm—1 (o=t (ab + ™) | m > 2.

©9) | tmn=

En effet il est facile d’identifier la formule (69) avec les formules
(67) et (68).

. . ab .
Il s’ensuit que si nous posons — = u, les grandes parenthéses des
c

formules (67) et (68) sont des polynomes en u, ayant toutes les racines réelles,
distinctes et comprises entre — 1 et 0.
Cela résulte de la formule (69).

28. Pour m=—1, —2, —3, ..., —(r —3), nous avons
P L L Y 1o RN, 1
. n—71_ anrt+1
. A .
b m= (1)1 n+2 _h t{Ca_1(ab)t 4+-CoCi{ab). c +C3C311¢2],
n___[_ an+2
- ] 3 4 2 A 3
(70) 7Ls,n=(—1)" 1# —:_J PS[Ch_y(ab)® +CLCk(ab)2c +CICE 4 1abe?
n—I1 a®
+C3Chs2c],
by = (=1 222 h ot Oy (abyrt e

+.. A CA Y]



et pour m= —p, ol p > n —3, nous avons

h
(1) 2= (A1 2 (RO b 4 €S C by

n—1 ante

+C T ChLM(abjr=te +. . . +CECREL_jon-2].

ptn—

. ab 5
Si nous posons — = u, dans les grandes parenthéses des formules
c

(70) et (71), on obtient des polynomes en u ayant toutes les racines réelles.
En eflet les polynomes en u des formules (70) peuvent s’obtenir en

remplagant u par idans les polynomes des formules (67). De méme
u
lIe polynome en u de la formule (71) se déduit du polynome en u de la

formule (68) en remplagant m par p +2 et u pari .
u

29. A Taide du probléme posé au No. 24 et traité dans les N-os 25—

28, nous pouvons résoudre le probléme suivant.

Trouver la solution de U'équation:

(72) Um, n = QUpm—1,n + bum, n—1 + Clm—y, nmy
sachant que
- upp=1
(73)
Um,n = 0

pour toules les valeurs entiéres de n3£ p, et
(73) Um, 0 = 0,
pour toutes les valeurs entiéres de m, positives, négatives ou nulles.
Celte solution sera désignée par ip, a.
11 est évident d’abord que
/‘-r":x,n= O:
pour n < p + 1 et quel que soit m.

Si nous posons
m=p—1+4+m , n=p—1+mn
et
(74) ;'l’:l. n= ;'Z—i+m, sp=t4n, = Vi n,
nous voyons que V,,,», satisfait & 'équation (72) el que nous avons
Vl’l =1
Vay,n,=0 . pour ny %1
Vig,o =0 Cmy=0,1,2,...
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Il résulte alors que Vi, n, est la solution du probléme posé au No.
24, qui est donnée par la formule (G6).
Nous aurons donc

L [(m—p+’1)(m—P+2)---(m+n-2P-1) (abjr—p—1

= n-p 1.2...(n—p-1)
i m—p—1 (m—p+1}{m—p+2)..{m+n-2p-2) (aby=p=2 ¢
1 1.2...(n—p-2)
e
_ (m—p—1)(m—p—2)(m —p—k)
(75) * 1.2. .. k %

(m—p+1) (m—p+2)...(m+n—2p—k—1)

(ab)n—p—l.'—-lclz
1.2...(n—p—h—1)

pour n > p + 1, et pour n=p.

e . —_ gm—
(75, i pp=am"

30. Nous allons nous occuper maintenant de l'autre probléme élé-
mentaire posé au No. 21, c’est-a-dire: déterminer up, », sachant que

up,o =1
(76) Um,0 =10 pour mz=p
(77) Un,n="0 (n=1,2 ...)

Cette solution sera désignée par ub, ..
Il est d’abord evident que
lugz,n =0
pour
m<p et n<p.

Nous allons démontrer que

bh\p
9 = (%)
a
et que
(78) M= 0

pour n = p.
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Il suffira de résoudre I’équation (72) connaissant les conditions (76)
el (78) et de prouver ensuile que les relations (77) sont satisfaites. Pour
ccla nous -appliquerons la formule (30) qui nous donnera

1 a1
'u{;z, n= -

(n—1)! gan1

by 1 g
—_f{Zy — bi—p=1 (gh L c\m].
(a) —yiapnm 0 (b el

[am=pP=1 (ab + )]

Dans cctte formule on supposera m > p et n > p.
En faisant m = n, nous aurons

an—l
,l”: = n—p—1 (o] n
S I g T (@b ]
kY 1 et
— | — ——— D[P (] n
(a) D)t api ¢ (ab + "]

et en développant les calculs, nous aurons
P o=k [ChamP=1b7=1 4 Ci Ch_py am—P2br—2

+c3 C;-:_p_l P bnS L O C;:Z:} bp pn—p—t]

o (%)" [CLbn—p=1 an—t 4 C2Chpy bP=2a7—2 h

R, P8 a3 2 4. . CYP ChhTh gp fnmpt]
c’est-a-dire

=0,

ce qui prouve que la formule (78) est démontrée et que la formule (79)

donne la solution du probléme pour m > p et n > p.

Il réste A donner Ja solution du probléme pour m 2> p et np et
ensuite pour m < p et n > p.

31. Supposons m > p et n < p.

L’équation (72) montre que

(80) Ho=b n=0,1,2,...,p—1)
Nous allons déterminer d’abord P _ pour n < p.

Nous voyons que est la solulion de I'équation {72) qui correspond
aux données (80) el aux données

Hho=10 (m=p+1,p+2...)
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11 est facile de voir que nous pouvons écrire
’ b ”
ﬂﬁl n— Mmn + —Um,n
* c

ou ,u,;‘n est la solution de I’équation (72), satisfaisant aux conditions

Fpo=1
Bpn="0 (n=1,2...,p—1)
Hpo=10 (m=p+1,p+2,...)
et ,u:,,,,, est la soultion de ’équation (72), satisfaisant aux conditions
Hogo=1
Fpsn=0 (n=1,2,...,p—1)
Bmo =0 (m=p, p+1,...)
En utilisant la formule (25) du No. 14, nous autons donc
¢ g1 b on—1
HEn= () 5am [amP=(ab+c)1] + )] st [@™—P (ab +c)™1)
c’est-a-dire
1 a1
(81) Hmn = (n—1)! dar— ([am=P=1 (ab + ¢)"]

De cette formule, nous déduisons aussi I'expression de up, ,, en utili-
sant la formule (30). Nous aurons

1 ot
(p—1)! dap—1

(82) | Hb,,= [amP=1 (ab + c)P] —amP bP

32. Supposons maintenant m < p et n > p.
Détermingns d’abord ub ,dans le cas m < p. L’¢quation (72) nous
donne

byr
(83) ,u'f;"p=——(———) a® (m=0,1,2,...,p—1)
a
Il résulte que u?  sera la solution de I'équation (72) qui correspond
aux données {83) et aux données

M =0, (n=p+1,p+2...)

Il est facile de voir qu’on peut écrire

by a
14 = — | — e —_ 1V
Ko n ( M, n + Hin, n]
aj | ¢
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ou p est la solution de I'équation (72) satisfaisant aux conditions

B =1
Hon=10 (n=p+1,p+2,...)
,“;;,p=0 (m=1,2,..., p—1}
et ou ;l,{l','n est la solution de P'équation (72) satisfaisant aux conditions
uy =1
Won =0 (n=p,p+1,...)
Ho p1=0 (m=1,2,...,p—1)

Nous -aurons done, en utilisant la formule (25)

byp c om—1
‘uP = —|—= bn—t—1 (ab m—1
= () [ e b + 9

a gm—1
(m—1)! obm—1

(b7 (ab+ c)"‘—‘]]

c’est-a-dire

O R LA i
™n a) (m—1)! apm—1

Dans le cas m = p, on établit comme plus haut que

by 1 bt

En résumé, la solution du probléme posé au No. 30, est donnéc par
les formules (79), (81), (82), (84) ct (85).

33. Le cas p = 1, est particuliérement intéressant.

La formule (82) donne

Ml 1= am=2(ab +c) —am™1b
c’est-a-dire

(86) /’:,,’ 1= am—2¢ (“l = 2; 3: 4) . )
De méme, la formule (85) donne
o= —ib"—2 (ab +¢) + Db
! a
c¢’est-a-dire

(87) Ma=——b (h=234..)



Pour donner I'expression de u}, | pour m>2 et 22> 2, on peut employer
la formule (79), ou bien suivre la méthode suivante.

D’aprés les formules (86) et (87) ainsi que i ; =0, il résulte que
nous pouvons écrire

1 o o
l = u —
'lm,n llm,n a'Lm,n

0l fim n ost la solution de I'équation (72) qui correspond aux données

‘lli,azi
Hm,o =0 (m=2,3, 4,...)
u,n=20 (n=1,23...)

el ol siy, » est la solution de I’équation (72) qui correspond aux données

po,1 =1
Hma1 =10 (m=1,2,3,...)
,U;’,n:O (n=1, 2, 3,)

En appliquant la formule (25) du No. 14, il résultera que

1Y
¢ o1 b ¢ o2

88 1 . m-2(ahic)n—11— —
(S5) s (n-1)! aa"’"[a (abre] a (n—2)! da"~2

[am=1(ab+c)"—2]

Nous allons transformer cette formule.
1°. Supposons m > n + 1. En développant les dérivées de la formule

{88), nous pouvons é&crire
o n=c[am=2b"1 4 Ch s Ch_y am=3b"—2 ] + C2_, C2_; am— bn—3 2
+ ...+ CRZh ChTt ammn—t g1y

b 5
% [amt b2 4 CL_ (1, am—2bn—3h 4 €%y €2 am—3bn— 2
a

+ .+ CRTICrE amntt 2]
c’est-a-dire
(89) Fin,n = ch {(Chz Choy — Ch_y CL ) am—3 pr—2
+ ((:2 ) 01_1 _ C'::l—l Czn_g) [l.m’_"‘ b"'—s /I. + PRV

O —Cn 30 =s) am—nblyn—s 4 ¢ P gm-n—1}in—2]
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Remarquons que
1 1 1
Cm-—-" Cn—i Cm—l Cn.—z =m-—n

el qu’en général, nous avons

. 3 21 {n—1 ]
CLIC:;I—:Z— n—ZCm—I (,n 2("- 2) [n L —_ m—i]

(l) 12 (m—k=—2) ! (n—k—2) !
__m—n (m—1)! (n—2)!
S m—1 (m—k—1) k! {(n—k—1)! (k—1)!

n—k—1 m—k-1

c’est-a-dire
m—n

Cn-—l Cm— C n—=2 Cm—-‘l = C:l—l Cﬁ:lz

m—1
Celte formule sera appliquée pour k=2, 3, ..., n —2,
Nous avons aussi
(m—?.)(m—?))...(m—n)=m-n(z——i) (m —n +1)
1.2... (n—1) m—1 1.2...(n—1)

n—1
Cm—z =

c’est-a-dire-

m-—n _n_1
Cm—l .

—1
Coz=

m—1
Nous pouvons donc écrire la formule (89) sous la formne

m—n ch

[C 1—1 am—2 pn—2 + C 1 Cn—2 am—=3 pn—3 J, + .

l“:n i
' m—1 a

+ C""l:';‘ C::g an—=nti phn—3 C"l:11 S am——n in—2 ]
On reconnadl [acilement que la parenthése est identique &

1 !
(n —1)! a1

[am= (ab + c)*2],

de sorte que

m—n ch 1 an— [m—l (ab + o~ ] ]
m—1 a(n—l)'{ia"—l v

(90) | Hnn=

Telle est la formule que nous avions en vue.
2°, Supposons maintenant que m < n— 1. Nous avons dans ce cas

My n=c[am—2 bn—! 4 Ch_a Chy a™ 302 k4. . +-Ca Crbr—m+1 pm—2)

——b—c— [am—1 b2 4 CL_ i CL aqm=2pn—3h + ...
a

+ CpZi ChR abn—m hm—2  CTy Chzy r it ]

n—2
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ou

1 1 - -
‘urtn, n= ch [(Cm—‘.! Cn—-l Cm—_l cn—E) a3 b2 - ( "l—"’ Cll—‘

—C L CE ) am bk ... + (CRZECRTE

n—m
_ —1 pm—1 b _
Cm___‘ cn— 2y pr—m+1 Jm—3 _ C ) C'as Jm 2:|‘

[43

En remarquant que

m—1 m—n
Chz=—

m—2
c n—2,
m—1
nous pouvons écrire

_m—n ch

. Z [Chegam—2bm2 + Co g Cra a™—3b"31 4 ..

)

m—1 a
+ Cl Cn S prm 2],

On reconnail que la parenthése représente
1 o1
(n —1)! gar—1

[am™ (ab + ¢)"2],

de sorte que la formule (90) est valable aussi pour m { n —1. Elle est

valable aussi pour m = n, car nous avons dans ce cas p! ~=0.

En résumé, dans le cas p = 1, nous avons les formules (86), (87) et

{(90) qui donne la solution du probléme posé au No. 30.

34. Le troisieme probléeme élémentajre posé au No. 21, c’est-a-dire
la détermination de la solution um, n de Péquation (72) que nous avons

désignée par »m n, et qui salisfait aux conditions

Vo0 = 1
Yan = n=1,2...)
m, o =10 (m=1,2,...)

est trés simple
Il est évident que nous avons

(91) ¥ma= 0 (m 3£ 0)

Pour avoir la valeur de v, », nous ferons dans P’équation (72) m =1,

ce qui nous donnera

Ao, n + CVo, p—1 = 0,
d’ou i1l résultera que

(91) Yo n = (—i)"

a
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35. Nous avons ainsi résolu les Lrois problémes élémentaires posés
au No. 21, et par suite la probléme général de la détermination de la
solution de I’équation

Um,n = QUpm—1,n + Dlim, n—y + ClUm—1, ny

connaissant les valeurs de up, o ¢t tn, » quelque soit les entiers m et n.
Dans le cas ot a =0, les résultats précédents n’ont pas de sens. Les
seules données un , suffisent pour déterminer uy, , lorsque m > n.
En elfet, en faisant n =1, ’équation précédente devient

Um, 1= DUm,0 + CUm—1,,
En faisant n = 2, dans la méme équation, on trouve
Um, 2 = 0% Um, o + 2bctm—t,0 +  Un—z,0
ct de proche en proche on démontre que
17, o
Umyn=0"Up, o + Crl" L tm—t, o + ... +Crt " Un—n,o.

36. Nous allons faire une application en considérant I’équation

(92) Um,n = Um—1,n + Um—1, n—1

qui relie trois nombres du triangle arithmétique de Pascal.
Nous avons dans ce eas

a=1, b=0, ¢=1, h=1
La formule (75) nous donne
m—p—L1 (m—p—2)...(m —n)
1.2... (n—p)

(93) T, =

pour n > p +1, el
(93) Bopri=m—p—1, =1

pour n=p +1, et n=p.
Nous avons enfin

(93) Tan=0,
pour n < p.
On peut remplacer les formule (93) par les suivantes
ba=10 sin<p
(93" pon=Cnh sin>petm>p+1

o= (—1PCh sin>peam<p.
Les formules (79) et (81) montrent que
(94) Moy = C:l—_——lp—l si m>p.
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Les formules (84) et (85) montrent que
(94) =0, sim<p
et la formule (80) montre que
o — 0 si n520
(%4) fon =~y sin=0
Enfin les formules (91) et (91’) montrent que
_—0 si mz=0
Tmn = T~(—1) sim=0.
11 résulte alors d’aprés les formules (93°) et (94) que la solution géné-
rale de l’equatlon (92) sera pour m >n

—1 n—=2 o
Um n =C,ﬂ_o uy, 1 + Cop—3us, s+ ... + Cn—n—ilinn

95 ’
( ) + Cm—2 Ui, o + Cl::;l] Uz, o + ...+ Cn—l Um—n, o0

el pour m <n

1\ R—i [} 1
Up,n = (‘_ 1)" m [Cn—-m Unm, m — Cn—m Un+1, m+1 + ...

+ (— 1)n—m ;::z Un, n]

(95)

La formule (95) a été donnée aussi par M. Antonio Colucci?).
On obtient le cas des nombres du triangle arithmétique de Pascal,
en prenant

Unm,o =1 m=0,1,2, ...)
Up, n=1 (n=0,1,2 ...).
Nous avons dans ce cas, pour m > n
tmn = Cnz+ Cng ... 4 Cons + CiZh+ CnTh ...+ Ch
On sait que
Cao+ Cni+ .o 4 Copy = O

.
n—1 n—1 n—1
Cm—2 + Cm—3 + Cn—l - Cm—l
de sorte que
n n—i
U, n = Cm—l + Cm—-l y
c’est-a-dire

n
Um, pn = Cn

) .
) Antonio Coluceci, Sudi un’ equa‘.zonc [unzionale e sua relazione con une

proprietd caralleristica dei coefficienti binomiali (Giornale di Matematiche di Batta-
glini, 1925, p. 132).



Lorsque m < n, la formule (95’) montre que
Um,n =0,
parceque
Com—Crm+ oo + (=== 0,

V. DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION
1

1 —az —by —czy

SUIVANT LES PUISSANCES DE z ET y

37. Si nous développons la fonction
1

1 —ax —by —cay

on oblient

1
= DUy p ™ y*
(%) . 1 —az—by —cay mn ©Y

11 s’agit de calculer up, 5.
En faisant y =0, on a
1

= Up, o+ Ut o T + Uz, 2% + ...
1 —az

d’ot il résulte que
(97) Um, o = a™ (m=0,1,2, ...)
On voit de la méme maniére que

(97 o, n = b7 (n=0,1,2 ...)

D’autre part, de l'identité
1= (1 —az — by — czy) (Ztm, n 2™ y")
il résulte que

(98) Unp,n = QUp—1,n + bum, n— + CUm—1,n—1 -

La détermination des coefficients tm,» se raméne dons a la résolution
de I’équation (98) avec les données (97), ce qui constitue notre probléme
fondamental, traité dans le premier chapitre.

Nous pouvens appliquer la formule (30), mais il est plus simple de

procéder comme il suit.
Nous voyons que nous pouvons écrire

Un,n = — Um,n
4



48

oll Up, n est la solution de I'équation (98) qui satisfait aux conditions

u—l,—1=1
u—y, n=20 (n=01,2, ...)
Um, —1 =0 (m= 0, 1, 2, ).

Il résulte d’aprés la formule (25) que

1 on a 1 ém . "
(99) Um,n=m%[a’"(ab+c)]—-m%[b (ab + ¢)™)

1l résulte d’apres les considérations du No. 16, que si m= n, nous avons
U, m = (ab)™ + (Ch)? (ab)m—t h + ... + (C)® hm
= Co (ab)™ + CL Chy lab)m—t ¢ 4 ... 4+ CCl cm,
Si m > n, nous avons
Um, n = @™ [(ab)" + Ch Ca(ab)1 1 + ... + Cr Ch b7
= @™ [Cr 4 ()" + Coy Covgnt (@)1 ¢ + ... + Ch.Crer].
Si m < n, nous avons
tim, n = b"= [(ab)™ + Ch Ch(ab)™t b + ... + C;CE ™)
=1 [Csn (@)™ + Cr Crieny (@)™t ¢ + ... + CrCThem].

ab . ,
En posant — = u, les grandes parenthises de ces formules sont des
¢

polynomes en u, ayant toules les racines réelles et comprises entre — 1 et 0.

V1. UN PROBLEME SUR LE DEVELOPPEMENT
DE LA FONCTION KE) , SUIVANT

1 —aax —by —cay

LES PUISSANCES DE 2 ET DE y

38. Nous allons faire une nouvelle application, en cherchant une fonc-
tion de y,
fy=14ny+ny+...
telle, que dans le développement de

{(y)

t —ax —by —cay’

I'(2,y) =

suivant les puissances de = et de y, les coefficients de zy, 2%y, a®y%, ...,
sotent tous nuls.
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Ce probléme nous conduira & un systéme d’équation linéaires 3 une
infinité d’inconnues, qu’il est interessant .de résoudre.

En posant o
F(zy) = Zum n 2™y,

Pidentité '

L4 oy +oyt+ ... =1 —az—by —czy) Zum 2™y,

nous donnera
(101) Um, n = QUm_1,n + Dlimp 1 + Cltmeq, n—

‘et N (m=0,1,2...)
(102} U, n=¢nt vp b+... + o014+ b (n=1, 2,...).
Nous pouvons éerire T Tk
(103) Um,n = Um,n + Um, n

ol Uy, o est la solution de .l’étjualidh (101) correspondant aux données

L (104) U o =0 (m=0,1,2,..)

U w=nt ot bb o F bl b (n=1, 2,...)

et u;, » est la solution de I’équation (101) correspondant aux données

(105) Um o = a™ (m=0, 1, 2,...)
U n=20 (n=1, 2,...).

Il est facile de voir que nous pouvons écrire
ca
ll;n:, n= V;n, nt— V;;, n
c

ou ¢, » est la solution de 1'équation (101) correspondant aux donmées

Vo,0 =1
0= 0 (m=1,2,...)
vo,n="0 (r=1,2,...).
et v, 5 est la solution de l’équation (101) correspondant aux données
Vo —g =1 .
o, —1=10 (m=4¢, 2,...)
voon =0 (n=0,1,2,...)
Nous aurons d’aprés Ja formule (25)
Ul n= o —CW 5‘9[:'—_11 [am—1 (ab4-c)"—1] + % Z_:u [a™ (ab + )]
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Mais
a o ah " —1 n—1
a4 [am—i (ab+0)"]= —_— [am (ab—+—(:) ]
n! da” n! da*
n~—1
( al)i) : aaan_1 [am—x (ab + c)n—l]
n—1)!

de sorte que

n n—1
uty = h[-a— O [am—t (ab- o] b ——— L [amt (ab+c>"—*1]

n! da® (n—1)! dan—t

c’est-a-dire

(106) Up n = L [am(ab + c)"1]

n! da?

En revenant maintenant i la formule (103) et en utilisant la formule
fondamentale (30), nous aurons

am——l

(107) U, n=Uo, n a™+ ﬁ o llabt o)

Up, n—2 om—1

(m—1) ! gbpm—1

[b (ab+ o)1

Up, 1 am—-l

(,n__]) l abm—l

. m h o~
oot rs{abetopm ]+ - = [am(ab ey

En développant les calculs, nous pouvons écrire
Um, n = Up, na™
+ o, n—t [Cra ham—1]
+ Yo, n—2 [Chy h2am—2 + C}, C} ham—1 b)

+ o1 [Co It gmentiy CRR L 2 gy L]
+  [Cnhranr g O Oy it gmenet p g,

aisant m = n et ensuite n=1, 2, ... nous aurons pour satisfaire
aux conditions

um,n=0 (n=l, 2, 3,)



le systéme d’équations
Up, n 4™
1l
+ o, n—1 a" 1Crh

+ Up, n—a "2 [C2 124 C}, C1 hab]

+ 1,1 a[CZ_’ hn—14 Cr el s im—2ab+.. . +CLC2 h(ab)2]

+ [CE k4 Cr" Chey b=t ab ... 4 C1, CrZs h(ab)—1]=0,

oun=1, 2,. .., n pour délerminer les inconnues Uo 1, Uo, 25+, Uo,n-
Posons pour abréger

(108) U paP=w, , ab=ua

-

et

(109)  PL=CLhe + CL' Ch_yhi—ta +...+ CLCI—  hat™?

ou g=1,2,..., n
Avec ces notations on peut écrire I’équation (107') sous la forme
suivante
) —1
@+ Puwn_y + Pawna+ ... + Pl w + Pr=0,
et en faisant n =1, 2, ..., n nous aurons le systéme d’équations
w + Pi =90
wp + Phovy + P3=0
(110) wy + Pyw, + Piw, + P3 =10 )

qui déterminent de proche en proche w;, w,,..., wn.
39. Tachons de résoudre les premiéres équations (110), que nous
écrivons sous la forme explicite

w, +h=20

wy + (Cahyw, + (C3h® + Chha) =0

wg + (C3 k) wy + (C3 k2 + C5 C} ha) wy + (C3 k3
+ C5 Ch h*a + C3 C3 ha?) = 0

wy + Ci k) wy + (C§ h? + C§ C) ha) wy + (C3 b2
+ Ci Cah2a + C} Ci ha®) w, + (C:: M+ CE Cl I3
+ €% C3 h2a® + C} €3 had) = 0.

A



52

La premiére équation donne
wy=—h
La scconde donne
wy = 2h2 — (B? 4 2hat)
c¢’est-a-dire

wy = h* — 2ha.

La troisiéme équation donne .
wy = — 3k (h? — 2ha) + k(342 + 3ha) — (h® +.6h% + 3ha?)
¢’est-a-dire
wy = — h% + 3h%a — 3ha’.
La quatriéme équation donne
wy = — 4h (— h® + 3h*a — 3kha?) — (6h% + 4ha) (h* — 2ha)
+ h (413 + 12h%a + 4ha?) — (b8 + 122% + 18Rh%® 4 4had)
c’est-a-dire
w, = h* — 4% + 6h*a® — 4had,

En résumé, la solution des quatre premiéres équations (110) est

la suivante

w=(a—h) —a =—c¢ —ab

wy= (a0 —h)2 —a®= ¢ —(ab)?
wy = (@ —h)®—a® = — % — (ab)?
wy=(a —h)' —al= c¢* —(ab)’

En général, nous allons démontrer que si de proche en proche, nous
avons prouvé que

(111) w; = (@ —h)t —al
pour i =1,2,..., n—1, alors w, scra donné par une formule analogue,
c’est-a-dire

(112) Wy = (@ —h)* —a”,

Pour faire cette démonstration, il est utile de faire d’abord quelques
transformations.

40. Dans la polynome P;, donné par la formule (109) faisons la
transformation

h=a +e¢
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En développant les calculs, nous aurons
Pl= ClL[c"+ Chesta +Ch 22 + ... + Clat]
+ C;_l cr [¢va + C;_1 2% 4+ ... + Cg_l a’}

+ (I3 Ch [ 012 + Ch ot + CF a1)
+ €I Ch (et 4 C o]

¢’est-a-dire

PL=Cler +(CLCY +C Cay) o + .
F(CLC_ C+CT C CETh + . + O Cha Cog) i

+(CLC 4 CI4+C T Cy T + ... +CRCIZiCY) e
Remarquons que

CLCy + 5 Chmy = CY " (Chgr + Coy) = CL' Ca.
NOUS avons au551

qux. Cz + Cq_l C;—l C q—1 + Cq—o Cr;—l = Cq—o [Cn—-q +2
FChgyaCln + €2y ] = CL2 Cypy.

En général nous avons

n (n-1)...(n-g+j+1) (g—1) (g—2)...{g—)) )

—i =i
cx Cq—lcq—l

(¢! il
{g—7) {g——1)...(g—1+1) _n (n—1)...(n—q+1+1)
(=1 (g—i)!
(n—g+1)...(n—g+j +1) (g-1)...(g-])
)1 7!

¢’est-a-dire
7—i i—f q—i ~i—f 7
. o "fl—i Ctl'—l Gy n—q+i Cq-—l
et par suite
j=i '-
—f i i—j q—i i —
5 orcp o= E it
Mais
l-i
i—j
jmo c""fl+l Co—l = Cn-l-l.—l
de sorte que
=i

2 C""—, C:I—l C:z:; =Cn L Cn+1—1

i=0

~
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Il résulte alors que

—1 A1 g—1 —2 2 g2
Pl=Clt +CE L ta+ C 2 Ch 1 TP+

(113)
+ ChChsq—mr .

Cette formule nous sera irés ulile pour achever la démonstration.

41. Calculons maintenant wn & 'aide de la derniére équation (110),
sachant qué wy, W, ..., Wa— sont données par les formules (111).
Nous aurons

wn = — Ph[(— e — an1] — PR [(— )2 —an=2] — ...

— Py (— c)‘—-.a] —pr,

c’est-a-dire
(114) wn = (—1)" Pp 4+ P;,
ou
(115) Pn= Pnet — Prc"2 4 ... +(—1)"2 Py ¢ 4-(—1)"—1P},
(116) Pi= Ppa»'+ Phan—2+ ... 4 Py a? 4+ Pp e
En utilisant les formules (113), nous aurons
Po= (Cre+ ChCra) ' — (Cic?+ CyCroa+CoChira?) 2 +...
(=2 (O T O e L+ C O e Y 6
+ (=P (Crer+Ch T Cheta + ... + CChui am),

c’est-a-dire
Pr=[Cp—Ci 4. +(—1)*1 CR) " +-C}, [1—Ch +... +(—1)" 1) n—a
—Chnt[1—Crnt ... 4 (—1p—2Cr 322 4 ..
+ (=12 Chl [ — Ch) a1 4 (— 1)t Cfy am.
En utilisant la formule

n—1

1—CatChi— ... 4 (—1)0Ch=(—1)

il résulte que
(15) Po=c® +(— 1) [CACITh ot a4 €2y OB en2 0 + ...

n—1 1
+ Cano Cry cam™—t -+ an—l a*)



Nous avons aussi
— n—1 . n—2 ~1 —
Pr=(Ch e +C7 " Cre*2a + ... +Cotyar ) a
n—2 . . n—3 ~1
H(Ch e+ O CreBa + . 4 Ch a2 a2

+ (Chc® + C},Chea + Cl 41 a?) a2
+(Ch ¢ + Cha)ar—1
¢’cst-a-dire )
Pi=Cr e lat Cr? (15C) o202 +Cn° (L+ Ch +Ciay) v+ ..
+Ca(l +Ch4Crivr + .-+ C5) cnt
HCr+ Chvr + ... +Cily) o
ou i
PL=Cr e ta +Cr 0 11 %0 . +Ch CinZ cavt 4 (—1+-Conty) o™
Nous pouvons encore écrire
(136') Pi=—ar+Chcrta + CEiiCh1cv—2a® + ...
+ e T @t + Oty am.
Avec les formules (115°) et (116’), nous pouvons écrire la formule (114)
Wy = (—c)* —a®
et par suite la formule (112) est démontrée.
42. Reprenons maintenant les formules (108), (102), (142). Nous
pouvons écrire
(v +b)a=-—c—ab
(v + boy +b%) @® = (—¢)* —(ab)?
(vg + by + b*op + b%) a® = (—c)® —(ad)®
(v; + boy + 29, + b0, + b4) at = (—c)t — (ad)*

d’oii il résulte que '
vpa® = (—e¢)® + abe

vgad = (—c)® —ab (—c)?

vpa? = (—c)* —ab (—c)»!
c’est-a-dire

h e sn—1 '
=TT (_—_J

a - a

Cette formule cst valable pour n =2, 3, ....
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Pour n =41 nous avons

La fonction cherchée f(y)
flyy=1+ny +"2!/2~+“--"

est donc ‘
fy)=1 2 _:aby+‘%cy9 [1+(—-%)yl+ (—%)2y2+ ]
c’est-a-dire
f=1—"% aby-i—Z—Z—ch—

) 1+—y.
ou bien

Fly) = a —2 aby — bey?

a+cy

Nous avons donc démontré que si I'on développe la fonction

a — 2 aby ~—bey? -
(@4 cy) (1 —az —by —cay)

117) | Fay) =

suivant les puissances de « et de.y, tous les termes.en zy, (zy)?, (zy)?, ...
ont les ceefficients nuls, et cette fonction est la seule jouissant de cette
propriété. )

43. Nous sommes aussi en mesure de donner I’expression du cceffi~
cient Um » du développement de la fonction (117) suivant les puissances
de z et de y. '

En remplagant dans la formule (107) les w,,p par

b
Uo,p = —b» +(_i) s

a

Nnous voyons que nous pouvons écrire
. . h o
(118) U, n = Up, n + Uy, p + — il [am (ab + c)»—1]
n!da®

ol up, » est la solution de ]"équatibh“(101)'-c‘<)r;1-'espondam aux données
u;"'d:O <m=‘0) 1: 2))

=t (n=1,2,...)
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et ol up, » est la solution de I'équation (101) correspondant aux données

Upm,0 =10, (m=0,1,2..))
”oo c\*
Yo,n = T (n=1,2...)
Remarquons que
F— (n=1,2,..)
de sorte que nous pouvons écrirc
u;{ﬂ,n = _'u';;:,n,
ol uy , est la solution de Péquation (101) correspondant aux données
Ugo=1
Um o= 0 (m=1,2..)
Ugn=70 (r=1;2..0)
Nous aurons donec, d’aprés la formule (25)
. ¢ am—l
Up,p = — ——— [bn—l (ab + c)m—i]_
(m —1) ! abm—1
D’autre part, nous pouvons écrire
, b
Up,n= —— urInVn
e ™

ol ulV est la solution de Iéquation (101) ¢orrespondant aux données

u’_"’ o= 1
ul¥, = (n=1,2...)
wlV -9 (m=0,1,2,...)
Nous aurons donc’ d’aprés la formule (25)
, —'. b o n—1
llm,n-—,-—'—"gb—";[b ((lb+C) ]
Il en résulle que
: . b om pr—1 —1 m—1
— = — — [b"=1 (ab )™ Y ab .
(i nit )= 2 1174 b ]+ e S prab o]
Mais ‘
b gm bk oom
— — [ ab + c)?) = — — b"“(ab—i— c)ym—1
m!ab™ [ ( ] p 1 gbm [ 3
ab 9™

.. -1 {ab m—~—1
+( 1—1)'abm—'[ (ab + )]
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de sorte que

— (i + 15, = [i, ;’b [7=1 (ab + o]

1 a pr—1 m—1
+ (m—l bm—l [ ab + (‘) ]]
h o™
= — [t (ab + c)m1].
m!ab"'[ (ab + ¢)™—1]

En revenant a la formule (118), nous aurons done

Um, n=h [—1—'5— {a™ (ab 4 c)»1] _1- (o™ (ab + c)m—l]]

n!da® m!abm
En développant les calculs, on trouve

Um, n = h[(Ch — Ch a1 b= 4 (Ch, Chey — Ci Cromy) @™ 20" 2

D (CLCE L —CICE ) a3t ke L],
Mais

) k; ) o k—1  k—1
Cm Cn—i C Cm—l - Cm—l Cn—-—‘l ’
C

et par suite

. 1 1
U, = (m— TL) h l:a'm_1 b1 4 C’____m-—lzcn—l am~2pr2 h
(119)

3
, + (\m—"ldc"‘_1 m—3 bn—3} + Cm;léc._n:l m—% bn—[kh + ]

Telle est I’expression de um, . Le développement se termine par le
terme pour lequel I’exposant de a ou de b est nul. .

VIL. EQUATION DE RECURRENCE LINEAIRE, A DEUX
INDICES ET «AVEC SECOND MEMBRE»

44. Nous allons considérer maintenant, 1'équation de récurrence a
deux indices et ¢avec second membre »

(120)

Um,n = QUm—1, n + Dl n—1 + CUp—q, n—1 + f(m,n)

ou f (m, n) est une fonction connue de m et de n.
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Nous allons chercher la solution de cett
données )

(121)

¢ équation correspondant aux

Um, o0 (m=0,1,2,...)
Ug, n (n=1,2,..)

On peut supposer que les données (121) sont nulles.

En effet, considérons 1’équation homogene (120) et désignons par
Vm,nla solution qui correspond aux données (121). En posant

Pm,n == Un, 0~ Om,n
Tous Voyons que wm, , satisfait & I'équation (120) et que nous avons
Wm,o =0 (m=0,1,2, ..
o, n = (n=1,2...).

11 résulte qu'il suffit de s’occuper de I'équation (120), en supposant
nulles les données {120).

Nous allons donner une formule intéressante pour cette solution,
dans le cas ou f(m, n) ne dépend pas de b.

Introduisons les polynomes en b

(122) | Fp, n={ (m, n)+Db f(m, n—1)+ b} (m, n—2) 4. .. + "1 f (m, 1)

Démontrons la relation suivante

n—2 7 __6Fm,n
(123) Fm,n—1+me,,,_2+...+b < m'l_T

En effet, nous avons
Fona=f(mn—1)+bf(mn—2)+... + 2f(m, 1)
Fona=fmn—2)+bf(mn—3 +...+5=3f(m1)
Pa=f(m, 2) 4+ f(m, 1)
Fp,1=f(m, 1).

En multipliant ces relations par 1, b, ..

nous obtenons
j — + bFp n—2 + ...+ b2 Fp,1 =f(m:n_1)
+2bf(mn—2)+ ... + (n—1) b2 f(m, 1)

nd pas de b, il résulte la formule (123)

o I 2eten les ajoutant,

et puisque f ;m, n) ne dépe
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On démontre de la méme maniére, que

aFm n—1 aFm n—=2 . 6Fm 2 1 szm,n
2 b 2 vee F 73 22 = —
a2) | ==t te b 21 ok
et en général
4 [ Fn, nt + bapF,,,, n? g e 0P Fry pa1
p! abp abp abe
(125)
1 ap +1 FI"., n
T (p+ 1) abe

46. Introduisons maintenant les polynomes

1

(126) G, .=

aP

22 (@ 4oy B, ,}]-

et démontrons. la formule

F . b »F b ar . : pF-
'[a—bp [(a + C) m,n—l] + 'ab—p [(a +c) m, n—2]+...

an,n = (ab +l C)T ap+‘F:‘l) n + C; a ((lb + C)p—‘ ame, n
(127) (p+1)! ebp+t ! abp
+Ca (ab+ c)p—28P—1F,, , . +Cz@paF,,,,,,
) {(p—1)! a1 o ab
En effet, développons
1 g°
P_! a_b’; [(ab + c)p Fm, n—l]
suivant la formule de Leibnit z; nous auron-s
1 67 1 P Fpy or—1F
—— b PE ] = m, n—1 1 - m, n—1
1o [(a +€)PF i n1] p![(ab+c)l’ ——6 . + Cppa(ab+c)P lw
2 _,OP 2,
+C2p (p—1)a? (abc)p—2 _a_prl +eot Cop(p—L)..d ap F, n_ll
c’est-a-dire
1 9 i 7 \p—1 gp—
~ o lab PPy, o ] AP B ont o (el 007 P
P " p! abe (p—1)!  abr—t

+ + Czappm,n—'-l-
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En écrivant les identités analogues pour F, . 5 F, . 35 00- Fpy
» g B=—=dy ¢ - - » B2
- b2 et enles ajoutant,

en multipliant ensuite ces formules par 4,5, b2, . ..
on obtient, d'aprés les formules (125),1a formule 127
47. Nous pouvons maintenant
posé & la fin du Ny, 44.
En faisant dans I'équation (120) n=1, 2,.
équations

Passer & la résolution du probléme

.+s N nous avons les

Un, = UUm—1,1 + f{m, 1)
Um, 2 = bum, 1 + QUm—1,2 + CUm—1,1 +  (m, 2)
Um, n = bum, n—t + llum-—l., n+ CUmmynes f (m, n)
d’ol résulte que
U, n = Qlp—1, n + (ab + c) [um—l, n—t + bum-—l, n—2 + ... b2 Upm—q, 1]
+f(m n) +bof(mn—1)+ ...+ b1 (m, 1)
on bien, en utilisant la notation (122),
(128)  up, n="Fm, n+attn—y, n+(ab +¢) [tm—1, nt Dttmg, n—2+. . .
F 02y 4]

In faisant m = 1, dans cette {ormule, on obtient

(129) u,n=Fi,n

Ensuite, en faisant dans la formule (128) m = 2, on obtient
s, n=Fon+a Fyn+{ab+¢) [Fy,nq +bF,n2+... + b2 Py, ]

on bien, en utilisant la formule (123), on peut écrire

us, = Fon+a Fyn+ (ab+ 0)2%)&
c’est-a-dire
(130) ’ ug,n=Ig,n + IlT—:—b [(ab + ¢)F1,a)
En général, nous allons démontrer que
tmn = T+ 2 1(ab +0) Pl + e L
(131)+ R T (",,T_l'-_[)—l %‘m_’_‘_l [(ab + 6™ Fy, n).
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Cette formule est vraie pour m = 2. Nous démontrerons que si elle
est vraie pour l'indice m, elle sera encore vraie pour l'indice m + 1.
En remplagant m par m + 1 dans la formule (128), nous aurons
Unti,n = Fm+1,n + Um, n + (ab + C) [ltm‘ n—1 + bllm‘ n—a
+ o 2 ]
En utilisant les formules (126), (127), et (131) nous aurons

Um, n—1 + bum, a—2+ ... + b2 Um, 1= ’aFﬂ
b
ab+c¢ 0°F—q,n 1 0Fm q,n
R C el L B
T T T T
233 2 o 7 :
+(ab+o) aFm—-?..n_l_C;ab+CaFm—2,n+c§azaFm~—2,n
31 abs 2! ab?
s e, e e e e e e e e e e e
m—1 Am —2 am—1 f
+(ab+c) o™ Fy o, +cl a(ab-}—c)"‘ 8 Fi o,
ml abm (m—1)! aHm—1

+ m—1 . aF#
+ ... m—i @ ab

el par suite

1
Ungt,n = 'my1,n + a[Fm,n + F’aib(ab + C) Fm—l,n]

1 am—l
oot P b m—1
et T (O 1’"]]
OF n ab+¢8Fp_q,n 0l n
b 3 » 1 ! » ...
+(a +C)[ 3 ( 7 P +Cla m )+

((ab +¢) P Fp

(p+ 1)1 abr+
e T T T
(ab + ¢yt gty , me—t _18F1,n .
+( mi gpm T Oma® ab)

Remarquons maintenant l'identité suivante
(ab+e)?p 3Py p P paF,,.-,,,n
(pri) 1 ape+t TR T gp

(133) 2 % [(@b+)P Py JH(abse) [
p:

1 orptt
(p+11) dbr+

[(ab+c)ptt Fpp n] (p=0,1,. .., m=1)
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En elfet, en appliquant la form
de cette formule peut s’écrire

orF,, . -1
m-~p,n oP Fm—p,n

afl
p_! [(ab + e)p e T C} ap(ab + -1 po +...+C,’:ar'ap3;"'"]

ulede Leibniyz le premier membre

(a'b + C)p ap-HFm—p. n
(P+1)1  obet+t

(ab + c)p~2 ap-—-lF -p, n
(P—1 " g

et celle expression peut encore s’écrire
(ab 4 c)p+1 IR, n .

FFT e +HGt1)a

. (ab + c)p-1 P _pn
(p—1)!  abrt

+ (ab + c)[ {ab + c)p—xappm_p’"

p! abp
aFm.—p. n]

P —_
+...+Cpal’ b

+C,‘,a

+C,2; a?

—_—

(ab + C)p ame-—p,n
! abe

Fm—p, H’

+(C5+ Chya
" c’est-a-dire

(ab + c)p+1 gotiF, (ab+ c)p 3F,,_, ,
(p+1)!  agwrr T ;+1“TTFP+---+CEI}fe"+‘Fw-p.n,

-}—...-i»—C,';al”fl

d’otr il résulte la formule (133).
En revenant a la formule (132), et en utilisant la formule (133), nous
aurons

1 8 1 4
U1, n=Fni1,n +1—! % [(ab + ¢) Fp, "]+2—i a—bi[(ab-!-C)sz-:,n]
1 om \m T
+ ... +;-! E,;[(ab+c’ Fial,

ce qui prouve que la formule (131) est générale.

SECONDE PARTIE
. ‘1 '

48. Dans la seconde partie de notre travail, nous considérons I'équa-

tion A trois indices
’

(1) tm,n p=CQUn_1,np+ bm, n~1,p + € Um—1,n~1,p + @'Um—1,n, p~1

+ b'ttm, n—t, p-1 + € tlmnt, n-1, p—1Fktim, n, p—1

ol a, b, ¢, a', V', ¢, k sont des constantes quelconques, etlnou; not;s po-

) Y L y

serons le méme probléme qu’au No. 1, c’est-d-dire, déterminer la 0 zlz ion

2 7

de I'équation (1), connaissant les valeurs de uq g,y pour toutes les valeurs

; N » ins est nul.
des entiers a, 8, 7 dont U'un au moin, e mtrique, en faisant cores-
Nous pouvons employer une image g ’

: i nnées (m. n
pondre aux nombres ent'ers, m, n, p le point de coordo (m. m, p)

par rapport aux axes 0z, Oy, 0z
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Notre probléme ‘peut s’énoncer ainsi: déterminer la solution de I'é-
quation (1), dans un point quelconque de Uespace de coordonnées entiéres;
m, n, p, connaissant les valeurs de u, sur les plans yoz, z0x, T0Y, pour
tous les points de coordonnées entiéres. .

Nous suivrons la méme méthode qu’au No. 1, en commencant par
résoudre d’abord troisproblémes élémentaires.

1°. Déterminer la solution de Uéquation (1), sachant qu’elle est nulls
partout sur les plans yOz, 20z, 20y, sauf aw point de coordonnées (m’, n’, 0)
ot elle est égale & 1 (on suppose (m'n’ = 0)

Cette solution sera désignée par um’ n’ 9.

. Déterminer la solution de U'équation (1), sachant qu'elle est nulle sur
les plans y0z, 20z, 20y, sauf au point de coordonees (m', 0,0) ou elle est
égale a (1) (on suppose m’ % 0).

Cette solution sera désignée par upm’ 3 5.

3°. Déterminer la solution de .l'équation (1), sachant qu’elle est nulle
sur les plans yOz, z0zx, a0y sauf & Uorigine, ou elle est égale & 1:

Cette solution sera désignée par up, 7 p- .

1l résulte du caractére linéaire de ’équation (1), que la solution qui
prend les valeurs données

.

(2) Uo, 0,0 3 Ui,0,0 5 Yo,f,0 5 Uo,0,k 5 Ui,j,0 5 Uo,jk s Ui,o k)
pour les points de coordonnées (0, 0, 0}, (i, 0, 0), (0, J, 0), (0, 0, k), (i, ], 0),
{0, ], k), (i, 0, k) olt les entiers i, j, k prennent toutes les valeurs a partir
de 1, sera donnée par la formule

0, 0 o io
(3) um,n, p=Uo,0,0 um,ri,p + _Z ui,o,o u,,’., ’n,p+ Z Uo, j, 0 um, n, p
: i=1
p m, p
9, 0, k 7 . Lo, k
+ p) U, 0,k Um, n,p+ Z Ui, f, 0 urix ;L,p+_.z Ui o,k Um, 1, p
k=l i, =1 L]
np . afik
+ X U,k Um,m,p
Iy k=i

I. LA SOLUTION u& %3

49. Déterminons la solution wup ¥ p  de I’équation (1) que nous dé-

signerons par Am,n,p -
Donnons d’abord quelques formules préliminaires.
Si dans I’équation

(4) Zmn,p = Glm—,n,p Tt b2m, n—, p + ¢m—1,n—1, p
+ alzm—l, n, p—1 +b’7~m, n—1, p—1 +cli~m—1, n-t, p-1 +k7-m, n, p—1
nous faisons m = n = 1, nous obtenons ’équation & un scul indice p

M,1,p = kly,1, p—1.
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Sachant que 4,1, ¢="1, on déduit- .

() 2,1,p=kr

Si dans I’équation (4) nous faisons m =1, nous aurons 1%
2 deux indices n et p

Y4, n p=bly, 1, p + 167-‘1, n p—1:F 0" 2 ny, gy
que nous pouvons écrire sous la forme

Vn, p= th—l, P +kVn, —1 + b Vl, n—1, p—1,

€quation

en posant ‘
R 7‘1.".P=V".P'
Nous savons que

Vio=1"
Vn,o-_—'o ("-=2, 3, )
»=0 P=12..)

Il vésulte que V, ,sera donne par notre formulc fondamentale (14)
dc la premiére partie, ¢’est-a-dire
be 4+ b grt
(n—1).! gkn—1

Vv

np=

(2 (bk + 0"

d’ou 1l résulie que

be + b ot

Tam p =t
© PP T ) 1 gkt

(ke (b4 b)"2)

- On étahlit de la méme manisre, la formule

7 P L Ly VY RS

'm, 1, p = (m—l) ' a}Lm—l

50. Faisons dans I'squation (4), p =1, et cherchons une formule

pour 2, , 4. N .
Il résulte immeédiatement de 1'équation

;"" n1 = ”'}-m——l, a1+ b/m, a1, 1 T Clm—1,n—1, 1 A
} ‘i k7 o
+ alzm.—-l n, 0 + l”/m, n—1, 0 + ¢ fm—1, n—1,0 -+ Klm, n,
! - .

que
f,1,1 = k

is 1,1 = ak + a
M2 =Dk + ¥
(8) /‘,2,._,'x=a(bk+bl)+b(ak+al)+Ck+c'

«
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" Pour d’autres valeurs de m et de n, nous aurons I’équation a deux
indices m et n
Zm, n 1= a7m—1, nt+ b;;m, n—1,1 F czm—‘l, n—1,1.

Les formules (6) et (7) ot I'on fait p = 1, donnent

bk + b ot
M op g =— k (bk + b')n—2
bont = e Ok 4 2
__ak+a ot -
Pm, 1,1 1) o [k (ak + a")*—2]
c’est-a-dire
9) 2,n,1= b2 (b + b) (n = 1)
Zm, 1,1 = am—2 (ak + a') (m # l)
En posant
(10) Zm, n,1 = %¥m—1, n—1,

on voit que wy , satisfait & ’équation & deux indices
(11) Wm,n = OWm—1,n + bwm, n—1 + C®m—1, n—1

qui a été étudiée dans la premiére partie de ce travail. Pour cette équation
nous savons que

(@) W, o = a™1 (ak 4+ o) (m £ 0)
wo,n = 01 (b + &) (n 3£ 0}

Nous n’avons pas la valeur de w,,, qui ne peut pas &tre donnée par
la formule (10); nous la déduirons de la valeur de 7321 en écrivant
que wy, satisfait & I’équation (11). Nous aurons

w1,1 = aW,, 1 + bwl,a + CW¥o, 0,

d’ou
W, 0 = J2,2,1 —aly, 21 —blg 1,1
¢’est-a-dire
ck + ¢’
(12) Wo, 0 = ———
¢
Nous pouvens écrire
ak + a' bk ck + ¢

— ar
¥m, n = 7m,n

bl
Om,n + + ﬂm,n + ——c—

c 4
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OU @m,n; Bmns ¥mn sont des solutions de I'équation (11) satisfaisant
aux conditions suivantes

a_y,,=1

a—1,n=0 (n=1,2 3,...)
Um0 =0 (m » 4, 2,.00)
ﬂo,—l =

Bon =0 (n=0,1,2,...
Bm,—1 =0 m=1,2,3,...)
Yo,0 =1

Ym,oe = (m=‘l, 2, 3,)
Yon =10 (n=1,2,3,..)

La détermination de la solution de I'équation (11) satisfaisant 2

ces conditions a été faite au No. 14. La formule (25) de la premiére
partie nous donne

C n
Om,n = ;_' aaan ]am-l(ab + L‘)"]
an—l
Bo,n = (_n——cl—)l Py [e™(ab + c)*1]
o1 .
VYmyn = _(_cl)_' pyea [am—1(abF c)n1).
n—1)1!
Nous avons donc
9, = ak + ll' an ~—1 b n bk + b’ a"—l am™ (lb + [ n—1
Wm,n = ol '5: [am (a + c) ] + (I'L——'l) 1 gan—t [ ( ) ]
«(:k -{—1)0; 68“_11 [am—1 (ab + )]
n—1) ! da™*—
_ L 9 amoriabpep (ahta))——— E (ant (ab + o]
" nt e ! (n—1) ! dan—t
4} gn—2
a(bk+1') 3"—'11 am—1(ab+c)"]+ é)l\ -i;)b' 0(9(:!'—2 [am—(ab+c)"1]
(n— 1) ! 8a™— n=ap:
n—1) | dar—
ab’ ¢! o1 _ .
— 1_ jn_. [am—1{ab+ c)* {ak + a)]+ (ITT)—' —éaT_l [am—1(ab+c)~1]
n! da* —4
bl an—z

[am— (ab + ¢)"!]

(n —2)! da2
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c’est-a-dire

wmm =~ 2 [am—t (ab + o) (ak + a')]
n! da™
L Ot (ab + e (ab A ¢)]
m—l (q )t (ab" + ¢
(n—1) ! gan—1 e
el par suite '
1 et o, ,
Imng = [a™=2 (ab + c)"~1 (ak + a")]

13) (n —1)18an—1
( 1 on—2

[am=2 (ab + cn=2 (ab’ + ¢*)]

(n—2) ! gu™-2

C’est la formule finale que nous avions en vue. Elle est valable pour

m > 2 eten > 2. )
Pour m=1 el n > 2 ¢l pour n=1 et _m > 2 nous avons d’aprés
la formule (9)
’m = a™=2? (ak 4+ o’
(139 .1 ( )
71’ n1 = n—2 (bk + b’)
et pour m =1, n =1, nous avons d’aprés la formule (5)

(13') 21’1,1 = IL'

Remarquons que nous pouvons encore écrire la seconde formule
(13’) sous la forme

1 o .
Zl,n,l = I—l_'a_at—; [(al) + c}"—i ((lk + a,)]
(13//)
'J. an_.j e , ’
=t A G

En uulisant la notation (10) de la premiéret:partie
D, [F(a,b,e, ...)]= N (Fa, b, ¢, ...)]

n!aan

nous pouvons écrire les formules (13) et (13”) sous la forme

Imyny1 = Dn_q [0™=2 (ab + )~ (ak + ']

(13,) + Dp_z [am=2(ab + )2 (al’ + ¢')]

(m>2,n>2)
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et

2,1 = Dy, [(ab + ¢}~ (ak + a')]

(13) + Doy [(ab + "2 (ab’ + ¢')]

(n>2)

Nous pouvons aussi écrire la premiére et la troisieme formule (13"
sous la forme

Im,1,1= Dy [@n2 (ak + a)]

(13,) 21,1,1 = D, [ak + ']

(m>2)

Faisons une remarque qui sera constammenl observée dans la suite.
L’expression de A, ,1 donnée par la formule (13,) lorsque n > 2 et par
la seconde formule (13,) lorsque n =1, se-déduit de I’expression de
’m,n,1 [formule (13,) ou (13;)], en supprimant dans ces formules a™~2 et
en augmentant I'indice de ’opération D, d’une unité.

51.. Nous avons donné l'expression de 2y, p, par la formule (6).
Donnons le développement de 23, suivant les puissances de k.

Nous avons.

(—n _11) ' aic" 1[Im (bk+b" )= T-—Cn+p—2 r-2fe-14C1 , Cﬁlﬁ-a pn—3 p fep—-2

+ ...+ Cn-z Chah—a br=a-2 e fp—a=1
et en multipliant les deux membres par bk + b, nous aurons
X,np= Chyp—a b kP + ( ,._ocw a4 Chaa ) b2 bke=1 4 ., °
T+ (CRoa CF8 o + CRTACRT 1) br—e- b ke 4
Mais il est facile de montrer que
C,._oC,.;Z:q_ 4 T ChE g1 = CBTp_q-2 C}
de sorte que, pour ~ > p + 1, nous avons
Do, mp== Chpheabr 1k + Clrpg Cpbm=2bke=t 4
+ OBl e CRb b ke L ChZ3 CE bn—p=1}'p,

Si n=n'<p+1, nous avons

_ . p—1 1 yne2 -1
By p = Clhea U1 R0 4 Chapa G =2 o=t 4

+ (I’ C"—lbn-x]p WL,
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Nous pouvons écrire ces formules sous la forme

M,n, p= CPin—2 Dnyp1 [(ab + ¢t (ak -+ a')P)
+ CI7hs €L Dy pos Hab 62 (ak+ @)= (b’ + )]

4+ CBTL €0 Dy [(ab + c)r=r=1 (ab’ + ¢)P]

lorsque n > p + 1 et

Mo, p= Chip_2 Do ypt [(ab + )= (ak + a')P ]
(14) + Clho5 Ch Duryps Lab 6%=2 (ak+ a')p=1 (ab'+¢")]

+ CPZY CY 7 Dy [(ck + a)p=m+1 (ab’ + ¢'y¥=1])

lorsque n’ < p + 1.
52. Nous sommes mainienant en mesure de donner le‘cpressmn
générale de Ay, n,p. Nous aurons la formule

Ay, p = Coip_2 Do ypos (62 (ab 4 ¢)~1 (ak + a’)? ]
(15) + Chap-3Cp D p-al@m=2(abre)” ~2(ak+a')p=3 (ab'+c')]

L
" ¢ e e s e 4 s e e e 4 e e e 4 e 4 e a4 ae

+ €873 Cp ™ Dy [ (ak 4 @)=+ (b’ 4 o'y =]

lorsque " < p+1, et

Amyn, p = Cn+,,_o Dpyps [@m=2(ab + ¢~ (ak + a’}P ]

+ Chr 3 Ch Dagps lam=2 (ab+c)"=2% (ak+a’)P~1 (ab'+¢'))

(15"}

+ CEZ3 Ch Dz [a=2 (ab + c)*=P~1 (ab’ + ¢')P ]

lTorsque n 2> p 4 1. Ces formules sont valables pour m > 2. Lorsque
m =1, nous avons les formules (14) et (14’) démonlrées pour toutes
les valeurs de n et de p.

Les formules (15) et (15°) sont vraies pour p = 1; clles ccincident avee
Ies formules (13,) et (13,).

Nous allons supposer que les formules (15) et (15°) sont vraies pour

Vindice p ct nous démontrerons qu c”es sont également vraies pour
Pindice p 4 1.
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"53. Dans Véquation
Moy, pat = 00—, 0, piy + D, n—1,p+1 T An_t, net, p41
I ! ’
+a)""-’:";[’ +I))\m,n—l,p +C)\m—l,n—1,p +k7\m,n,py
faisons successivement m =1, 2, ., ., m. Nous aurons les équations

Myonpat = ey, s+ VA e, p + oAy, np
A2,n, pa1 == 0N, n, py1 + bho net, pr1 + M, nt, pa1
+ @ N p Do ney,p + M,n-1,p + Ko n,
A, n, 1= @, n, paet + Dy ey, p g + Clm_x,;;_x,p+1
+ @M1, n, 5+ U0y nct, pF €Anet, net, pt KA, n,
d’oly, en eliminant M pi1; Fo,n pet1ser- s ?m—1,n,p+1 0N obtient
(16) ;'m,n,p+l=b]-m,n—l,p+l+(ab+c)[;~nx—l,n—l,pfl+azm—2,n—l,p+l+"-
F6™=3 o net, prat ™2 Ay ny, gt ] b A, n-1,p
+ (@b’ +¢')[Im-1, n—1, pF @hm—2, ne1, p+ ...+ a3 l2,n-1,p
+ a2, noy, p] F ld n, p + (ah 4 @) [Amei, n, p
+ @lm_gnpt o+ 63 Iy a2y ]
A l’aide de celte équation, de la formule fondamentale (11) de la
premiére partie, ainsi que des formules (14), (14’), (15) et (15°) nous dé-

montrerons les formules (15) et (15') pour I'indice p + 1.
19, Dans P’équation (16) faisons n = 1; nous aurons
Pmo1, prr = k2w 1, p + (ak + a') [Pt t,pF+ Qs 1,p+. ..
+ am—3 ;'2, 1, p + am-2 7-1, 1, p]-
Mais d’aprés les formules (15) et (15’), nous avons
dm1,p = Dp—1 [am—2 (ak + a')P]
B, 1, p=Dp [(ak + a’)r].
11 résultera d'aprés la formule (il) de la premiére partie que
(17) Im, 1, pat = Dp [a™2 (ak + a')P+1].
Nous avons ainsi démontré la formule (15) pour Iindice p -+ 1 et
» ?ol'su])posons que de proche en proche nous avons démontré la

formule

1 Duapr [0772 (ab + 6= (ak + a)e+t]

p
Ty v, pr1 = Cowtp= )
Chys D pp-2lam=3(ab+c)¥=2(ak+a’ P (ab'+c")]

'y
+ CI)'+P-2

(18)

4 CDCUTA Dy [am=2 (ak + @)=+ 2 (b + o' pé=1]
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pour »’ =1, 2, ..., n' et démontrons que la méme formule est valable

aussi lorqu’on remplace n’ par n' + 1.
Dans la formule (16) faisons n = n’ 4- 1; nous aurons

o, w1, p41 == Oy, pat =+ (@ + ) [Zmt, m, pp1 + @omes, e, pat + - -
o+ a3 o, pit + @2 M pit] F Dy w,
+ (@b’ + ¢ [}m_i, wpt@lm g ot F a3,
" 4 ame2 My, p) + khm, war,p + (ak 4+ @) (M, wet, p
+talmozwit,p o+ a3 gy, o+ @2 0y i, 5]

En tenant compte des formules (18), (15) et (14’) nous aurons en
appliquant d’une fagon systématique la formule (11) de la premiére

partie
w41, p+1 = Cloppat Dy p [a=2 (ab + o)™ (ak + a')PH1]
+ Chipz Cpys Duyp [am=2 (ab + ¥~ (ak + &')P (ab’ + ¢')]

+ CBCy 71 Dy [am—2 (ab 4 ¢) (ak + a')p~7+2 (ab’ + ¢')¥~1]
+ Chpo2 Dypos [am=2 (ab + c)¥'~1 (ak + )P (ab + )]
+ CE3h_3Ch Dy p_z [a7=2 (ab+c)v'=2 (ak+a'yP—1 (ab' +¢')?]

+ CBZ1CF ' Dp [am=2 (ak + a')P=m'+1 (ab’ + ¢')*']
+ Cﬁ’_-i-lp—i Dyoyp [am_2 (ab + e)% (ak + a')p+1]

4 Chp—1Cp Duypon [am2 (ab + ¢)"=1 (ak + ') (ab’ + ¢)]

+ CEZICF Dy [am=2 (ak + a/yP=m+1 (ab’ + c')¥].
En remarquant que
Chip-1 + CZ':-ip—l = Chisp
Crp;’+p—2 C})+l + Cz'—-_f-ip—z + C;’;’:Ip—2 C; = Cﬁ'.;.,,_l Cll)+1
Chyp3Chis + o s Ch + €L s Cr=Clhips Chis

- —1 -1 ~n’ p 1
ChoiCy ™ 4+ ChZ1Cp = Ch Chha,s

nous pouvons écrire

Im, w41, p41 = Choap D p (™2 (ab + €)™ (ak + a’)P+l]
A C8yp—t Chat Durgpeat [0 2 (ab+ )" =Y ak + &')P (
i P ..
+ CP €Y Dy [am=2 (ake + o' jp="+1 (ab’ + ¢')7],

ab’ +¢')]
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el cette formule ayant la méme forme que la formule (18), il résulte que
la formule (28) est donc vraie pour np+ L
3% Lorsque n=p + 2, la formule (16) nous donne _

T, 042, 041 = Ul 1, p41 + (@b + €) [hmct, pit, pat + O, py, pis - -
+ am=2 21,p+1,p+1] + bllm,p+l,p + ('ab, + C’) [Zm—l,p+l,p
+.aknos prt,p + ... + @m2 M,py1,p) + klm, py2,p
+ (ak+ a) [Zniey, py2,p + @hm—2,542p + b a2l g, p)

et les formules {.8), (15"), (14), (14’) ainsi que la formule fondamentale
(11) de la premiére partie montreront que

19) I, pr2, pi1 = Chpy1 Dapyy [a™=2 (ab + c)P+1 (ak + a')pH+1]
' + €8, €y Dy [@™2 (ab + )P (ak + a')? (ab + ¢')]

+ G CRE1 Dy [@m=2 (ad” + ¢')r+1],
ce qui prouve que la formule (18) est vraie aussi lorsque n’ = p + 2.
4° Lorsque n > p 4+ 2, nous voulons démontrer la formule

(20) Zm, n, p+1 = Chyp—1 Dnyps [a™=2 (ab + c)*—1 (ak + a')p+1]

+ Chip—aChis Dupoalam=2(ab-+eJ~2(ak +a')?(ab' +¢)]

+ CB_y CBtl Dy [am=2 (ab + c;"=2=2 (ab’ + ¢')p+1].

Cette formule est vraie pour n = p + 2, puisqu’elle coincide avec
la formule (19). Pour la démontrer en général, nous la supposerons vraie
pour 'indice n et nous démontrcrons qu’clle est encore vraic pour I'in-

dice n + 1.

Cela résultera de la formule.(16) dans laquelle on remplacera n par
n 4+ 1 et de application des formules (20), (15), (14) et (11) de la pre-

miére parlie. ) '
5° Ainsi les formules (15) et (15°) sont démontrées dans toute leurs

généralité. ' o ’
Nous avons done démontré que la solution de U'équation de récurrence
& trois indices

¢lm=1, n~1,
Yoynp = alm—t,n,p + 02m, n-1,p + elm-t,n-t.p

, )
+ &' 2m-1,n, p-1 + I!'Zm, n-1, p—1 +e 2'"—1»"—4,['—1 + I“‘m,n,p_l
,
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nulle sur les plans yoz, zox, 20y sauf au point de coordonnées (1, 1, 0) on
elle doit étre égale a 1, est donnée par la formule

Fmin o = Chia-2 Duypoa [an=2 (ab + ¢)"=1 (ak + a'}?]

1) + CBT =3 Ch Duypos [~ (ab-c)"=2 (ak+a')p=1 (ab'+¢')]

4+ CRZ3CP Dy_g [a™=2 (ab + c)=P=1 (ab’ + ¢')P]

lorsque m > 2 et par

M p = Chip—2 Dnyp-1 [(ab + =1 {ak + a')?]
(22) + Chip—3Cp Dntp—z [(ab + )2 (ak + '}~ (ab’ + ¢'))]

+ ChTECE D,y [(ab + )*=P=1 (ab’ + ¢'}P]

lorsque m = 1.

On peut appliquer ces formules pour toute valcur de n, & condition
de supposer C; =0, lorsque r < s.

On peut faire la remarque, que ’expression de 21, p, se déduit le
Pexpression de 2y, n p en supprimant le facteur a™=2 dans la formule
(21) et en augmentant d’une unité les indices des opérations D.

54. Dans les calculs précédents, le paramétire a nous a servi comine
guide dans la recherche de la solution

1,1,0
U nyp = 7, n,p s

de I’équation (1) et nous a conduit aux formules (21) et (22). Nous aurions
pu prendre aussi comme guide le paramétre b. Dans ce cas en écrivant
Iéquation (4) sous la forme
Zm, n,p = bzm, n-1,p + a}-m—l, np + sz—i, n-1,p + bl}m, n—-1,p—1
+ a’]m—l, np—1 + c']m—l, n-1, p—1+ k}m, n, p—1
nous aurions eu les formules suivantes

1 am+p—2 9 N 1 I
R o A p 3 B [Lr=2(ab-+cm=1(bk+b'}P)
1 am4-p-3
) o ;;,_sm%i_w ;bm_;:'[b',"2(ab+c)m—'~’(bk+b’)1’-1(ba’+c’)]
0 m—2
-i—Ci’,.:;_____( 652) '—:b - [L=2ab + e)m=r=iba’ 4¢P ).
m—2):dm-




pour n > 2 et

. o1 | om+p—-1 —t 1
fmt.p=Cmp2 (m+p=1) ! gim+p-1 ((ab+eym= \bk"',b ”]

cr=t C:, om+p-2 bt =2 (Lles b 1P =1 By’ ot
(24) Honen-a o T e LDl kbt ba' )]

C; om—1

(,T_T)! FTEst [(ab + cym-p=1 (ba’" + ¢y ]

+Cooh

pour n = 1.
55. Nous avons donné & la fin du No. 53 et dans le No. 54, des
1,1, . .
 formules pour uy, % . A Paide de ces formules nous pouvons aussi donner

les expressions de um’'pet de ui'ly.
En cffet, écrivons I'équation (1) sous la forme
Um,n,p = Qliy—1t, 0, p + k“m, n, p—1 + a’“m—l, np=1 1T Clim—t,n-1,p
+ bl“m, n-1,p-1 + Cll’m—l, n-1,p—-1 1 bll-m, n—1,p
et posons

Up,n,p = Ym, p, n+

Nous voyons que

1,0, 1 Lle
Unm,n,p = ¥m, p,n

i

et comme ¢n 55 est donné par une des formules (21), (22), (23) on (24),

nous aurons

4 p+n—2 .
1,0,1 n—1 _l—_i.__. [(4"3—2 ((1]\'+ﬂ-',p—l (ab+c)"]
W,n,p=L pin-2 p+n—‘l)! uptn-2

n—t Cril gein=2 [(,m—-2((1k"r(t')p'2((lb+c)n_l(al)l+CI)]

Crina (o gy g s

+ ol _(1:__.?: [am=2 (ak + a’pp="~1 (e’ + )" ]
Pt (p—2)!8ur—2
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pour m > 2 et
y 1 én+n—1
1,01 n—1 . ‘
Up, :,p Cp+n—2 (‘p+n—.’l) 1 pgpint [(ak +a )P 1 (ab +o)m ]
C"—i C:l grin [((lk+(L')P—2 ( b n~1 (ab'+¢'
(26) Hopen=2 0 oV paptn2 abre)=1 (ab'+c')]
Z —"—'C" ap_i ! ¢ N
L -n-1 1
+ CpZ2 o _"1) e [(ak + a'yp—n (@b’ + ¢ ]
pour m = '], ou bien
1,0,1 1 1 omin—2 , ,
Um,np=Cmy [kP=2 (ka+a’}m=1 (kb+b')" ]

(27)

=2 (mtn-2)! gkmtn-2

n—1 C}' gmntn-3 Yy Nme M B
o (m+n-3)! lmtn=3 Ve =2 (ea+a”)m=5(kb+b") = (ke+c)

2 (m—2)! 8km-2
pour p>2 et
‘o . 1 gm+n—1 p Nm—1 (Jeh+l)m
tmn,p=Cmn—2 (m+n-1)! gkm+n-t [(Rasa’yn = (kb+1)" ]
n—1 C"‘ gnin-2 ka+a’'y*=2 (kb+b"j*=1 (kexc’
(28) +omin=s [yt ggwen=s L r @ (RO (fere)]
C F:] 1 P ’
p—1 n ka + o' =1 (ke + ¢')»
+ Cm—-2 (m_l)!kam—l ( ! (t ) ]
pour p=1.

De méme, en écrivant 1’équation (1) sous la forme

’
Um,n,p = bum, n—1,p T kum, np—1 + b'upm, n-1,p—1 + CUm_1,n-1,p

r ’
4+ a'um-1,n,p-1 F CUn—1,n-1, p—1 + attm—1,n,p

¢t en posani

Um,n,p = Wn,p,m)

on voirl que

o, 1,1 1,1,0
U nin = Y. pim



0,1, 1
de sorte que Um, n,p sera donrié par une des formules suivantes

u® }I 1_cm- *1_ gp+m—2 - .
mi.mp=Chi—z (pem—2)1 3br e o (0P (b b )P (bt c)m)
m—1 C:n grtm—2 o
(29) P o s D kb =2 base)m (b +o')
m—1 C:'; ar—2 o
oz —gyT gueme (0 (Bhebp=2 (b’ o'
pour n > 2, et
01,1 et 1 gr+m-~1 ,
Uni,¥,p=Cprm—2 mm [(kb+b")P—1{ba+c)™)
m—1 C:n gptm-2 ; 'y o .
(30) +Cpim—3 (pT)-’WE [(AD+D")P=2 (ba + ¢! (ba'+¢')]
m— (:: 3" 1
e e e (D T o
pour n =1, ou bien par
m-- 1 au+m—2 o " ’
u;",},,‘, C,l+,,l,_g mal-"”‘“z [kr=2 (kb+b')n=1 (ka+a')™]
(‘1 Tognim—3 .
31) + Climes [y s 2k =2k v jm3 (ke')
+ Coo (TC;%%—Z—[IJ"* (kb+d' )" m— ‘(kc+c""‘]
. pour p > 2, el
0,1,1_ ~m=1 1 ﬂ[(l-b+b')"‘1(kd+a’)"']
Um,p1= n+"l—2ma]\-n+m—l N
C,’,. gn+m—2 .o , ,
(32) + Clen- ~3 (n+m-2)! ohntm=2 3 (b4l (Rava )m_l.(kﬂc 1
(m -1 ,
m—} m kb+b"n=m=1 (e,
7 Cn- (n—1)1 okt [+t (ke




II. LES SOLUTIONS u:,':’,'::’:, u:,':, ,‘:';,’, u‘,’,,’,',ﬁ"z
56. Nous pouvons donner maintenant des formules pour

’

m,n', o0 m’, 0, p’ o, n’, p’
Up, n po tm, n, ps Lmyn, p-

En faisant la transformation
m=m—14+m , n=n"—14n , p=p
et en posant
WUn,n, p = U 14m, , w—14n,, p, = Um.,' ny, Py

nous voyons que Uy ., p, satisfait a ’équation (1) et que

m

1, — ™
U"’x: n, Py = “m " p-

Comme U,f,’,’,’,?“ p, est donné par une des formules (21), (22), (23) et

(24), il résulte que

m n',0 p 1 gn—n'+pl-1 . R , ,
Unm'p=Ch e 4 pt [am=m =Y ab+c," " (ak+a’)]P
' (n—n'+p-1) ! gan-w+p-1
01 gn—n’ +p~-2

+Cac '"“’"2('1 n’'+p-2)! gan-v+p- =10

Cz gn—-n'—1
(n—w 1)1 a1

(33)

[am=m=1(ab+c} =" ~P(ab’ +¢’)]

+ Cn—n —1

mow' = ab+e, % Yak+a')P-1(ab’+c')]

lorsque m > m' + 1, et

”::,’?”; C _n’ p-t '_l_ a';-n’-f—p [(ab—f-c)n_"’ (ﬂk+a’)p]
o (n—n'+p) ! @an—w+r
Cl an—n'_}.p—i N ) i .,
(34) G +"’_2(rz—rz’+;;—l.) i s pmilab eyt " Hakrajp=l (a4 ')
cP gn—n B s s
L P r n—n'~p (gl 4 ¢')P
+Chohes T gL (a o (@ ]

lorsque m = m'.




Nous pouvons écrire aussi

m'ynho_ ~p-1 1 gm-m'ip—1 '. , N
R ey G G e LR
CII, ém—m'+p—2 . : :

@) | s S gLt abre) o (b b)p3 ba'ec'))

(m-m'+p-2

C'; Jm—m'—1
(m—m'—1) | glm—m—1

+CPL [br—m=1 (ab+c,m=m~P (ba'+c')P)

lorsque n > n’ 4+ 1, et

mon _ 1 gm-m'+p

Un'ny > =Con - b+eymn' (kb+b')p

e P l(m—m’—l—p)! Qhm—m'+p labte) (kb))
! C}, gm—m'+p~1

+CP Y e [(ab+c)m-m=1 (kb+b'}P-1 (ba'+c")]

(36)

(m-m'+“p_1)] Qym-m'+p=1

e gm-m

(m—m’! glm—m

+Ch ((ab+cym=m=P (ba’+c')P].

lorsque n=n'.
m', o0, p o, n',p’
On trouve des formuler analogues pour tm a b et um n’5.

III. LA SOLUTION u 2 ¢

57. Déterminons maintenant la solution uy w5 de 'équation (1)
¢’est-a-dire Ja solution qui est nulle partout sur les plans y0Oz, z0z, 20y
sauf au point de coordonnées (1, 0, 0) ou clle est égale & 1. Pour abréger
Pécriture, cette solulion sera désignée par fim, n, p-

Dans ’équation

(37) ' Mm,n, p = Ofm=1,n, p + bm, n1,p + Cfm-t,n-1,p +
+ @’ tm-1,n,p—1 ¥ tm,n-1,p—1 +¢'tm—1,n-1, p-1+ktim,n,p-
faisons m = 1. Nous aurons une équation a deux indices n et p
i n p = b1, no1p + kuy,n, p—1 + ', nm1, p—1

¢t nous savons (uc

ja, o,o=1
1, mo="0 (n=1,2,...)
/'1,o,p=0 (P=1r2-"')
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Nous avons traité ce probléme au No. 14 et la formule (25) de. l'\
premlerc partie nous donne.

b’ or-1
38 1, N. —_—
N e P T

wniwb+bw41

Dévcloppons le second membre suivant les puissances de . Nous
aurons

b - . '
L3, ms kp=1pn+p=24 C, _y kP-2bn+p-3p!. chy b"-lb'p 1
e (p—i)'abn~[ +Crs Tt Cps ]
ic’est-a-dire
—N1 o —n
M1, n, p =—(uk""b"—f’b'+n 1 (n+p—3)! kp-2n-2)2
(=11 (p—1)! 1 (n—1)! (p—2)!
+(n—']_) (n—2) (n+p—4! kl’—-ébn—:ib'a—f-...
1.2 (n—1) ! (p—3)!
ou bien -

0, = Clipea K110 4 Gy o k=2 202
4+ Co s Chip_s ko3 P=3bs 4 L
Pour p=p'=1, 2, .,‘ n, Nous avons
B9 ponp=Crik kPt bty 4 Crip—3Chy kP=2pn=2 2
- AN 4 By VL] CSLY NN o ot Yt 8
et pour p‘> n, Nous avens
(39)  pynp= Cord s ko=t 4n=10" 4 Ch_y CRTh_gho=24m=247 4 ...
+ CRTICRT) kP b™,

On peut remplacer les formules (39), (39°) par une seule formule

Hin,p = Cz.‘_:,_ol),,“, 1 [{ak4-a’)P=1 (ab+c)*~1 (ad’ +c')]
(40) A+ Cih_aChy Dy pa [(ak+a’'jp=2 (ab+c;""2 (ad’+c'j?]

+ CRZLCRTY D, [(ak 4 a'yp= (ab’ + ¢')]

4 condition de considérer €2 = 0 toutes les fois que r < S.



81

Dans la suite, nous démontrerons que

Fn,n,p = Crp-2 Dnipz [@n=2 (ak+a)P=! (ab+c)*1 (ab +¢")]
41) + Crvp—3 Chmt Dy poala™=2(ak+a")r~2(ab+c)n~2(ab'+c')2]

+ CpZi CaZi Dy [(@mes k4 a'pp=m (ab’ + ¢/}

lorsque m > 2.

La formule (41) se déduit de la formule (40) en introduisant dans les
opérations D le facteur a™=2 ¢t cn diminuant les indices de ces opérations
d’une unité. Nous avons vu ce fail & propos de la solution 2, p, , de I'é-
quation (1).

58. Dans Péquation (37) faisons n =1 et p =1; nous aurons

MHm, 1,1 = Qlim—1,1,1 + b'l,”'m,o, o+ cl,Um—l,a,o
el en donnant & m les valeurs 1, 2, ... , m nous aurons les équations
tp11 =
Moy 11 = G111 ¢
Hzy 101 = Gllasys1
Hm, 1,1 = Qllm_1,1,1
d’ott il résulte que

—2 ’ '
fm, 1,1 = am (ab +c )

42 ,
(l ) His 11 =b

¢’esl-a-dire

w11 = Do [am=2 (@b’ + ¢)]
11 = D, {eb’ + ¢']

Pour p=1 et n > 2, 'équation (37) devient une équation a deux
indices
My, 1 = Qlim—y, 0,1 = b, n-1,1 Clm—1,n—1,1-

LEn posant

Hm,n, 1 = Wm—1,n-1,

nous aurons a résoudre I'équation

(/13) Wm,n = AV, n + b“’m, n—t + C¥m—1, n—1
avee les données suivantes
9,0 = b’
Vo, n = b'on ('l = 1, 2, . )
Wm0 = @1 (ab’ + ') (m=1,72...).
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On peut encore écrire
’ ’
Wy, n = — Wn,nt — ®m,n,
c c

ol Wi n et Wy, , sonl des solutions de I’équation (43) avec ’es données

g1 =1

wm, —1 =10 (m=0,1,2,...)

w_q, n=20 (n=0,1,2...)
et

wo—1 =1

Wm—3 =0 (m=1,2,3,...)

woon =0 (n=0,1,2,...)

Xy

W, n et Wi o sont données par la formule (25) de la premiére partie,
c’est-a-dire

n

Wm,n—'g-a— [a’"(ab +C) ]

n!ada™
Fm, o = E‘ 'a— [am=1 (ab + c)*],
n!dan
et par suile
b o .
Wm,n = — — [a™ (ab + ¢)? + —— [a"“1 {ab + ¢)2]
n!oa®
ab’ +c o _ b @ar—t L
- [ m ab—l—c)"]-}‘- ey [am=1{ab + c)™}
L1 (a™=1{ab + ¢)*(ab’ + ¢)]
n!da®
Il en résulte donc que
Hm,n,1= _1 o fam=2(ab + c)*=1 (ab’ + ¢)]
" (n—1)!8an-t
¢’est-a-dire
(44) Hm,n,1 = Dn_q [a™=2{ab + ¢)* 1 (ab’ + ¢')]

Ainsi la formule (41) est démontrée pour p = 1.
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59. Nous pouvons maintenant faire la démonstration de la formule
(41) pour un p queleconque. Nous utiliserons pour cela la formule

Hm, n, p+1=bltm, n—1, py17F+(ab4¢) [mo1, no1, p+1 +fm—2, not, pa1 o
(45) +am=2p1, 0, prs) + Vtim n1, p + (@b’ + ¢ (#m=1,n-1,p
+apimez,nea,p + ..o+ a2y 0oy 5] + Ritm,n, p

+ (ak + @'} [tmet,n,p + Qlm_2,n,p + -+ A" 2y, n ]

analogue a la formule (16).
1°. Faisons dans cette formule n = 1, nous aurons

Hm, 1, p+1 = Kptm,1,p + (ak + @) [tm—1,1, p+pm—2,1,p + - - - + m—2411,1,5]

En tenant compte des formules (42°) et de la formule fondamentale
(11) de la premiére partie, il résultera que

(46) ttm,1,p = Dt [am=2 (ak + &/}p=1 (ab’ + )]

Ainsi la formule (41) et démontrée pour n =1.
29, Si nous faisons n = 2, dans la formule (45) et si nous utilisons
les formules

fm 1= Dy [a=2(ab + ¢) (@b’ + ¢)[, py,2,1 = Dy [(ab + o) (ab' + )]

nous démontrerons 2 l'aide de la formule {11) de la premiére partie, de
proche en proche, que

Hm,2,p = Cp Dp [a7~2 (ak '+ &'}~ (ab + ¢ (ab’ + ¢')]

(47)
+ C_y €} Dpoy [~ {ak + a'Pp=2(ab + '0)?]

39, Dans la formule (45) faisons r = 3; nous aurons
Hu,3,p41=btm, 2, p 41 +{ad+c) [ttm—1,2,p+1F @lm—2,2,p+1F .+ 21 2 p41]
+0'tim, 2, p (@b +¢") (Hm—t,2,p FaHm—2,2p +.tamuy,0,,]
+k pim,3,p +ak4a') [tm-1,5p T0m-237p +.otam=2uy, 5,5 ]

Dans cette formule faisons p = 1 et utilisons les formules (44), (47)
et la formule de sommation (11) de la premiére partie. Nous aurons

tim 3,2 = C3 Dy [a™=2 (ak + ') (ab + ¢)? (ad” + ¢')]

49
(49) + C3Ch D, [am—2(ab + ) (& + ¢')*]



Ensuite on fait dans la formule (48) p-= 2, et on ulilise les formules
(47), (49) et la formule de sommation; on obtient

Hm,3,3 = Ci Dy [0"=2 (ak + a')*(ab + c)2 (ab’ + ¢')]
+ C5 C Dy [am=2 (ak + a’) (ab + ¢) (ab’ + ¢')?]
+ C3 C3 Dy [am=2 (ab’ + ¢')? ]
Et ainsi de suite, en faisant p = 3, on trouve
fim, 3,4 = C§ Dg [a=2 (ak + a')3(ab + ¢)? (ab’ + ¢')]
+ €7 C2 Dy [am=2 (ak + a') (ab + ¢) (ab” + ¢)?]

+ C3C3 Dy [am=2 (ak + a') (ab” + ¢')? ]
el en général, pour un p quelconque

fm, 3, p = C‘Z,“ Dpi1[am=2(ak 4+ a')P~1(ab + )2 (ab” + ¢))]
+ CECY D, [wm=2 (ak + a')P=2 (ab + c) (ab’ + ¢')*]

+ Ci_y C3Dp_y [@m2 (ak + a')P=3 (ab’ + ¢')? ]

On procéde maintenant de la méme maniére en faisant n=4,5,...,n
et on arrive ainsi de proche c¢n proche & démontrer la formule (41).
o,1,0

60. Nous pouvons aussi donner des [ormnules pour up’ . p et pour
0.0 J .
oo 1. En écrivant ’équation (1) sous la forme

’
Um,n, p = b"m, n-~1,p + k“m, np-1t b U, n—1,p—1 1 CUpm—1,n-1,p

, .
+ @'tmt,n,p—1 F CUm_t,n-1,p—1 + Clpm_1,n,p

nous pouvons écrire d’aprés les formules (41) et (40)

4 pfm—2
o.1.0_rp—1 ! o _[bn=(abre)m=A (kb +b'jm= 1 (a'bte’)]

]
Wi, p=~ pim— ..(p m-2)1 gbrrm—2

(\’ 6I;+m 3 o o " ', o
+Cp+m.-.3( p= ‘?) P J[b”- (ab+eym=2kb+b")p=2(a’b+c’)?]
(30) pn— Pt =

p—1 sm—1 ,
{ CI‘—E) ! aab'u—l [bn—g((‘b + (:)nx—p(],(t’ +c)r ]
ne—=uwij.

p—1
+ Cm-—i




lorsque n > 2, et

1 iap+m—1
0,1,0
R =Cona [ Ty e
-
+Chim-a (p+m=2)! gbptm=2

Cp-l 6m
vept O 0 (b mor o 4 o)
m!  gbm

51)

[{ab+eym=1 (kb+b")p—1 (ba'+¢')]

1 p4+m—2 .
Cp-1_ 8 [(absc)m=2 (kb+b)p=2 (ba'+c’)? ]

lorsque n=1.
On a également les formules suivantes

1 gm+n— 2

ll,ﬁ';:‘n—CZ:»n— (——71L+IL— )'3—”‘+"" [kp— kb+d’ )"_ (k{l-r(t m=1 (k"+C )]
m—1 m4n—3 .
(52) +Crih g (milnT)’ai"lm {kP=2(Rb+b" 1" 2(ha+a") =2 ket c')?)
m—1 'u-— S .
m—1 m—1 a [cp— (]‘b + 'Y )n—lu (]\C _'_ ¢ m]
6o g !
0.0,1_ ~m—1 '1_—--————-am+n_l [(kb+b")7~! (lea+a’yn=1 (ke+c')
Up,n, 1=Cmtn-2 (IIL-HI—‘].)! Phmta—1 ] ¢ I (ke
Mmpn—2
(53) C;::le- (_C’“L'_.)_'gimT [(7D+D" =2 (ka+a'yn=2 (ke+c' 2]
. ”L+n—‘

m—1 n
+ C';:___: CmTl aa] [(]‘-], + b’)u—m (]i(.' + (.')m]
n! o

m’. o, p on,p o, 0, p

IV, LES SOLUTIONS ww'n, os Wugn, p: Umin,p

G . Nous pouvons donner maintenanl des formules pour

0. 0.p"

m’, 0, 0 o, n o It
mon.p-

W, myp » UWaynp s
En faisant la lransformation
m=uw'—1 4+, n=m, p=p
nous aurons
Uy, p = U —1dm,n, py = Un:,u, e
"On voit que Uy, p, satisfait & Péquation (1) et quon a

(vl,n'a w', 0, 0

wy, ny, py = Uy p
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II résulte alors d’aprés les formules (40) et (41) que

m’,0,0 ,n—1 1 an+p-2 [am—m'—l L+a’yP-1 b \n-1 b' 3
Ump, n'p‘=u"+p_2‘(n+p—_2)|W (a. +a ) (a +C) (a +C )J

+C ! _C:‘L__a’”p-a [a.""'"'"‘(aIH-‘c'L’)l"z(ab+c)"‘2((11)'4‘-43")2

(54) P+P3 e p-3) 1 gurtr-3 ]
n—1 2:: Pt Fam—m'—1 (qk \p—n 4 \n
+ e (7 (ke b )

lorsque m > m' + 1, et

, 1 n4p—1
m,0,0_~n—1 9 [(ak+a"yp=1 (ab+c)*—1 (ad'+c")]

i p=Cikp—2 oy e
Cl an+p—2 )

n—1 n—1 o \p~-2 n-2 ‘1e’ie

(55) + -0 [y s (R (abset 2 e} ]

...........

! Cnly o [(ak + a’jp=n{ab’ + ¢} ]
+ p—-1 p! W ) ’ C)

o, n o o, 0, p°
Pour uy %%, un 0 on a des formules analogues.

0,0, 0

V. LA SOLUTION uy np

62. Nous allons donner maintenant une formule pour la solution

0, 0, D ” > s v .
Um n p de I’équation (1), que nous désignerons pour abréger par vy, a,p.
Si dans I’équation :
s
(56) ¥m,n, p = @¥m-t,n,p + DVm,nt,p + Vm-1,n-1
4

? ’
+a Ym—1,n, p—~1 +b Ym,n—1, p-1 +cl7’m—l, n—=1,p—1 + ]“”m, n,p—1
nous faisons m = n = p = 1, pous obtiendrons

(57) Y= C'.

Lorsqu’on fait dans I'équation (56) p =1 en donnant aux indices
m et n des valeurs qui ne sont pas toutes les deux égales 2 1, on obtient

Ym,n, 1 = @m—t1,n,1 + 0Vm, n-1,1 + 'm_t, n—1,1-

En posant
"m,n,1 = Zm,n
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nous voyons que zpm, , satisfait & 'équation & deux indices

(58) . Tm,n = @Zm-t,n T DZm,n~t + CZm—1,n1
et que
Zm,0 = 0 (m=1,2,...)
Zo,n =0 (n=1, 2, cel)e

Pour que I'équation (58) soit en accord avec la formule (57), lorsqu’on
fait m = n =1, nous prendrons pour z,, la valeur

¢’
4

Zp,0

La détermination de zn, » satisfaisant A ces conditions a été é&tudiée
dans la premiére partic et la solution a été donnée par la formule (25).

Nous aurons.donc

Zm,n - & [am=1 (ab + ¢1]
(n —1)! gan—1
et par suite
(59) Vm,n,1 = ¢ Dp_y [a™=1 (ab + c)*~1]

Nous démontrerons qu'en général, nous aurons

¥m,n, p = ¢'Chyp—2 Dnyp-2[am=1(ab+ cJ*~1 (ak +a")p=1]

+ c’Cﬁl},_g C;,_i Dpyp-3[am 1 (ab+c)*~2 ak+a')P~2ab"+¢')]

60)
+ ¢ CpZi €521 Ducy [am—1(ab + cjnP (ab’ + ¢')P=1].

Cette formule a été démontrée pour p =1, car elle coincide avec

la formule (59). :
63. Pour démontrer cette formule nous suivens la méme méthode

que précédemment,
Nous partons de 1’équation

(61) Tm,n, p+1==b"m nt, p11+{ab+¢) [Vm_1, a1, pr1 T2, n1, pr1+. ..
+am= 2y g, pit) F O amt,p + (@D +€) Pmot, ot p
+avmz,n-1,p + .. + @™ 2 ng,p] + Kvm,n, p

+(ak +tl') [Vm-—i,n,p + @Vm—2,n, p +...+ am—zv!, n, P]

analogue a la formule (16).
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1°, Faisons p = 1 dans I’équation (61); nous aurons

(62)  vm,n2="brm n-1,2+ (ab + ¢) [Ym_1,n—1,2 + CPm_z,n—1,2 + ...
4+ a™ 2y g 2]+ Ve na,1 + (@b +¢) [rnoy,no1,1
L S AR 2T T Y B o S
+ (ak + @) [Pme1,n,1 + Omozn 1 + oo a2y o]l

Faisons dans cette formule n =1 et appliquons la formule (12) de
la premiére partie; nous obtenons & l'aide de la formule (59)

(63) Ym, 1,2 = C'D; [a™~1 (ak + a')].

Faisons ensuite dans la formule (62), n = 2 ct utilisons les formules
(59), (63) ainsi que la formule (12) de la premiére partic; nous aurons

m, 2, 2= ¢'Ca Dy [ (ab + c) (ak + @')]
+ ¢'Cy D, [am— (ab’ + ¢')],
et continuant a faire n =23, 4, ..., n on arrive & la formule
(64) Tm 2 = ¢ Cn Dy [@=1 (ab + c)n=1 (ak + )]
+ ¢ Ch_y Dn_y [wn~1 (ab + ¢)n=2 (ab’ + ¢')).

Ainsi la formule (60) est démontrée pour p = 2.
2° Faisons p = 2, dans la formule (61), nous aurons

(65) Ym,n, 3= b"m,n—-l, 3+ (ab +¢) [1'111—-1, n-1,3 + @rm—2 01,3 +-...
+ (lm—zrl,n—l. 3] + bl"m, n—1,2 + (ab, + cl) [1'"1—11"“1'2
+ AVm_2 n_1,2 4+ ...+ a2 1, n—1, 2] + k"m, n, 2
—+ (ak 4+ (LI) [1'”;_1,11,2 + V2, n, 2 + ...+ am—2 4, n, 2]'
En faisant n =1, 2, 3, on irouve
Tm, 1,3 = ¢ Dy [a™=! (ak + a')?]
m, 2,3 = ¢'C5 Dy [@=1 (ab + ¢} (ak + @')?]
+ ¢'C3Cy Dy [ (ak + a') (@b’ + ¢'))
Y 3,8 =¢'Cs Dy [@*= (ab + ¢}* (ak + a')?)

+ ¢'C3 Ch Dy [ =1 (ab + ) (ak + a') (ab’ + ¢')]
+ ¢'C3CE D, @1 (ab” + ¢'))

ct en général B
Y, n, 3 = clclgn‘»i Du+1 [“m—l (ab + c,'“—l (“k + "l)zj
+¢Ch C:i: Dy [am=1 (ab 4+ ¢=2 (ak 4 o) (@b + )]

4 CE O Dy lam=1 (ab + =8 (al’ + ¢'J*].
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3¢ En faisant ensuite, p =3, 4, ..., on arrive & démontrer de proche
en proche la formule (60).

VI. L'EQUATION Um,n, p = Upn—1,n,p+ Up—1,n-1,p T Um—1,n, p—l.-

64. Pour faire une application des formules précédentes, considérons

le développement de (1 + & + y)™ suivant les puissances de z et de
y. Nous aurons

(66) (1424 y)™ = Ztm,n,pa”yr.

Entre les coellicients um, 5, p il y a une relation simple, qu’on trouve
en multipliant Jes deux membres de 'égalité

(1 4+ 24 y)m 1= Zup_y, np ay?

par 1 + = 4 y, et en identifiant avec le développement précédent. On
irouve

(6/) Un,n,p = Um—-1,n, p + Um—1,n-1,p + Wn—1, n, p—1

Cette relalion est unc extension de Péquation a deux indices
Un,n = Um—-1,n + Un-1, n-1

qui relie les coelficients de la formule du binéme de Newton.

Nous allons résoudre ’équation (67), dans le cas général, les données
Um,n,0 5 Umyo,p » Uoynmm,p; Um,0,0 » UYoma ; Uoop s Uo o0
élant quelconques.

Mais lorque les ., n, p sont les coclficients du développement (66),
nous avons

Uo, b, 0 = 1
pour loutes les valeurs de
(68) Hormp = n ct p non nulles & la fols.

— Cf'
Um,0,p = “m

n
Um,n,0 = Cm .

Nous allons d’abord donner les solutions élémentaires

4 m',0,0 o, n'.0 0, 0.p 0, 0, 0

E— " ’ .
m,n', o n’, o, p 0, W', p U,y p oy Wym,p 9 Um,n,p

U'n,"p s Um/n,p s Umyn,p » MUmnp >
pour Péquation (G7).
65. Caleulons w272, D’aprés ka formule (33) nous avons

m,n, p-
» cr
w0 Sy op=) 2
N = —ntr—1 7 . 1
n, n, p o n=n'+r (IL n +, l) !

8”'"'*'“1 [nm—m'—-l (ab + c)m-—u‘+r—l' (ﬂl)‘ -+ ('l)"—r ((lk + (ll)r].
a‘ln—n‘-}-r—l
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Dans le cas de I'équation (B7), les coefficients sont
a=1 b =0 ¢=1 ,
a'=1, b=0, ¢=0, k=0.
Comme (ab’ + ¢’)P=7 = 0 pour toutes les valeurs de r sauf pour r = p,

Tious avons

p-—-1 —n4p—1
m',n’, o Cn—n’+p—1 o" +r

tm, n, (n—n'+p—1) 1 gn—n +r-1 [

am=m'=1 (ab4c)*— (ck+a')P).

Les dérivées successives de (ab + ¢)*~' étant aussi nulles & cause
du facteur & =0, nous avons

p-1 —n* -
m,n,0 __ Cn—n'+p—1 On—"" +p—1

Um,n, P = (n—n'4+p—1) 1 gar—+r-1

[am—m'—l]

c’est-a-dire

m,n'.o —1 n—n’+p—1
(69) Um, n, p= CZ—-n’-}-p—-i Cm—m'—l

On trouve de la méme maniére

’ m’, 0, p’ n~—1 p—p'+n—1
(69 ) um,',,j p— Cp-—p'+n—1 Cm—m’—i
et
' o, n', p’ p—p’ ~n—n’
(69 ) Un, m.p = Cm m—p-+p’

Les formules (69) et (69’) sont valables pour m > m’ + 1. Pour

m = m', nous avons
! 5 =ty = 0.

La formule (69"') convient aussi pour n’ = n.

Les formules (54) et (55) donnent

(70) ui.'i:',‘l; : =0 m>m
et nous avons aussi

~ o, n’, 6 -1 -n’ , 0, p° -1 —-p’

(/0') Um, n, p = Cr’;:-l Cnm—';; » u,ou’o"’,;’ = Cl’:l—l Cre;—prﬁ
ces formules étant aussi valables pour n=n' et p = p".

Enfin, la formule (60) nous donne & cause du facteur ¢’

(71) um % p=0.

66. Il résulte que la solution générale de ’équation (67) qui correspond
aux données (2), sera donnée par la formule (3).



91

Tenant compte des formules (69), (697, (69, (70), (70%), (71) nous

aurons

n
n—j n-l -k
Um,n,p = Cm— ):' Ug, j,0obm—p + Cni Z Uo, 0, K Cp ‘
j=1
m,n
-1 ntp—j-1 n—1 k-1
(72) + Z U, j, 0 n+p —i-1 Cm—i24 2 Ui, o, ka+n—l~— e

m—i—1
yl- i, k=1

n, p

n—j p—Ik
+ Z ”o ik Cm—p+k Cm

fh=

Nous avons ainsi la solulion générale de I’équation (67).
Dans le cas ol les données Um n,0y Um,o0,p, Yo,n,p ONt les valeurs
(68), nous aurons

”a,i,o=0 , “o,o,l.-=0 ) Uu,i,k=0

et
m,n m,n 1
n+p—/—l . d n+p— I—
Viyn, p = Z Wi, j, 0 Cn+n -1 CnliTh = Z G Cn+p—l— CrmZich
i i=1 i, =1
g +p-- ™ I n+p—k
- n+p—k-1 __ 3 =1
W,,,, n,p = Z Ui, 0, Ik Cn+p—l.—-1 Cm—v.—- = 2 C; Cﬂ+ﬂ—’- 1Cmia
i,hkel el
Ma's
__ i ~ntp—j—1 crpi-t J n+p-i—1
Z clertroi-t = Clentni™ 4+ Cha G '+ o+ ChyjnpCripia
imi v

D’une facon générale on a I'identité
1 j + f+1
CiCj+ Clga Clojr + .- + Ci_,Ci=Citf
de sorte que

E C, n+P—I— C’:-FP

Cazi-1
et

—-j-1 n+p
Z Ck m+p I C’"

m—i—1
i=1

et par suite

"+P = +p
Vo,np= ,zx Chzpim1 = Cn"? Chaps

n+p ot
Wm,n,p = Cat? E Cn+p-'~—1 =Cn"" Crtp-t

k=1



92

La solution de Yéquation (67) sera donc dans ce cas
qu
Um,n,p = Via,n,p + Wa,n, p
i Cnt? (Chap—1+ Crip-1)

__ pndp on
=Lm n+p

¢’est-a-dire
m!

7 Uy, p =
(73) e nlpl{m—n—p)!

Nous retrouvons ainsi la formule habituelle pour les coefficients du

développement de
(1 +a+ g
suivant les puissances de =z el y.

VII. DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION
1
1 —az —by —kz —a'zz —b'yz —cay —c'ayz
SUIVANT LES PUISSANCES DE ¢, y ET =.
67. Si nous développons la fonction

(74) F (2 y, 2) =

1

1l—ax—by—kz —a'az —byz —cay —c'ayz

suivant les puissances de x, y ¢l z, nous irouvons
F (1." Y, z) = Zulu,n, p ™ Y" P,
Tl s’agit de donner les expressions des ceefficients um,», » en fonclion:
’ ’ ’ .
de a,b,c, a',b',¢" et k.
De la formule
1l=({1—az —by —kz —d'az —Vyz —cay —c'ayz) Zu,np ™ y* s’
il résulte par identification des ceefficients, les relations suivantes
(75) L =1u,0
0= Um,0,p — UUo, 0.0
(76) 0= o, n, 0 _Illla, n~1,0
0=1t0,0,p —kito,0,p-1.

0= Um,n, 0 — Ul n,0 — b“m, n—1,0 —Clp_1,n-1,0

!
(77 0= Um,0,p — AU—1,0, p — ]f“m, 0, p~1—— " Up—1,0, p-1

7
0 =ugmnp — I’”o, w1, p — lx‘llu, n,p—1 b Uo,n—1, p—1
- * - 7
(IS) 0= Upi,pyp — WQlye—3,n, p —b“m,n—l, p _]l'"m, u, p—1——a thy—1,n p-1

’ ’
—b Uy, n=1,p—1 — Upt, n~t,p — ClUp—1,n=1,p=~1 -
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Les équations (76) donnent

(75) Uo, 0,0 = 1
U, 0,0 = Q™
-76") Uo,n, o = D%

Uo, 0, p = kP

-

La premiére équation (77

guation & deux indices

) monlre que Um,n,osera la solution de I’4-

Um,n,0 = QlUm_1,n, o + b”m,n—l, o+ Clm—1,n=1,0

satisfaisant aux conditions (76’). La détermination de tpm, a0 8 €& Lrailé
au no. 37 de la premiére partie, et la formule (99) nous donne

- i o nt \n 1 am n
(171/ um, n,0.= n! aan [a (ab + c) ] = iy abm [I) (ab + c)m]
Nous avons aussi
b ooe m . Nl = 1 o . c i
Um, o0, p =;7—i a—ap' [ﬂv (ﬂ]\ +a )’ ] == ,,jakm [IL" (a/&+a ] ],
(77")
1 or 1 o
=2 qr k400 ] == 2 [ko(bk + b7 1.
iy = = W Wk + V)P ] = = kot + )

"Pour les valeurs de m, n, p non nulles, nous avons I'équation & trois
indices
?
Upm,n,p = OQlljm—1,n,p + b“m,n—l,p + Clim—1,n~1,p +a Ump—1,n,p-1
+ I/'“m, n—-1, p—1 + clum—-l,n—l,p—l + ]l'“m,n,p—l .
Ainsi tpm, n, pcst la solution de I'équation (1), satisfaisant aux conditions
N :
(75), (76") evL (77'). .
. . 0, 0. I . .
68. Si nous revenons a la solution 1y, 4, p = W, n, » de I'équation (1),
qui est donnéc par la formule (60), ainsi que par la formule analogue

ap+m—2

[bv=1 (kb -+ b)p=1 (ab + c)m=1] + ...

0! rpm—1
(60 ) I'm, n.p = [ C ptm—2 ab,,+,,,_2

et si nous fuisons dans les [ormules (60) et (60) p=1, n —1, m =1,

on obtiendra les formules

’ n—1
Ymon, 1 = L9 = (ab + c)*1],
Y (”, P [) ! a“u—l
! -1 "
Ty 1, p = e g [an=1{ak + a'}p=1], -
T (p—1)! dar?
Wt -1 ,
i p = e S (it (kb + V)

(p — 1! gbr-t
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De ces formules on déduit
’ -
Tm1,1, = ¢'a™!
Pe,n, 1 = c'071
1,1, p = ¢'kP~1

c'.

I

¥1,1,1
En comparant ces formules avec les formules (75), (76%), (77") on
obtient
Tm4+1,n41,1 = C’um, n, 0
Ym+1,1,p+1 = €'Um, 0, p
Y1, n41,p+1 = cluo, n, p
(78) Tma1,1,1 = C'lUm, 0,0
Y1, n41, 1= CI“‘o, n, o
T, 1, p1= C’llo' o, p
7, 1,1 = C'lla, 0, 0
Um, n, p €L ¥m, n, pSatisfaisant 4 la méme équation (1), et ayant les relations
(78), il résulte que

Um,n, p = :,"1'm+l,n+1,p+1

et par suite, nous aurons d’aprés la formule (60)

Um,n,p = Chyp Dnyp [am(ad + c) (ak + a’)P ]
719) + Chpt Cb Dppos [0 (ab + )1 (ak + a')p= (ab'+ )]

+ CECh Dy [am (ab + e)vP (ad’ + ¢')P].

Ainsi le probléme dela détermination des ccefficients tp, », p du déve-
loppement de la fonction (74) est résolu par les formules (75), (76"), (77°)
et (79).






