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QUELQUES PROBLÈMES RELATIFS À UNE FORMULE 
DE RÉCURRENCE 

PAR 

D. V. IONESCO 

Nous allons étudier dans ce Mémoire, l'équation linéaire à deux in-
dices. 

W lim, n = ClUm_n + ¿Wm> n_i + CUm_lf n_t 

où a, b, c sont des constantes et où les indices m et n, sont des nombres 
entiers positifs. 

Le problème fondamental dans cette étude, sera la détermination 
de la solution de l'équation (1), connaissant les valeurs de um> n pour 
les valeurs 

(2) ('», 0) et (0, n) f " - - " l 
\n = 0, 1, 2,. . ., n) 

des indices m et n. 
La solution de ce problème est unique. On voit en effet, que la solu-

tion de l'équation (1), nulle pour les valeurs (2) des indices m et n, est 
identiquement nulle. 

Ce problème est analogue au problème de la détermination de l'in-
tégrale de l'équation aux dérivées partielles du second ordre 

« • ' . „ ¿ t o + a ü + c , 
dxdy dx ô y 

lorsqu'on connaît les valeurs de z sur les axes Ox et Oy. 

Une importante application de notre problème fondamental, sera 
la résolution de l'équation (1), connaissant les valeurs de um, n pour les 
valeurs 

(iïij 0) et (n, n) [ n = 1> 2. 3 n) 

des indices m et n. 
Nous ferons aussi d'autres applications. 
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Nous déterminerons par exemple les coefficients du développement de 

1 

1 — ax — by — cxy 

suivant les puissances de x et de y. Ces coefficients convenablement 
ordonnés nous donneront des polynomes ayant toutes les racines réelles. 

Nous ferons aussi une autre application, la détermination d'une 
fonction / (y) par son développement tayloricn telle que dans le dévelop-
pement de 

i ( y ) 
1 — ax — by — cxy 

suivant les puissances de x et de y, les coefficients de xy} x2y2, x*yz,.. . 
soient tous nuls. Ce problème conduit à un système d'équations à une 
infinité d'inconnues dont nous donnerons la solution. 

Dans la seconde partie de ce travail , le problème fondamental sur 
l 'équation (1) sera étendu à l 'équation à trois indices: 

(3) Um, n,p = Ollm—\t n,p~\~ bu„h n—l, p + CUm—1, n—1, p 

+ a'w-m—1, n, p-1 "f-b'umt n_i f p_i -f c'Um-\t n_i ? p_i +/cMm, n, p-1 

où a, b, c, a ' , b', c' et k sont des constantes. 
Nous ferons aussi quelques applications de la solution de ce pro-

blème. 
Une partie des résultats de ce travai l a été publiée dans deux notes 

du Bulletin de la Classe des Sciences de l'Académie Royale de Belgique 1). 

P R E M I È R E P A R T I E 

I. PROBLÈME FONDAMENTAL 

1. Le problème fondamental sur l 'équation (1) est la détermination 
de la solution de cette équation, connaissant les valeurs u^o et w0>n de 
umin pour les valeurs (2) des indices m et n. 

Désignons par et *>m,n les solutions de l'équation (1), corres-
pondant aux données (wm>0, u0tU), et (f>m,ot Vo,n) de wm>n et pour 
les valeurs (2) des indices m et n. Il est évident que si A et B sont deux 
constantes quelconques la somme 

A Uni> n + Bvnltn 

sera la solution de l 'équation (1), correspondant aux données: 

AM/N> o + CL Au0, n + B\>0t n 

pour les valeurs (2) des indices m et n. 

i) 5-e Série, t . X V , p. 822 et t. X V Î , p. 445 . 
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II résulte de cette remarque, que pour traiter le problème fondamen-
tal, il suffira de résoudre les problèmes élémentaires suivants: 

1. Déterminer la solution de Vcquaiipn (1), nulle pour m = 0 quelque 
soit n et nulle pour n = 0, quelque soit m, sauf pour la valeur m' de m, 
où la valeur de u doit être égale à Vunité. 

Cette solution sera désignée par «¡¡f;®. Elle satisfait donc aux con-
(1 il ions suivantes: 

m',o « K„i',o = -1-
ni', o n • / 

Uni', o = pour 

ulo\n = 0 pour 71 = 0, 1, 2 , . . . 

2. Déterminer la solution de Véquation (1), désignée par Um\n' qui sa-
tisfait aux conditions suivantes: 

o, n' . 
Ho, n' = 1 

ï'm.o' = 0 pour m = I, 2, 3 , . . . 

ï/o| n = 0 pour n n'. 

3. Déterminer la solution de Véquation (1) désignée par u°àtn qui satis-
fait aux conditions suivantes: 

o, o I 
K0, o = L 

u,nt °o — 0 pour m = 1 , 2 , 3 , . . . 

u°o,°n= 0 pour n = i , 2, 3 , . . . 

Ces problèmes élémentaires étant résolus, la solution du problème 

fondamental, sera donnée par la formule 

(4) Km, n = "o, o *<m\ h + "l, o "il,' » + • • • + 11 o "m', n 
I 1 1 _L y, 1/ n 

+ Ko, 1 Km, n~r • • • -t" K0y n Unti n . 

2. Nous allons déterminer d'abord i/J;». Pour abréger la notation, 

nous poserons: 
1,0 ; 

Km, n — Am, n • 
Nous avons donc les données suivantes: 

¿i,o = 'i 
/.,„,<>= 0 m = 2, 3, 4 , . . . 

/0, n = 0 n = :l> 

Dans l'équation 

(5) ¿m, » = «¿m-i. » + b}"»> " - 1 + c? 'm~ l n - 1 

faisons m = 1. Nous aurons 
/, w = b/.i.n-l 
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et en faisant successivement n = i , 2 , . . . , n nous aurons les équations 

Ko = 1 

¿1,1 = ô 7.i,o 

¿1, n == b/'l, n—1 • 

<l'où il résulte que 

(6) 
Nous pouvons encore écrire 1\)U sous la forme suivante 

(6') 1 ôn 

n ! dan 

et nous démontrerons qu'en général 7.m>n sera donnée par la formule 

(7) 
1 à" - 1 

¿m,n=— — ^ 
(n— 1) ! Ôa) 

— [am~2 (ah + c)n] 

valable pour m 2. 
3. Calculons 7.m, i . Dans l'équation (5) faisons n = 1, et donnons 

ensuite à m les valeurs 1, 2, . . m . Nous obtiendrons les équations 

7.i,i = b 

7-2, i = a>h, i + c 

7-3, 1 = «7.9 i 

d'où il résulte que 

(8) 

7-m,l = al-m-1,1 , 

7«m, i = « m - 2 (ab + c) 

La formule (7) est démontrée donc pour n = 1. 
4. Faisons maintenant dans l 'équation (5), successivement m = 1, 

2....J m. Nous aurons les équations 

7.1, w = ¿7.1, n—i 

7.2, n = ail, n -f b).2, n—1 + C/i, 

7-7/1, n = ClS-ra—l, n + b7.m> 1 + c7.m_lf n_i . 
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"lin éliminant / o ^ , . . . , ;.m_1>n ] 1 0 u s o b t i c n c ] r o n s ]a f o r m u ] c 

(9) u,n-bim, fl;.m_2> a™-2 ^ 

qui nous permettra de calculer lmtTl lorsqu'on connait lm . 
5. Nous allons établir maintenant une formule de sommation 

nous sera utile dans la suite. 
Introduisons la notation 

(10) Dn[F(a, b, c, ...)] = 1 J 1 [F (a, b, c , . . . ) ] 
n ! dan 

•et démontrons la formule de sommations 

( î i ) 

b D„ [«'"-2 f (a)] + (ab + c) { Dp [tf—a / (a)] + a D„ [a» -» / (a)] 

•+...+ o—» Dp [f (a)] + a—^ Dp+l [/ (a)] } 

= -Dp+i [a">~2(ab + c ) f ( a ) ] 

•où / (a) est une fonction quelconque de a, m un nombre entier positif 
•et p un indice quelconque entier positif ou nul. 

En effet, considérons les identités suivantes 

Dp+1 [a™~2{ab +c) I (a)]= (ab +c) Dp+1 / (a)] +b Dp [a—2/ (a)] 

Dp+1 [a—2 / („)] = aDp+l[a«-*f(a)]+Dp [am^l(a)] 

Dp+1 [ f l / ( f l ) ] ^ f lD p + i [/(a)] + />,[/(a)] 

et éliminons Dp+1 [a™-2 f (a)], Z>p+i [a'»-3/ (a)],. . [ a f (a)]. Nous 

obtiendrons la formule (11). 
Nous appliquerons la formule ( i i ) dans le cas où / (a) est un poly-

nome de degré p + 1. 
Lorsque f (a) est un polynome de degré py dans la formule (11) le 

terme am~2 Dp+1 [f (a)] disparaît, et § si clans la formule (11) nous chan-
geons in en m + 1> nous aurons la formule 

(12) 
b Dp [«"'-• / («)] + (ab + c) { Dp [ a " - 2 f (a)] + a Dp [n»'"3 / (a)] 

+ .. .+a"'--Dp [/(a)] }=Dp+,[am-1 (ab+c)f(a)] 

6. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la formule (7). 
D'après la formule (8) et la notation (10) nous avons 

et d'après la formule (6') 
lu i. = Dy + «]• 
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Si cînns la formule (9) on fait n = 2, on aura 

¿m, 2 = bD0 [a™-2 (ab + c)] + (ah + c) {D0 [am~3 (ab + c)] + aD0 [a»1"4(ab + c)] 

+ - . - + «m~3 A> [ab + c] + am"2D1 [ab + c] 

En appliquant la formule (11), pour p = 0 et / (a) — ab + c, on 
trouve 

(13) /-m, 2 = Dl [am—2 (ab + c)2] 

pour 2, et la formule (6') donnera 

(13') ; , l 2 = D 2 [ ( f l i + c r - ] . 

En faisant dans la formule (9), n = 3 et en utilisant les formules 
(13), (13') ainsi que la formule de sommation (11) pour p =• 1 et / (a) 
= («¿> + c)2, on trouve 

3 = Do [am~2 (ab+c)»]. 

En suivant la même voie, on démontre de proche en proche que 

lm,n = Dn-1 K'~2 (ab + C*], 

et la formule (7) est donc démontrée. 
7. Pour établir la formule (9), nous avons fait dans l'équation (5), 

7/i = l , 2, 3 , . . . , m. Si au contraire nous faisons dans cette équation 
n = 1 , 2, 3 , . . n nous obtiendrons les équations 

¿m, 1 = fl^m-1, 1 + M m > o + 1, 0 

¿m, 2 = â m—1, 2 + MTOf 1 + 1 

¿m, n = 1, n + n - l + c 2 m _ i f n - l > 

et si nous éliminons ? .n i t l , ?.m, 2, • • - , ¿m,n-i nous arriverons à la formule 

/m, n = « ¿m-1, n + (<*& + c) [4,-1, n - l + Mm-1. n-2 + • • • + bn~2 ¿m-1, l ] 

analogue à la formule (9). 
Lorsque m = 1, cette formule donne 

h,n = b 

et lorsque m = 2, nous avons 

(14) /.2, n = n (ab + c) bn~K 

Pour m > 2, la formule précédente se réduit à 

(:1 5 ) ¿m, n = 1, n + (ûfc + c) [ ¿ m _ l , n - l + H / i - 1 , n - 2 
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Si dans la formule (15) nous remplaçons m par 3 et /2|„ par la for-
mule (14), nous aurons 

/3, n = {<lb + c) {nab»-l + [-1 + 2 + . . . + (*— 1)] + c ) ¿n-2J 

c'est-à-dire 

(16) h, n = (ab + c) [ n n f - t + " ( , t ~ : l ) („6 + c) fcn-2-j. 
2 

Nous remarquons maintenant que nous pouvons écrire les formules 
(14) et (16) sous la forme 

(14') 

(16') 

et nous allons démontrer, qu'en général, nous avons 

(17) hi, n = [bn (ab + c)m~2] 
(m—1) ! Sb™*1 

Cette formule étant vraie pour m = 3, nous allons démontrer que si 
nous la supposons vraie pour l'indice m, elle sera également vraie pour 
l'indice m + 1. 

8. En effet, dans la formule (15), remplaçons m par m + 1. et uti-
lisons la formule (17). Nous aurons 

{ n /Dm—1 

T - ^ r ^ h r î [ * " ( « * + « M (m— 1) ! dbm-1 

(m — L) ! db"1-1 " 

« f r + c Ô^L [bn-2 + c)—2j 

,'m — 1) ! M " - 1 

+ 

+ j ^ l [/,(«* + c ) - 2 ] ! 
(m—1) ! J 
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. On établit, comme pour la formule (11), que la grande parenthèse est 
cira le à 

et par suite 

1 dm 

— — [bn(ab +c)m-11 
»I ! dbm 

'Am^n=c±±l [hn (ab +€)•"-*], 
m ! dbm 

ce qui prouve que la formule (17) est générale 1). 
Ainsi la solution lm> n de l'équation (5) est donnée par la formule, (7) 

ou par la formule (17). La formule (7) cst^valable pour m 2, la valeur 
de étant donnée par la formule (6'). Pour que la formule (17) soit 
valable pour m = 0, m = 1, nous faisons les conventions suivantes 

ïbn ( n b c )-l] = bn 
0 ! db*" 

et 

[bn (cib + c)~2] = 0. 
( — J ) ! db-1 • J 

9. En développant le second membre de la formule (7) suivant la 
règle de L e i b n i t z, nous avo j s 

j n (n — 1 ) . . . 2 . am~2 bn~l (cib + c) 
" " " " ( " - D U 

-f _ 2 ) . n(n — J ) . . . 3 am~3 bn~2 (ab + c)2 

+ ( / ? ~ 1 < | f t y ? "" 2 ) (m—2) (m— 3) n (n—1) ..A. bn~* (ab+c)* 
+ . . . . 

c'est-à-dire 

= (ab +c) 

1 . 2 1 

» ( n - l H n - 2 ) (m 2) (m 3) 

1 . 2 . 3 1 . 2 

+ 
l) Bulletin de la Classe des Sciences de l'Académie Regale de Belgique, l. X V , 

5-e série, p. 823. 
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ou bien 

/IQ, » = (ab + c) a"-* b"~ i + Clm_2 Cl a™-3 t - 2 (ab + c) (lo) 0 o 
+ Cm-2 Cn A"1-4 (ff6 + C)2 + . . . ] 

Dans celte formule il faut considérer le symbole Cj = 0, lorsque 
r < 

Si m = n + 1, la grande parenthèse sera un polynome homogène en 
ab et cy son dernier terme étant 

C l i Cl (ab +c)-i. 

Si m < n + 1, les termes de la grande parenthèse ont le facteur 
commun ¿«+1-™, et nous pouvons écrire 

(18') ;.m, n~ (ab +c) ¿,»+1-1» ( C i a m - 2 +Cm-2 Clam~Hm^ (ab +c) 

+ . . . + CES C " 1 («6 + c)— 2] 

Si m > n + 1, les termes de la grande parenthèse ont le facteur 
commun am~n~l, et nous pouvons écrire 

(18") „ = (ab + c) a « — 1 [Ci a - » 6»"» + Ci,_2 Cl a - 2 («6 + c) 

+ ... +CZllCl(ab+cr->]. 

Dans les formules (18') et (18"), les grandes parenthèses sont des 
polynomes homogènes en ab et c, la première de degré m —2, la seconde 
de degré n — 1. 

10. En posant 

ab 
— = u, 
c 

les grandes parenthèses des formules (18') et (18") sont des polynomes 
en u, que nous désignons par (p (u) et y (u). Nous avons: 

(i?) cp (u) = Ck W»-<2 + Cm-2 Cl 3 (U + 1) + Cl-2 Cho(U+1)2 

et 

( 2 0 ) ip (u) = Cl u71'1 + CL-2 Cl i ( M - f 1 ) 

+ ^ (u + 1)* + . . . + C-oCÎ (u+1)^1 . 

Nous allons développer ces polynômes suivant les puissances de u. 

Nous aurons 
(M) = A0 um-2 + A1 um'3 + .. • + A m—2 , 

où 

, = c i cL - t C'n+1+cf+i c i ï i a C'+2 + . . . + c;„_2 c = s c r l . 
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Remarquons que 

r i ri+f (' + /) ! (m— 2 ) ! 
L 'i+j Wn—2 = — 

i!/! ( i + j ) l (m — i — j—2) ! 

_ ( m — 2 ) ! (m — i — 2) ! i ! (m — i—2 ) ! / ! (m — i — /—2) ! 

c'est-à-dire 

pl pi+i p1 
L'i+/w/t—2 — 2 L-//1—1—2 

de sorte que 

W n ( P i + 1 _L_ r 1 pi+2 1 r 2 + 3 . i—2 1\ — ^ni—2 ~T l^m—i—2 T* l-m—i—o Wi . • • • "T ^m—i—2 )• 

On établit sans difficulté que la parenthèse est égale à Ci i î ï JLf_2 , de 
sorte que 

A pi s>m—\ i — um-2 m̂+n—i—2 • 

Il en résulte 

(19') 
™ /-»m—1 m—2 , >̂1 /->m—1 m—3 <P ( = ^m+n-2 W + Cm_2Cm+u_3 IA 

i />2 wji— 1 m—A - . s^m—2 wn—1 
~r <- m—2 m+n—4 m̂—2 Cn 

et l'on établit de la même manière 

(20') 
/ v /̂m—1 n—1 , /-.m—1 n—2 y) [U) = Cm+M_o M "I" Cm—m+n—Z 

. >̂.2 yom—1 n—3 , . — \ nm— 1 
-r 2 C/n+w—4 M ~r • • • "t" /̂n—2 m̂—1 

La formule (19') a lieu pour m < n + 1, et la formule (20') a lieu 
pour m > n + 1. Lorsque m = n + 1, ces formules sont identiques. 

11. Les polynomes <p (u) e t y j ( u ) , orci /es racines réelles, distinctes et 
comprises entre — 1 0. 

Cela résulté de l ' identité 

I d m - x 

<p (u) ou V (« ) = , — — ["" (« + J ) " - 2 ] . 
(m—1) ! du?1-1 

que Ton déduit de la formule (17). 
12. Nous sommes maintenant en mesure de donner l'expression de 

la solution Um*n de l 'équation (1), égale à 1 pour les indices (m',0) et 
nulle pour les indices (m, 0) et (0, n), (m m'). 
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En faisant la transformation 

m = 7 r c ' — i + m i > n = jh 
et en posant 

"m, n = Um'-\+mit nt = UnXu ^ , 
011 voit que satisfait à l'équation (1) et que 

Unh> — um, n -
Il résulte alors d'après les formules (7) et (17) 

(21) »>'.<> ' 1 à"-1 r Km, ii = ram-m'-1 + ^ 

(21') 
m', o 

Uni. n — 
Cil) + C dm-m* 

ibn (ab + c)1»-»'-1! 
(m—m') ! db''1-™' u J 

Comme la formule (21) se déduit de la formule (7), en changeant m 
en m — m ' - f l , il s'ensuit que nous pouvons écrire, d'après la formule (18): 

(21") ° = (ab +c) [Cln a" -"*- 16»" 1 Cl a»>-»'-H»-*(ab +cï 

+ CÎL» ' - i Cla>"-m'-3 b»-3 («6 + c)2 + . . . ]. 

La formule (21) est valable pour m > m' + i. Pour m = m', nous 
avons 

Il est aussi évident que 

o = hn " /il'. H U ' 

m' o a 
Um', n—") 

pour m < m' 
Pour faire entrer tous ces cas dans la formule (21) ou (21'), nous sup-

poserons que 

Ôn— [or*-1 (ab + c)»] = 0, — [b*(ab + c )— 1 ] = 0, 
n— 1 db~~s dan~ 

pour toutes les valeurs positives de r et s. 
13. On démontre de la même façon que la solution u,;"n de l'équation 

(1), égale à 1 pour les indices (0,»') et nulle pour les indices (m,0) et (0,n), 
(n n') est donnée par l'une des deux foi mules 

am-i 
o, n' —; 

Uni, n 

(131) 
(m — I ) ! db'»-1 

o n' _ ab +C Ôn~n' 

[bn~n'~l (ab + c)m] 

[am (ab + c)n-n'-{] 
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On a la formule suivante 

(22') 7û,nn = (ab +C) [Cl a ^ fcn-n'-l ^ C L » ' - 1 2 (ab +c) 

+ Cl C L n ' - l hn-w~3 ( f l 6 + c)2 + _ ] 

analogue à la formule (21"). 
14. Nous passons maintenant à la détermination de la solution u„\t°n 

de l'équation (1), égale à 1 pour les valeurs (0,0) des indices et nulle pour 
les valeurs (m,0) et (0,rc) des indices. Pour abréger nous désignerons 
cette solution par //mfn. ^ 

Si dans l'équation 

(23) //m. n = a//TO_if „ + btum» "-1 + //m_lf „_i 

nous faisons m = 1, nous aurons 

M\,n = ¿V'i,n-i + n_i . 

En faisant n = 1, 2, . . . , rc nous aurons les équations 

Mi, i = c 

Mi, 2 = i 

Mhn = fy'l, n-1 . 
Il en résulte 

(24) /Ml: 71 = Cb»-1 

Nous pouvons écrire cette formule sous la forme 

(24') 
gn-l 

Ml >»•-
(n — 1) ! ôa»-1 

[(afc + C ) - 1 ] 

et nous démontrerons qu'en général nous avons 

(25) Mm. n — 
071-1 

(n — 1) ! da»"1 
[a771-1 (a& + c)71-1] 

A cause de l ' identité 

1 d"- 1 
[a™-1 (at + c)"- 1 ] = 

ôm~ 

( n — l ) ! 3 a n - l L 1 7 (m — 1) ! 1 

nous pouvons encore écrire la formule (25) sous la forme 

[6*-1 (ab + c)771"1] 

(25) Mm, n — 
dm~ 

(m— 1) ! db™-1 
[671-1 (ab +C)771-1] 
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15. On établit facilement la formule 

(26) /vm, n = ty, + ( a 6 + X r 
^ 1 / l/'m-l, n—1 ~h «/'m-2, n—1 

+ ... + 
analogue à la formule (9) et valable pour n > 2 . 

On démontre ensuite comme précédemment que 

(27) Mm, i = carn-K 
En faisant dans 1 & formule (26) n = 2, et en utilisant la formule (27), 

nous aurons 

c'est-à-dire 

(28) 

/'m, 2 = c [bam~i + (m — 1) am~2 (ab -f c}] 

Mm, 2 = cD1 f«"1-1 (ab + c)] 

Si nous faisons maintenant clans la formule (26) n = 3, et si nous 
utilisons la formule (28) ainsi que la formule de sommation (12), on arrive 
à la formule 

Mm, 3 = cD2 [a™-1 (ab + c)2] 

Ensuite, on démontre de la même manière que 

Mm, A = CD3 [a™-1 (ab + c)3] 

et ainsi de suite. 
La formule (25) et donc démontrée. 
16. En développant la dérivée d'ordre n — 1 de la formule (25) sui-

vant la règle de L e i b n i t z , on arrive à la formule 

(25') 
/',„. n = c [am—11"-1 + C'm-i CLi a"'-2 b-* (ab + c) 

+ Cm-I Cl-, a"'-3 b-3 (ab + c f + ... ] 

Lorsque m = n, la grande parenthèse est un polynonie homogène 

en ab, c son dernier terme étant 

Clz\ CnnZ\ (ab + c)"-1 • 

Lorsque 7« < n, les termes de la grande parenthèse ont le facteur 

commun bn~m, et nous pouvons écrire 

(25") /<«, n = c [(air-1 + &-t CL 1 (ctbr-* (ab + C) 
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Lorsque m > n> les termes de la grande parenthèse ont le facteur 
commun am — n , et nous pouvons écrire 

(25'") //„,, n = cam~~n [(ab)»-i + C^- i CLi (ah{ab + c) 

+ Cm-1 C L i (ab)»-*(ab + C)s + . . . + c ; i î (a&+c)»-i ] 

En posant 

ab_ u 

c 

les grandes parenthèses des formules (25", et (25///) sont des polynomes 
en u. que nous désignons par 9?! (M) et ^ (u). En ordonnant ces poly-
nomes suivant les puissances de u9 on trouve par un calcul qui a été 
donné au No. 10 

(29) 
cpx (U) = C + n - 2 U—1 + C l - ! "m~2 

+ l 4 . . . C n l l 

Ct 

(29') 
Wl M = C T L 2 u"- 1 + C jL l C ï n - 3 Wn~2 

+ /->77l—1 n 3 I 1 /̂ l—1 ytJTl—•1 
^m-1 Cm+n_4 U 0 -h . . . Cm_i 

La formule (29) a lieu pour n > m et la formule (29') a lieu pour, 
n < m. Lorsque n = m, ces deux formules coïncident. 

Les polynomes cpx (u) et %px (u) ont les racines réelles distinctes et com-
prises entre —1 et 0. Cela résulte de l'identité 

(u) ou Vi ( » ) = T~~7 i"'"-1 ( » + l ) " - 1 ] . 
(/? — M ! aun 

qu'on déduit de la formule (25). 
17. En résumé, nous avons trouvé les solutions 
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de l'équation (1) qui sont données par les formules (21) ou (21'), (22) 
et (25). Il résulte alors que la solution du problème fondamental posé 
au No. 1, sera donnée par la formule 

""" - ùiyr £ e s i ^ t — ^ m 

(30) 
_ « 0 l l _ ( a b + c ) m ] + « 0 . « ^ T 

(m-iy.dù™-1 (m -1) ! dbm" 

11 4 Am—1 

+ • • • + r ^ r l { a b + c)m] + ^ -a?n 
(m—1) ! dbm~l 

u^Ç_ r ! , b 

( n - l ) \ d a * - i l } J 

— [bn-3(ab±c)m] 

II. PREMIÈRE APPLICATION 

Solution de Véquation: Uni, n — if n + Wm-1, n—1 

18. Faisons une application à l'équation 

(31 ) u„lt n = Um-1,71 + Um-1, n-1 

qui relie trois nombres du triangle arithmétique de P a s c a l . 

Nous avons dans ce cas 

a = 1, b = 0, c = ' l . 

La formule (21") donne 
11Tti', o rM—1 

m, n — ^m—m'—l 

Pour m' > m — n, nous avons donc 

"m, n — 

et pour 771' = ! , 2, m—/», nous avons 
1. o /in—1 

m. n = ^ m - 2 

j.m—n, o rn~\ 
Um, n — ^/i-l 

Les formules (22') et (25'") donnent 
•..o, n' pn—n' 

m, n = W'i 
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En appliquant la formule (30), il résulte que la solution du problème 
fondamental sur l'équation (31) est 

(32) 

wm, N — Cm li0, ! -f- Cm U0, 2 + • • • + Cm U0F N_I + U0, n 

+ Cm-2 « i , o + Cm-3 U2> 0 + • • • + Cji—1 Um—n, o 
i n—1 ~r m̂—1 0 . 

On obtient le cas particulier des nombres du triangle arithmétique 
de P a s c a l , en prenant 

u m ,o = 1 = 0, 1 , 2 , . . . , m) 

(n = 1 , 2 , . . . , n) "o, n = 0 

La formule (32), donne dans ce cas 

c'est-à-dire 
= Cm-l + 2 + 

— r n 

IIT. DEUXIÈME APPLICATION 
Calcul d'un coefficient des poly nomes d1 H ermite 

A9. Faisons une nouvelle application de la formule (30). Ch . H e r-
m i t e 1 ) a étudié les polynomes Vm, n (x. y) définis par le développement 
en série de 

1 

1 — 27.x —2 f i y + P + 

suivant les puissances de A et de j j -

De l ' identité 

1 = (1 —2lx—2/iy + ?* + (V0>0 + *V190 +/i Vot î + P V2,n 

il résulte 

F 1 ) 0 - 2 x F 0 ! 0 = 0 

(33) Vo,l—2yVM=0 

Vul—2xV0)l - 2 y V l ! O = 0 

Vm,. — 2x Fm_i ( » + Vm_2, „ = 0 pour »i > 2 

(34) V0,n—2y V0j + V0, n_ 2 = 0 pour n > 2 

Fm, i — 2-r y m _ , , t — 2 y Vm, o + y m _ 2 , i = 0 pour m > 2 

(35) Vi, „ — 2x V0l „ - 2y F l f „_i + V,f n_ 2 = 0 pour n > 2 
') C 11. l i c r m i t c, Oeuvres, Tome II, p. 319—347. 
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et 

(36) Vn, n = 2x Fm_lt n + 2y Vm> n_y — Vm_2j n — Vm, n_2 

pour m ]> 2 et n >- 2. 
On démonLre que VmtIl est un polynome de degré m + n, et qu'il a 

un terme en xm yn. Désignons par iim,n son coefficient. 
La relation (36) montre que pour m ^ 2 et n ^ 2, on a 

(37) "m, n — 2l/m_1} n + 2 Um> n_i 

wmjn satisfait donc a une équation de récurrence à deux indices, à coef-
ficients constants, comme l'équation (1). 

Les relations (33) montrent que 

Uq , o = 1, Wi, 0 = 2, u 0 , 1 = 2, Ui, j = 8. 

Ensuite les relations (34) montrent que 

um,o = 2wm_i>0 , Ï/0j n = 2w0> n_i , 

d'où il résulte que 

Wm, o = 2m et u0tn = 2n. 

Enfin les relations (35) montrent que 

Wm,l = 2um_1|1 + 2'»+i 

Ml,» = 2 M!,»- ! +2"+! 

d'où il résulte, en faisant m = 0, 1, 2 , . . . et n = 0, 1, 2 , . . q u e 

= + 1 ) 

Ml, n = 2n + 1 (n + 1 ) 

Si nous posons donc 

Mm, n = Um—1, n—1 j 

nous voyons d'après l'équation (37) que ^ 

(37') Um>n = 2 U m - i t n + 2 U m t n - l 

et que 

C/m,o = 2 m + 2 (m + 2) 
W U0,n = 2»+* (n + 2 ) . 

Le problème de la détermination de t/m>nest donc le problème fon-
damental sur l'équation (37') avec les données (38). Sa solution sera 
donnée par la formule (30). 
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20. Il y a lieu de faire une remarque sur l 'équation (1). Dans le cas 
ou c = 0, c'est-à-dire dans le cas de l 'équation 

(39) wm, n ~ ClUm-\i n + bum% n-l 

les formules (21), (22) et (25) se simplifient. Elles se réduisent à 

(40) 

m', o 
Uni, n — 

o n - 1 
^n—l+m—m' 

m—ni' ? n. • a b 
o, n' 

Um, n — 
pm—1 
wu—1+n—n' am bn~n' 

O, 0 
"m, n — 0 

La formule (30) donne alors 

41) 

//->m—1 ? n—1 , />m—1 in—2 . , 
Wm, n = O m + n - 2 l(o, 1 O C m + n _ 3 l/0, 2 0 -f- . . . -f-

<o,n) am+ ( C + n - 2 " l , o C 

+ . . . + CnZ\ Umt0) bn 

om-1 \ m , / y^n—1 m—1 , m—2 
Cm-1 "0, n) Clm + (Cni+n-2 "l, o « + t/m + n-3 "2, 0 « 

Dans le cas part icul ier de l 'équation (31') et des données (38), la for-
mule (41) donne 

Um, „ = 2 m + n + 2 [(n + 2) C = i + (n+ -1) c r 1 + • • • + 3 C ; L 2 

+ (m + 2) C = î + ( r n + l ) r r 1 + • •. + 

ou bien 

Um>n=2m+n+2 [(n+2) C = î + (n+1) C " 1 + . . . + 2 C i L i -

+ (m + 2 ) ClZ\ + ( m + 1 ) C T 1 + . . . + 2 

On démontre faci lement que 

( rn+ 2) CÎ=î + ( w + 1 ) c r 1 + . . . +2Cm+n-l — CS+» = C+n+l 

de sorte que 
Tr r>m+n+2 r/o/H , x̂ n -i 
t/m, n = ¿> ~r W i + n + l J 

c'est-à-dire 

TT c\m+n+2 y^.m+1 
» = ^m+/i+2 

Il s 'ensuit que le coefficient unît n de xmxf dans le polynome Vm, n (a;, y) 

d ' H e r m i t e , est donc 

2m+2 pm 
--,«, .. Ism+n 
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IV. SECOND PROBLÈME 

Résolution de Véquations (1), connaissant les valeurs de um,n 

pour les valeurs (m, 0) et (n, h) des indices 

21. Nous allons résoudre l'équation (1), en supposant connues, les 
valeurs 

U0) 05 l t lJ lJ U2) 2) • 
lh J o > u2 J o 

de um>n, pour les valeurs 

(0,0), (1,1), (2,2), . . . 

( 1 , 0 ) , ( 2 , 0 ) , . . . 

des indices m et n. 
Nous employons la môme méthode qu'au No. 1. en résolvant d'abord 

trois problèmes élémentaires. 
1°. Déterminer u,»f n » sachant que 

up, p = 1 

(42) ug, o = 0 ( g = 0, 1, 2, . . . ) 

ug,q = 0 (? ^ P) 

Cette solution sera désignée par 
2°. Déterminer unh n , sachant que 

up,o = 1 

m uq>q = 0 (</ = 0, 1, 2, . . . ) 

Cette solution sera désignée par / ¿ ) R . 
3°. Déterminer unit n , sachant que 

If 0,0 = 1 

(44) u7,7 = 0 (Î = 1, 2, . . . ) 

Uq,o = 0 ( ? = 1, 2, . . . ) 

Cette solution sera désignée par rnj>n. 
A l'aide des solutions de ces problèmes élémentaires on aura la so-

lution générale du problème posé au début de ce chapitre, par la for-
mule 

Mm, n = M0, g l'm, n "1" > l ¿m, n ~f" Mo, o m̂, n • • • 
. 1 , 2 , 

"T" Mj , g pnlt n U2, o /'m, n r 

22. Nous aurons besoin de résoudre d'abord un problème auxiliaire 
et donner une nouvelle formule. 
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Reprenons l'équation (1) 

( 1 ) Uni, n = ûMm-l , n + ¿«m, n - 1 + " ¿ m - 1 , n - 1 

et cherchons la solution qui satisfait aux conditions suivantes 

= 1 

i/0,n = 0 (n = 2, 3, 4, . . . ) 
et 

Wm,o = 0, 

quelque soit l'indice entier m, positif, négatif ou nul. 

Nous avons résolu ce problème lorsque m est positif ou nul, et nous 
avons donné les formules (22) et (22'): 

(22') » t . n = (a* + c) [Ci, a— 1 6»-2 + C i C L * a— 2 ¿>*"3 («6 + c)« 

+ Ci CL2 a"-3 fc»"4 (ab + c)2 + ... ] 

pour n ^ 2, et 

(22") = a » 

pour n = j . 
Nous pouvons écrire la formule (22') sous la forme suivante 

(46) u°m 1 = (aô +c) am—1 + 2 a " - 2 6 » - 3 (ai +c) 
[ 1 1 .2 

m (m 1) (m 2) ^ ^ ^ J 

1 . 2 . 3 J 
iYous allons démontrer, çwe pour lyindice négatif m, Vexpression de 
n , 5e déduit des formules (22") et (46), cti changeant m en —wi. 
23. Dans l'équation (1), où l'on remplace m par m + 1, supposons 

l'indice m négatif et posons 

7?i = —m' . 

L'équation (1) devient 

Cette équation donne la valeur de u—m\n> lorsqu'on connaît les valeurs 
de 

M—m'+i#n—i> m'+i,n> et u_m't . En résolvant par rapport à n» 
nous aurons 

_ 1 c b 
u—m', n M—m'+l, n W—m', n—1 u—m'+l, n - 1 

a a a 
et en posant 

u—m', n — ^m', n 
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nous pouvons écrire Péquation précédente sous la forme 

Vm*t n = ci'Vm>_lt n + V Vm.t + c'Vm>__lt n—\ 

(47) a' = — , b' = — , c — —• 
a a a 

L'indice m' étant positif, nous pouvons appliquer les formules (22') 
et (22") pour avoir l'expression de i et par suite celle de u î l^ n . 

Nous aurons d'abord 

« û i , 1 = 

1 
et en remplaçant a' par — , nous aurons 

a 

u 0 ' 1 < = n~m u—m, 1 — a j 

ce qui montre que la formule (22") est valable aussi pour m négatif. 

Nous aurons ensuite pour n > 2, 

u-£i = (a'b' + c') [C i « '™- ' b'n~2 + dCLia'™-* b">~3 (a'b' + c') 

+ ClCl^a"*-* (a'b' + c'Y + ...] 

et en remplrçant a', c' par les formules (47), nous aurons d'abord 

trt , , ab + g h ci b + c = = , 
a2 a2 

et ensuite 

,, l h i ( - 1 ! 1 (-l)n-2cn-Z h 
1 ' L/m C/n_2 

a™-2 a—3 a2 

„ ». > _ h \r1 1 ( - l ) " - 2 ^ - 2 , n — /7i 7 " "T" 
a2 L on 

' I 
1 ( - l ) - 2 C ^ / l 2 

-T- Cn„2 ' 
a m - 3 an-4 

ou bien 

(48) i = ( \ h[Cl c ^ + C * c - 3 *+<£C;_2 cn_4/i2+...] 
a' m+n—1 

Dans cette formule remplaçons 

c = — (ab — h). 
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Nous aurons 

U_m°; i = . [ - C i , ( a i - /i)n _ 2 + Cm h ( a b - h 
am+n—l 

—Cm Cn-2 h? (ab — /l)n_4 + ...] 

ou 

( 4 9 ) u _ ° ; i = — [ D 0 ( a b ) » - * + D 1 ( a b y - 3 h + D A a b ) n - * V + 
am+n—1 

OÙ 

A = - + q _ 2 q _ 3 + c» 
et en général 

A = ( - 1 ) * - ' c;;_2 + q r + r 3 q - l 

Nous aurons 

A — (Çni + Cm) Cn-2 

c'est-à-dire 

= Cm+1 C7l_ 2 

Ensuite 

-£>2 = — (Cm + C2 C2m + Ci Cm) Cn-2-

Mais 

W/l m — Cm+2 
de sorte que , 

= — Cm+2 Cti_2 

En général nous avons 

Dk = ( - 1 ) *+» [ci, + cl c l + cl c i + . . . + cl c';n+i] e t -

Mais 

Cl 1 />1 , >o2 , . ô̂  + l s>k +1 
m ~r Wi ^m ~r Â̂t î m ~r • • • ~T ^k Cni — ^m+k » 

de sorte que 

Dk = (-!)*+» C ^ C ^ 
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c'est-à-clire 

Il en résulte que la formule (49) devient 

U'™> » = ^ ¿ l î ( ah )n~2 + C i - 2 (afc)71"3/* 

— Czm+2C2n-.2(ab)»-*h? + ...] 

j_ 1 1.2 

1 .2 .3 J 
ce qui prouve que l'expression de u ^ n , s obtient en changeant f?z en 
— m dans la formule (46). 

Une conséquence de ce résultat est que nous pouvons écrire l'expression 
de M/»,'d'après la formule (48), aussi sous la forme 

Vi 

a-m+n-1 L 1 
m ( m + 1)cL*c-3h 

1.2 

1 .2 .3 

+ ( - I " * ( " »+» ) • . - (m+B-2 ) C l z l h n _ 2 1 
1.2 . . .(n — 1 ) J 

c'est-à-dire 

(50) 

+ 1) . . . (m + n — 2) 
1.2, . . . ( n - l ) 

1 m (m 
lsn—2 + 1 ) ... (m 4-ti — — hn-3c 

1.2 • • in—2) 

n2 m (m + 1). , . . (771 +71 n2 m (m 
1 .2 . . . ( » » - 3 ) 

iJn-2 CÎZl^c*-'] iJn-2 
1 J 

Nous aurons besoin dans la suite de cette formule. 
On démontre de la même manière que la solution de Véquation (1), 

qui satisfait aux conditions 

Ko, n' = J 
Uo n = 0 71= l ; 2 , l ,7l ' + 1 ; . . 

et 
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quelque soit Ventier m positif, négatif on nul. s'obtient en changeant m en 
— m, dans la formule (22'). 

(51) "£"'=/< 
1 1 .2 

+ m ( m - 1 } ( m ~ 2 ) CL„--1 a — W + 
1 .2 . 3 

On démontre aussi comme pour la formule (50), que l'expression de 
um1n P e u t s'écrire également sous la forme 

(52) 

Um\ n = am~n+n' h j 
|~m (/n + 1). . .(m n — n' - 1 ) ¿Tl-Tl'-l Um\ n = am~n+n' h j 
1. 1 .2 . , . . (n — h') 

¿Tl-Tl'-l 

r 1 ^n—n'—1 
m (m + 1). . .(m -f- n —n' - 2 ) ¿71-71'-2 c r 1 ^n—n'—1 

1 . 2 . . . (n—n'—i) 
¿71-71'-2 c 

+ . . . . 
- 1 rn-n'-ï\ Un—TI'—1 ~ c 

1 J 

Nous aurons besoin dans la suite de cette formule. 
La formule (52) est valable pour n' = 1.2, . . . , n — 1. Pour n' = n, 

nous avons 

(53) u _ = A" am. 

La solution de Véquation (1) qui est nulle lorsque n = 0 et m prend 
toutes les valeurs entières positives, négatives ou nulle et qui prend des valeurs 
données u0tn pour les valeurs (o, ti) des indices, sera donnée par la formule 

( 54) W m , , = i/o, ! u.o, 1 + Wo> 2 Mjo. l + ... + U0f n ; 

où w^il est donné par la formule (53) et u^n (n' = 1, 2, . . . , n —1) 
par la formule (52). 

Remarque. Nous pouvons écrire 

°>1 -"—m. n : : i— [ _ H iab)n-2 + m[m+l) c L 
a « + — i [ i v ' 1 .2 ' 

m(m+i){m+2)-CU(abY-*V + . . . 
1 . 2 . 3 

_t m (m + 1)... (m + n 1) , 

1 . 2 . . . ( n — 1 ) J 
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Le polynome de la parenthèse en — = U) a toutes les racines réelles 
c 

négatives et plus petites que — 1. 
Cela résulte du fait, qu'en utilisant les formules (47), on a 

a'b' _ c 
c' ab 

c'est-à-dire 
1 

u = —, » 
u 

•et en faisant cette transformation on tombe sur l'équation 

U_ ln = (a'b' +c') [Ci, « " - * b'"~2 + cl C L 2 «'—4 è'»"3 (a'b' + c ' ) + . . . ] , 

dont la parenthèse a, comme nons le savons, toutes les racines réelles et 
comprises entre — 1 et 0. 

24. Occupons nous maintenant de la solution n de l'équation (1), 
mais supposons que V indice m prend aussi des valeurs négatives. D'une 
façon précise cherchons la solution ¿mtn de l'équation (1), qui satisfait 
aux conditions suivantes 

¿1 , 1 = 1 

¿ n , n = 0 (71 = 2 , 3 , 4 , . . . ) 

= 0 , 

et 

quelque soit l'entier m, positif, négatif ou nul. 
Si dans l'équation 

(55) ¿m, n = ¿m-1 , n + ^ i i , n - 1 + C^m-1, n - 1 

nous faisons n = 1, nous déduisons 

(56 ) = i 
a 

et on démontre qu'en général, nous avons 

(57) ¿m, i = a" 

Dans l'équation (55) faisons maintenant m = 2 ; nous aurons 

¿m, 2 = a f i n - 1 , 2 + 1 + ^- rn- l , 1 
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En faisant m = 2 et m = 1, on trouve 

h 
(58) ¿ î , 2 = -

.i 2h 
¿o, 2 

a-

h = ab - f - c. 

Connaissant les valeurs 

, i 1 , t 27» 
'o, 1 = > ''0, 2 — 

a ci-

el 

4 o = 0 (m = 0 , ± l , ± 2 , . . . ) 

nous pouvons appliquer la formule (54) et déterminer ¿m, 2- Nous aurons 

,1 2h m , 1 ( m m 1 ¿m. 2 = am -| — a™"1 M 
a2 a V1 ; 

c'est-à-dire 

¿m, 2 = ( m — 2) a " 1 - 2 /i (59) 

Dans l'équation 

¿m, 3 = a^m-1, 3 + 2 + cA^-l, 2 

faisons m = 3, m = 2 et /n = 1 ; nous aurons, d'après les résultats pré-
cédents 

-î ,, <ii h f c .i 3hc 
(60) ¿2,3=—hb , 3 = M , 4 , 3 = — -

a [a J a3 

Connaissant les valeurs 

-î _ 1 -i _ 2h _ 3/ic 
1 > 4 ,2 — > ¿o, 3 — 

a a2 a 3 

et 

/4,o = 0 (to = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . ) 

nous pouvons appliquer la formule (54) et déterminer /.J,, 3. On trouve 

- 1 3/ic m 2h /m 1 1 f/n (m + 1) . 1 o l 
/m, 3 = — a M H — J — - h c am~2 h, 

a 3 a 2 \ 1 ) a [ 1 . 2 1 J 

c'est-à-dire 

(61) /m, 3 = — 3 «" ' -3 h (rnh - 2c) 
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25. En résumé, nous avons trouvé dans le No. précédent 

,1 1 2/i « 3/ic 
¿0,1 — — j '»0,2 , /o,3 = — 

a a- a3 

et nous pouvons continuer la même méthode pour déterminer ¿0,4, 
/o,5 , . . . . En général nous aurons 

(62) ( - 1 ) " - 1 
nhcn~2 

(n = 2, 3, 4, . . . ) 

Au lieu de démontrer directement cette formule, nous allons calculer 
à l'aide de la formule (54), l'expression de ¿m,ru connaissant les valeurs 
(62) de ¿ o a i n s i que 

-A ^ ii ¿0,1 = — , et /m,o = 0 

pour toute valeur entière de m, positive, négative on nulle. 
Nous démontrerons de cette façon (jue / — o et nous aurons en 

même temps l'expression générale de /,n,n • Nous aurons d'après les 
formules (50) et (52), 

;1 = 1 am—n+i Jm(m+l)...(m+n-2)hn_2 , m(m+i)...(m+n-3) hn_3£ 

"m,n a [ 1 - 2 . . . ( i - l ) " " 1.2...(n—2) 

+cl 2 m ( m + 1 ) - ( m + n - 4 ) / t " ^ + . . . + ( - i ) - 2 ClZl - C"_2j 
1 . 2 . . .(/i-3) 1 J 

- 2 J l a m-n+2 /irm(m+l)...(,>t+n-3)/in_ :, m(m+ l ) . . . ( » 1 + ^ - 4 ) , ^ c 

a2 [ 1 . 2 . . . (n-2) " 1 . 2 . . . ( n - 3 ) 

m(m+ l ) . . . (m+ , t-5)/ t n_ 5 c . i +^ _3 ^ « ¿ . J 

1 . 2 . . . ( ? i - 4 ) 1 J 

+ 

nhcn~2 
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ou bien 

il n = a—/* I m(m+1)-(m+W-2) h»-* —CL2 m(m+1)-(m+"-3) hn-3 c 
I 1 . 2 . . . ( n - l ) 1 . 2 . . . (n-2) 

1 . 2 . . . (n-3) 1 

2/i [" m (m+l)...(m+n-3) (m+!)...(m+n-4) ^ g 

[ 1 . 2 . . . ( n - 2 ) 71 3 1 . 2 . . .(n—3) 

1 . 2 . . . (n-4) ' 1 J 

+ 3 4 m ( m + 1 ) " ' ( m + n - 4 ) m ( m + 1 ) - ( m + n " 5 ) A— * 
l 1 . 2 . . . ( n - 3 ) 1 . 2 . . . (n-4) 

+CÎ.4 m ( m + 1 ) " ' ( m + n " 6 ) i H 
1 . 2 . . . (n—5) 1 J 

+ ( — I)»"1 ncn~21 

Nous pouvons écrire 

(63) zi, n = am~~n h [A0 hn-2 + Ax /1*-3 c + . . . + An_2 c»- 2 ] 

où 

A _ 2) _ 2 m (m +1). • .{m + n—3) 

° 1 . 2 . . . ( n — 1) 1 . 2 . . .(n —2) 

a r l w(m+l)...(m+n-3) , ro^i Q1 m (m+l)...(m+n-4) — —tsn—2 — + lzCn—3 + O I > 
1 . 2 . . . (n-2) J 1 . 2 . . . (n-3) 

a - r 2 m ( m + 1 ) - ( m + r a ~ 4 ) ro/-2 . / n m (»»+l)...(m+n—5) 
1.2.. . . ( n - 3 ) 1 . 2 . . . (n—4) 

(64) 

Au = (—1)*C"_ w ( m + l ) - . . ( m + n — 7c — 2) 
" 2 1 . 2 . . . ( n - f t — i ) 

+ (-1)"-» [2CL3+3CÎ=l+ . . .+ ( / c + l ) C L , - 2 + ( / c + 2 ) ] T O ( m + 1 ) - ( m + n ^ - 3 ) , 
1 . 2 . . .(n—k—2) 

An-2=(—i)»-2(m-n). 
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Nous avons 

A0 _ + " ~ 2 2 W m + j ) . . . ( m + n —3) 
l J 1 . 2 . . . ( n — 2 ) 

c'est-à-dire 

m — n r o ( w + l ) . . . ( m + n — 3) 

n — 1 1 . 2 . . . ( n —2) 

Ensuite 

A = _ [ ( „ _ 2 ) m + re~3 _ 2 („ _ 3) - 3l m ( m + 1 ) - - - ( n H 

L n — 2 J 1 .2 . . . ( „ — 
+ n — 4 ) 

3) 
c'est-à-dire 

, _ m — n ! m (m + 1 ) . . .(m + n—4) 
A-t — ("n—1 

71 — 1 1 . 2 . . . ( 7 1 — 3 ) 

Nous avons également 

m +7i—4 0 (n—3)(ti^-4) [ 2 771 +71-

71—3 1 .2 
- 3 ( t i — 4 ) — 4 

m(77i+l).. .(m+7i—5) 

1 . 2 . . . (ti—4) 

ou 

c'est-à-dire 

A2 = (m — ri 
71 —2 m (m + 1 ) . . .(m +71 —5) 

2 1 . 2 . . . ( n — 4 ) 

m — 71^2 m (m + 1). . .(m + n — 5 ) 

n — 1 1 . 2 . . . ( 7 1 — 4 ) 

En général, d'après l'expression de AK, nous pouvons écrire 

= ( - i ) " C L 2 m ( m + 1 ) - ' • ( m + n ~ / [ ~ 2 ) 
V ' 1 . 2 . . .[n —k —1) 

+ (— IV*C*!1 m ( w + 1 ) • • • ( m + n — k — 3) 
' " 2 1 . 2 . . . ( n — A — 2 ) 

+ ( - 1 ) * [CÎ+i + 2 C Î - , + 3 C £ l ! + . . . 

+ ( * + D C L _ 2 + <* + 2 ) ] " ( » + D - • • ( » + " - * - 3 ) . 
1 . 2 . . . (n — H — 2) 
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.Mais 

Citl + 2C,*-a + 3C"nZ\ + . . . + (k + 1) CLk-2 + (/c + 2) = 

de sorte que 

A / m+^i—A* — 2 ( m - f 1 ) . . /c—3) 
1) | C » - 2 n—A—1 J 1 . 2 . . . ( n - k - 2 ) 

n ( n — 1 ) 1 

( n - / c - l ) J 
/ i M, [m -\-n — /c— 2 , n — k — 2 

= i - ' 1 ) * ; — — + 
L n— k— 1 

CL: 
m 

k+i {k+i)(n 

(m + i ) . . .(m + n—k— 3) 
' 1 . 2 . . . (/i — /c — 2) 

Si nous faisons les calculs, la parenthèse se réduit à 

m — n 

n — k— 1 

et par suite 

^ __ ^ m — n çk ^ m (m + 1). . . {m + n — k — 3) 
n— k—i 1.2.. .(n —k —2) 

c'est-à-dire 

Af _ ( l)*m~nÇk 1 m ( m + •• + n —3) 
n — '1 1.2.. .(n —k —2) 

Cette formule est bien en accord avec les expressions de A0) A1} A2 

trouvées plus haut, ainsi qu'avec celle de An_2> La formule (63) peut 
donc s'écrire 

(65) 

1 . 2 . . .(n—2) 

m (m + 1). . . (m n — 4) 

1 . 2 . . . ( n - 3) 

m (m + 1 ) . . . (m-\-n—k--3) 
1.2...{n— k—2) 

La formule (65) montre que 

4 n = 0 , 

et par suite la valeur (62) de /.0 n est exacte. 
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La formule (65) est valable pour n > 2. Pour n = 1 nous avons la 
formule (57), c'est-à-dire 

(57) 

Nous allons maintenant transformer la grande parenthèse de la for-
jnule (65), pour donner l'expression définitive de la solution A^» et 
mettre en évidence une propriété de cette solution. 

26. Dans la formule (65) remplaçons h par ab + c, et désignons par 
P la grande parenthèse. 

Nous aurons 

1 . 2 . . . ( n - 2 ) V ' 1 . 2 . . . ( n - 3 ) 1 ' 

+. . . + ( - l ) *C !L 1 m ( " t + i ) - ( n l ^ ~ / t " 3 ) (ab+cr-*-*c*+...+(-l)-2CÎ=îc»-2 

i.2...(n-k-2) 

= B0 {ab)"-* + B1 (a&)»-3 c + . . . + Bn_2 c»"2 , 

où les coefficients B0, BXi . . . , 2 sont donnés par les formules 
m (m + 1)... (m + n — 3) 

~ 1 . 2 . . . ( n — 2 ) 

1 m (m + 1). . .(m + n — 3) m (m + 1). . . ( m -f n — 4) 
«Dl = W i - 2 — ; — Isn—1 " 

1.2. . . ( n — 2) 1 . 2 . . . ( h — 3) 

2 m(m+l)...(m+7i-3) m(m+l)...(ro+/i-4) 
L>o = U/i_2 : Ĉ n—1 ^n—3 

1 . 2 . . . («—2) 1 . 2 . . . ( n - 3 ) 

m(m+i)...(m+n—5) 

1 .2 . . .(n—4) 

m ( m + 1 ) . . . (m +/i— 3) i m {m + 1 ) . . .(yw+fi--4) 
1JI; = C/ fi 2 Un_lOn_3 

1.2...(h—2) 1.2... (n—3) 

. „2 m(m+:L)...(m+n-5) * „ m(m+l).. .(m+n-fc-3) 

3 
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Nous pouvons écrire 

B, 
- F 

ri — 2 m + n — 3 i "] m (m + 1 ) . . . (m + n — 4) 

n —2 1 . 2 . . . ( n — 3 ) 

c'est-à-dire 

B 1 = 
m — 2 m (m + 1). . . (m + n — 4) 

1 ' 1 . 2 . . . (* — 3) 

Nous avons également 

B = r(7i—2) (71—3) (m+71—3) (m+n—4) _ ç l n—3 m +77-—4 2 1 
2 ~ " [ 1 .2 (71—2)(7Z—3) 71 -1 1 71—3 " " J 

m (m + 1 ) . . . (m + n — 5) _ ["(m + 71 — 3) (m + 71 — 4) 

1 . 2 . . .(71— 4) [ 1 7 2 
1 771+71 —4 2 "1 m (m + i ) . . .(m + 71—5) - c w ^ i — 1 +a 

Mais 
H 1 . 2 . . . ( t i — 4) 

(m+77.—3) (m + 7 i — 4 ) x m+n—4 —2) (T?7—3) 
Cn_i r (-ri 1 = = 

1 . 2 1 1 . 2 

' de sorte que 

_ (m — 2) (m — 3) m (m + 1)... (m + n — 5) 
5 l T 2 1 . 2 . . . ( t i — 4 ) 

En général nous avons 

B = [(n—2) (71—3)... (71—k—1) (m+n—3) (m+7 i—4) . . . (m + n—/c—2) 

[ 1 . 2 . . . * [n—2) (71—3)... (7!—/c— 1) 

(ti—3)(tz—4).. .(ti—Ar—1) (m+7i—4)(m-\-n—5).. .{m+n—k—2) 

1.2...(k— 1) ( n — 3 ) ( t i — 4 ) . . . 

771(771 + 1 ) . . . (m + 7i — k—3) 
+ . . . + ( - i ) * c L i 

Bk 
|~(77l + 71 

1 . 2 . . . ( 7 1 — k — 2 ) 

— 3) (m + n — 4 ) . . .(m +71 — k — 2) 

1 . 2 . . . k 

(m + 7 1 — 4 ) (m + 7 1 — 5 ) . . . (m + 7 ? — k — 2 ) 

n _ 1 1 . 2 . . . (/c—1) 

, r 2 (m +71— 5) (771 + 7 1 — 6 ) . . . ( m +71— k — 2) 
*+" n̂—1 r— 

1 . 2 . . . ( k — 2) 

_ + ( _ i ) * ç * _ " 1 m ( m + 1 ) - - - ( m +7?. — A- — 3) 
J 1 .2 . ..(n-k— 2) 
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On démontre que 

(m+n—3) (m+ra-4). . . (m+n-k-2) t (m+n-4) (m+n-5).. . (m+n-k-2) 
cn_i 

1 . 2 . . . f t 1 .2 . . . (/c - l ) 

2 (m 5) (m +tz—6).. . (m +ti—ft—2) , 
+ 1 . 2 . . .(ft — 2 ) • • • + ( - ! ) * C - i 

_ ( w — 2 ) (771— 3 ) . . . ( m — ft — 1) 

1 . 2 . . . / c 

et par suite 

B k 

_ (m—2) (m—3).. .(m—ft—1) m (m+1) . . .(771+71—ft— 3) 

1. 2 . . . /c 1 . 2 . . . ( 7 1 — f t — 2 ) 

La formule (65) devient donc 

(66) 

4 . - S L Z J a ^ a t + c ) f " ( m i + ; ) " ; ( m + " ~ 3 V > " - 2 

n — 1 1 . 2 . . .(71—2) 

771 2 771 (m + 1 ) . . . (m + 71 — 4) + 

+ 
1 . 2 . . .(/i — 3 ) 

! («¿»)n-3 c 

(77l-2)(m-3)...(m-ft-l) 771 (771+ !)...(772 + 71—ft—3) , 2 A 

1 . 2 . . . f t 1 . 2 . . . ( / i - f t - 2 ) ' 
+ 

(771—2) (m — 3). . .(771 — n + 1 ) tn_2 

1 . 2 . . . (n — 2) 

Telle est la formule définitive que nous avions en vue. Elle s'applique 
quelque soit m positif, négatif ou nul. 

27. Pour 77i = 0, la formule (66) donne 

an 

c'est-à-dire la formule (62). 
Pour 77i = 1, la formule (66) donne 

¿1, * = [(ab)»-* - (a*)*"3 c + . . . + ( - 1 c»"*] 

Pour m = 2, nous avons 

formule analogue à la formule (59). 

3" 
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Pour m —3, 4. 5, . . . , n — 1, nous avons 

„ = - /'¿n-3 [C* a i + C l -1 c], 

(67, = -ï—lhb»-* [Cn+t (aby- + + C|C3_i c2], 

„ = - h b " - * [CUz (ab)> + Ci Cn+i W c+C\C* ( a i ) . c= 

+ C3 3C*_ l C ' ] , 

n = — hb [Clâîi (ab)"-3 + 3 CÎ--5 («6)n - 4 c 
— 1 

+ CÎLs CLZÎ ( a i ) " - 5 C2 + . . . + Cn—3 C L i C - 3 ] . 
Pour ï» n, nous avons 

(68) 4 B = ^ ^ am~n h [ C ï i - 3 ( « ¿ ) n - 2 + CL-2 C ; L * (ab)n~3 c 
n — 1 

. + Cl_2 CZ+n-s (aby-'> c'- + . . . + c r i C = î c"-2 ] . 
Il est important de remarquer qu'on peut résumer les formules (67) 

et (68) dans la formule 

n — :L 
n —4 

n — 1 
n — 5 

n — 1 

1 

(69) 
-i m— n cib + c dm~l riw « , , . Nm 
rm, n [bn~x ab +c) m ~ 2 ] 

n _ l ( m — 1 ) ! dbm~l m > 2. 

En effet il est facile d'identifier la formule (69) avec les formules 
(67) et (68). 

Il s'ensuit que si nous posons — = u, les grandes parenthèses des 
c 

formules (67) et (68) sont des polynomes en u, ayant toutes les racines réelles, 
distinctes et comprises entre —1 et 0. 

Cela résulte de la formule (69). 
28. Pour m = — 1, —2, —3, . . . , — ( n — 3 ) , nous avons 

;._i\„=(—î)"-1 c - 3 [cUab+c\cl ci 
n—t a n + 1 

;. J , n = ( - i ) " - ' ~ - A ; c " - 4 [ c L i ( a i ) 2 +clcl(ab,. c+cîcl+,c2], 
n—1 

+CÏCt+2c3}, 
™ n - l a » « 

; . _ ( U , , „ = ( - l ) n - i ^ J L c [ C Ï I ? ( a i ) » - 3 + C i _ 3 C r 2 ( a i ' ) n - 4 c 
n—1 a2"-J 

+ . . . + c ^ c 2 " z ! c n - 3 ] 
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et pour m = —/>, où p > n —3, nous avons 

Si nous posons — = u, da/is les grandes parenthèses des formules 
c 

(70) et (71), on obtient des polynomes en u ayant toutes les racines réelles. 
En effet les polynomes en u des formules (70) peuvent s'obtenir en 

1 
remplaçant u par —dans les polynomes des formules (67). De même 

u 
le polynome en u de la formule (71) se déduit du polynome en u de la 

1 
formule (68) en remplaçant m par p + 2 et u par 

u 
29. A l'aide du problème posé au No. 24 et traité dans les N-os 25— 

28, nous pouvons résoudre le problème suivant. 

Trouver la solution de Véquation: 

(72) Um> n = CLUM-1, n + ¿"m, n - 1 + CLLM-LT n - l 

sachant que 
Un n = 1 

™ u - 0 

pour toutes les valeurs entières de nzp£ p} et 

(73) um,0 = 0, 

pour toutes les valeurs entières de m, positives} négatives ou nulles. 
Cette solution sera désignée par /m, n* 
Il est évident d'abord que 

; p — 0 

pour n p + 1 et quel que soit m. 
Si nous posons 

m — p — 1 + mL , n = p — 1 + nx 

et 

(74) /Jlf n — Âp—i+nii, p—1+7Î! = nt 

nous voyons que Vn,lttïl satisfait à l'équation (72) et que nous avons 

= 1 
v „ , , », = 0 p o u r Î h j é i 

V W l , „ = 0 (mL = 0 , 1 , 2 , . . . ) 
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II résulte alors CFUC Vnix y nt est la solution du problème posé au No. 
24, qui est donnée par la formule (66). 

Nous aurons donc 

(75) 

n= ^ a'"-nh ¡(»r-P+W'n-p+lUm+n^p-1) 

n - p [ 1 . 2 . . . ( n -p -1 ) 

m-p-1 (m-p+i)(m-p+2)...{m+n-2p-2) ,b)n_p_2 q 

1 1 . 2 . . .(n-p-2) 
+ 

p — 2 ){m—p—k) 

1.2. ... k 

(m—p-f-1) (m—p+2) . . .{m+n—2p— k—î) 

1 . 2 . . . ( n — p — k — 1 ) 
(ab)n-P-li~ h* 

+ • 
+ ( m — p — 1 ) ( m — p — 2 ) . . . (m— n + 1) 

1 . 2 . . . ( n — p — 1 ) 

pour ;> p + 1 , et pour n = p. 

(75', ;P p = 
' m, p " 

30. Nous allons nous occuper maintenant de Tau Ire problème élé-
mentaire posé au No. 21, c'est-à-dire: déterminer um>ny sachant que 

up,o = 1 

(76) um> o = 0 

(77) Wn,n = 0 

Cette solution sera désignée par 
II est d'abord evident que 

K,n = 0 

pour m p 

(n = 1 , 2 , . . . ) 

pour 
m < p et rc < p. 

Nous allons démontrer que 

b y 
(78) 

et que 

(78) 

pour /i p. 

' • ' • " H t ) ' 

< „ = 0 
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Il suffira de résoudre l'équation (72) connaissant les conditions (76) 
cL (78) et de prouver ensuite que les relations (77) sont satisfaites. Pour 
cela nous appliquerons la formule (30) qui nous donnera 

] dn~x 
[am-p-1 + 

(79) 
(n — 1 ) ! dcin-

f bV 1 dnl~l 
- — * [bn~P-i (ab + 
U J ('« — i) ! 

c)»]. 

Dans cette formule on supposera m > p et n > p. 
En faisant m = n, nous aurons 

K , n = — [ a " - ' - 1 («6 + c)»] 
— :l ) ! dan 1 

U J {n—i Ln—1 -1)! dbn 

et en développant les calculs, nous aurons 

/'n, » = h [Ci a—P-> b»-< + c l CLP-1 a"-"-'- 6 - » h 

+ clcLp-i a"~p~3 A*+---+crp bp /i"-"-1] 

— )" [Ch a " - 1 + c l C i _ p - 1 6 n - p - 2 a — 2 A 

+ C 3 C 2 _ P - i i - ' ' - 3 a " - 3 A* + . . . + C r P C ^ - î 

c'est-à-dire 

K , n = 0, 

ce qui prouve que la formule (78) est démontrée et que la formule (79) 
donne la solution du problème pour m > p et n > p. 

Il réste à donner la solution du problème pour m^-p et n ^ p et 
ensuite pour m ^ p et n^ p. 

31. Supposons m ^ p et n ^ p. 
L'équation (72) montre que 

(80) flPp,n=b (» = 0 , 1 , 2 , ..., p — 1) 

Nous allons déterminer d'abord fi^ n pour n < p. 
Nous voyons que fi^ nest la solution de l'équation (72) qui correspond 

aux données (80) et aux données 

<"m.o= 0 (m = p + 1 , p + 2, ...) 
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Il est facile de voir que nous pouvons écrire 

A,m>n = iM«.» t"m,n 

c 

o ù /'m,n est la solution de l'équation (72), satisfaisant aux conditions 

^ , 0 = 1 

Mp,»= 0 (n = 1, 2, . . . , p - l ) 

llm, 0 = 0 (m = p + 1 , p + 2 , . . . ) 

et est la soultion de l'équation (72), satisfaisant aux conditions 
1 

f Ç - i , n = o (* = 1, 2, . . . , P - 1 ) 
= 0 (m = p, P + 1 , . . . ) 

En utilisant la formule (25) du No. 14, nous autons donc 

c 1 b d71-1 
z/P ~ [am-^"1(a& + c) n - 1 ] + [am~~p («6 + c)71^*11 
' »h » ! dar^~i L v y j , ^ ^ L J 

c'est-à-dire 

(81) 
(7i—l)l dan 

De cette formule, nous déduisons aussi l'expression de ¡¿m, p j en uti l i-
sant la formule (30). Nous aurons 

(82) 
i a*-1 

— [AM-P-1 (ab + C)P] — AM-P BP 
( p — 1 ) ! daP~ 

32. Supposons maintenant m ^ p et n p. 
Déterminons d'abord n dans le cas m < p. L'équation (72) nous 

donne 

(83) < p = - a - (m = 0 , 1 , 2 , . . . 1) 

Il résulte que ^ n sera la solution de l 'équation (72) qui correspond 
aux données (83) et aux données 

M p o , n =0, (n = p + J , p + 2 , . . . ) 

Il est facile de voir qu'on peut écrire 

' m, n 1 ' m, n 
c J 
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o ù ^'m,nc s l l a solution de l'équation (72) satisfaisant aux conditions 

K[ P = 1 

/'"„ = 0 (n=p+ l,p + 2 , ...) 

/'m,P = 0 ( m = 1, 2, p — 1 ) 

et où //jJtT/n est la solution de l'équation (72) satisfaisant aux conditions 

0, p—1 = 1 

< „ = 0 

Pm,p-i = 0 

(n = p, p + 1 , . . . ) 

(m = 1, 2, . . . , p — 1) 

Nous aurons donc, en utilisant la formule (25) 

c 9m~1 
— [ ^ - f - 1 ( a6 +C)"1-1] 

|_(m— 1 ) \db 

dm-1 

(m—1)! 
(flfc -h c)w~1 

c'est-à-dire 

(84) 
( b \p 1 d m ~ l 

MP = — LL [bn-P-1 (ab + -
A m ' n [a ) (m—1)! 36m~"1 V 

Dans le cas m = p, on établit comme plus haut que 

(85) 
( b\P 1 dbP-1 

> = — — [b^P-1 (ab + C)P] + 
p'n [ a ) (p—1)1 ÔP"1 L ^ 

bn 

En résumé, la solution du problème posé au No. 30, est donnée par 
les formules (79), (81), (82), (84) et (85). 

33. Le cas p = 1, est particulièrement intéressant. 
La formule (82) donne 

Mm, 1 = am~2 (ab + c) — flm~1 b 

c'est-à-dire 

(86) 
De môme, la formule (85) donne 

b_ 

a 

m - 2 c (m = 2, 3, 4, 

c'est-à-dire 

(87) 

//} n= bn~2 (ab +c) + bn 

' a 

/ « } _ „ = - - f c " - 1 (« = 2 , 3 , 4 , . . . ) 
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Pour donner l'expression de npour 771 >-2 et 7i]>2, on peut employer 
la formule (79), ou bien suivre la méthode suivante. 

D'après les formules (86) et (87) ainsi que //} t = 0, il résulte que 
nous pouvons écrire 

i = • 
^m, n n ^m, n 

OÙ //m>n est la solution de l'équation (72) qui correspond aux données 

t*i*o= 1 

//m,o = 0 (m = 2, 3, 4 , . . .)• 

= 0 = 1> 2> 3> •••) 

et où est la solution de l'équation (72) qui correspond aux données 

y'o, î = 1 

A , 1 = 0 (77Z=1, 2, 3, . . . ) 

//o,n = 0 ( n = 1, 2, 3, . . . ) 

En appliquant la formule (25) du No. 14, il résultera que 

(88) K , , - , 777 ^ [ ^ ( a ^ c ) " - ! ] - A [a^ (ab+c)n~2] 
(n-1) ! do" - 1 a (n—2) ! ôa" 2 

Nous allons transformer cette formule. 
1°. Supposons m n + 1. En développant les dérivées de la formule 

(88), nous pouvons écrire 

ï l , n = c [ a " - 2 6 - i + C L - 2 a m — 3 f r - * / i + a » ' - 4 f c — 3 A» 

+ • • • + CÎZÎ 

_ i + C^ C»_2 a—2 b»~3 /, + CL-i CL2 /i2 

+ . . . + C„"ZÎ C^Z; A"-2] 

c'est-à-dire 

(89) < n = c/t [ ( C _ 2 c L i - c i _ t C , U ) a™- 3 6 » - 2 

+ (Cm-2 CÎLi — c L - 1 C^_ 2) a ' " - 4 h + . . . 

+ (C^-lC^-C^iClzî) a°>-Hk"-z+CZzla»>-"-lh«~-) 
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Remarquons que 

Ch—2 ci—1 — Cm—1 Cn—2 = m — n 

et qu'en général, nous avons 

ru r k r h r k {m-2 ! (n—2) ! r n~\ m—l 1 
UN—1 UM— 2 — CN—2 T-'M—1 

(/c) !2 (m-k-2) ! (n—k—2) ! [n-k-1 m - / c - i j 

m—n ( m — 1 ) ! ( i - 2 ) ! 

c'est-à-dire 

m— i ' (m—/c—l)!/c! ' (n—k-~l)\(k—l)\ 

rh rli rh rh _ ™ — n k 
UN—1 UM__O UN—2 UM—1 — " U M _ I U N _2 . 

7« I 

Cette formule sera appliquée pour k = 2, 3, . . n —2. 
Nous avons aussi 

(m — 2) (m — 3) . . . (m — n) m — n (m — 1 ) . . . (m — n +1) 
u m _ 2 

1 . 2 . . . ( n — 1) m — i 1 . 2 . . . (n — i ) 

c'est-à-dire 

rn—\ _ m —n rn—\ 
Um—2 r u m _ l . 

771 1 

Nous pouvons donc écrire la formule (89) sous la forme 

t'I -n = ^ - tëLi a»-2 + CÎU C'n_2 «"-» A + • •. 
77i—1 a 

+ Cn=2 aTO-n+1 4- C - î C ï z l a™-* /i"-2]. 

On reconnaît facilement que la parenthèse est identique à 

1 5 7 1 - 1 

[ a m - 1 (a& + c)"-2 ] , 

de sorte que 

(90) /<i,n = 
77?. — n ch 1 

m — 1 a (TI — i ) ! 0a*- 1 
[am~x (ab + c)"-2 ] 

Telle est la formule que nous avions en vue. 

2°. Supposons maintenant que m-¿C n — 1 . Nous avons dans ce cas 

t'l,n=c[a>»-'4" Cm—2 ci—i CLm~2 bn~2 il 4" ... /l—2] 

— ~ [r/^- 1 i>»-2 4 - Cm_i C L 2 a " 1 - 2 ¿>»-3 /i 4 - • • • 

+ cizï c ^ ; /i—2 + c z l 
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K,, n = eh [(c:„_2 c L i - « n - 3 + ( c t - s c i U 

- c i _ , cr,_2) om—4 6 » - 3 /• + . . . + ( C = l C = ? . ],n~m 

a 

En remarquant que 

m _ l m — 71 ^m—2 
O /I—2 ° n—2 J 

771 — 1 
nous pouvons ecnre 

m — n ch 
52. am—2 6n"~2 + C i -2 a—3 ¿n-3 + . . . 

/ra — 1 a 

On reconnaît que la parenthèse représente 

1 dn—1 
a [a^iab + c ) n ~ 2 ] , 
r/.71—1 ( n — 1 ) ! dan 

de sorte que la formule (90) est valable aussi pour m n —1. Elle est 
valable aussi pour m = n, car nous avons dans ce cas n = 0. 

En résumé, dans le cas p = 1, nous avons les formules (86), (87) et 
(90) qui donne la solution du problème posé au No. 30. 

34. Le troisième problème élémentaire posé au No. 21, c'est-à-dire 
la détermination de la solution um) n de l'équation (72) que nous avons 
désignée par rm>Jl, et qui satisfait aux conditions 

i'o>o = 1 

i'tCj 7i = 0 (n = 1 , 2, . . . ) 

Vm,o = 0 (m == 1, 2, . . . ) 

est très simple 
Il est évident que nous avons 

(91) 'm, n = 0 (m s * 0) 

Pour avoir la valeur de v0> n nous ferons dans l'équation (72) m = 1, 
ce qui nous donnera 

d'où il résultera que 

(91') 

a >'o, n + C r0t „ _ 1 = 0 , 
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35. Nous avons ainsi résolu les trois problèmes élémentaires posés 
au No. 21, et par suite la problème général de la détermination de la 
solution de l'équation 

"m, n = aUm—1, n + hitm, n—i - f C U m _ l f 

connaissant les valeurs de um>0 et un,n quelque soit les entiers m et n. 
Dans le cas où a = 0, les résultats précédents rCont pas de sens. Les 

seules données wm>0 suffisent pour déterminer um,n lorsque m^n. 
En effet, en faisant n = 1, l'équation précédente devient 

iim, î = bumi0 + cum—1)0 

En faisant n = 2, dans la même équation, on trouve 

Km, 2=b2 umi o + 2 bcum—lt 0 + C2 Um—2, 0 

et de proche en proche on démontre que 

Mm, n=bn Um> o + Ci bn~]1 CUm—1, 0 + . . . + Cn Um—nt 0. 

36. Nous allons faire une application en considérant l'équation 

(92) Mm, n = um—1, n + um—\, n—1 

qui relie trois nombres du triangle arithmétique de P a s c a l . 
Nous avons dans ce cas 

a = 1, 6 = 0, c = 1, h = 1. 

La formule (75) nous donne 

p __ (m—p—1) (m p 2) . . . (771 — n) 

< 9 3 ) 771,71 1 . 2 . . . ( n - p ) 

pour n > p + 1, et 

(93) P+i = /7i — p — 1, ¿m, p = 1 

pour 7i = p + 1, et n — p. 
Nous avons enfin 

(93) ¿ £ , » = 0 , 

pour n < p. 
On peut remplacer les formule (93) par les suivantes 

= 0 si 71 < p 

( 9 3 ' ) /.m, n = CnPÎ-1 s i 71 > p e t m > P + 1 

/m, n = ( — l ) n " P C^PL si 71 > P et 771 < p. 

Les formules (79) et (81) montrent que 

(94) /<m,n= C S 4 - I si 771 > p. 
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Les formules (84) et (85) montrent que 

(94) K , n = 0 , 

et la formule (80) montre que 
0 

(94) = 

Enfin les formules (91) et (91') montrent que 
_ 0 si m ^ O 

l'm, n = \ . n 
—1) SI TU = 0. 

11 résulte alors d'après les formules (93') et (94) que la solution géné-
rale de l 'équation (92) sera pour m > n 

si m < p 

si n ^ O 

si n = 0. 

(95) 
i = C/n—2 Ml, 1 —3 u2, 2 ~b • • • H" Cm—n—1 lln, n 

+ Cm—2 Mi, o + Cm—3 ^2, o + • • 
_1_ Pn—* • *T" ^ n—1 um—n, o 

et pour m < n 

(95') 
( l ) n m \Cn—m Um, m Cn—m Um + m + l • • • 

La formule (95) a été donnée aussi par M. A n t o n i o C o l u c c i 1 ) . 
On obtient le cas des nombres du triangle ar ithmétique de Pascal, 

en prenant 

l'm,0 = 1 [m = 0, 1, 2, . . . ) 

" » , » = 1 (n = 0, 1, 2, . . . ) • 

Nous avons dans ce cas, pour m > n 

um, n = Cm—2 + Cm—3 + . . . + C°m—n—i + Cm—2 + ^m—3 + • • • + C\¡—î. 

On sait que 

Cm—2 + Cm—3 + . . . + m̂—n—1 = C^Z.\ 

de sorte que 

c'est-à-dire 

Cm—2 + Cjn—3 - f . . . + = C"^ 

um, n = Cm__i -}- C^—} , 

um, n — Cm 

») A n t o n i o Colucc i , 5u di un'equazione funzionalc e sua relazione con una 
proprietà carattcristica dei coefficienli binomiali (Giornalc di Malematiche di Batta-
glini, 1925, p. 132). 
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Lorsque m < n, la formule (95') montre que 

"m,n = 0, 
parceque 

Cn—m Cn—m + • • • + ( l)7*—m Cn_™ = 0. 

V. DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION 

1 

1 — ax — by — cxy 

37. Si nous développons la fonction 

1 

SUIVANT LES PUISSANCES DE x ET y 

1 — cix — by— cxy 

on obtient 

1 
(96) : : = 1 «m, » Vn 

I — ax — by — cxy 
Il s'agit de calculer wmjn . 

En faisant y = 0, on a 

1 
= "0,0 + "i,o s + "2fo + • • • 

1 — ax 

d'où il résulte que 

(97) «m,o = am (m = 0, i , 2, . . . ) 

On voit de la même manière que 

(97) = (n = 0, 1, 2. . . . ) 

D'autre part, de l'identité 

1 = (1 — as — by — cxy) {Zum, n yn) 

il résulte que 

( 98 ) Umt n = a w m _ 1, n + ¿"m, n—1 + « / m _ i f n - 1 • 

La détermination des coefficients um>n se ramène donc à la résolution 
de l'équation (98) avec les données (97), ce qui constitue notre problème 
fondamental, traité dans le premier chapitre. 

Nous pouvons appliquer la formule (30), mais il est plus simple de 
procéder comme il suit. 

Nous voyons que nous pouvons écrire 
_ 1 , 

um, n "m, n 
C 



48 

où u'm>n est la solution de l 'équation (98) qui satisfait aux conditions 

w - 1 , - 1 = 1 

n = 0 (n = 0 , 1, 2, . . . ) 

= 0 (ro = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

Il résulte d'après la formule (25) que 

(99) 
'I An 1 Am 

um, n = - L f L [ a - (ab + c)»] = ~ [b* (ab + c)™] 
n ! dan m ldbm 

Il résulte d'après les considérations du No. 16, que si m = n, nous avons 

Um> m = (ab)™ + (Cl)* (ab)»-i h + . . . + (C)2 A» 

= « ( a i ) « + Cl C?m_, c + . . . + C Î C " . 

Si m > n. nous avons 

t'm, „ = fl—» [(«¿)» + c l ci ( a b A + . . . + CC» /i"] 

= a—» [ C + n ( « t ) " + C l C n - . ( a i ) " - 1 <? + . . . + C O » ] . ' 

Si m < /i, nous avons 

«m, n = b"~m [(abr + Cl Cl (ab)™—1 h+...+Cl C™ 
= &—» [ « + » ( « 6 ) » + C i , C 2 + I _ 1 ( a i )—» c + . ; . + C C ™ C»]. 

.EN posant — = M, ZES grandes parenthèses de ces formules sont des 
c 

polynomes en u, ayant toutes les racines réelles et comprises entre — 3 et 0. 

VI. UN PROBLÈME SUR LE DÉVELOPPEMENT 

DE LA FONCTION , SUIVANT 
1 — ax — by — cxy 

LES PUISSANCES DE x ET DE y 

38. Nous allons faire une nouvelle application, en cherchant une fonc-
tion de y, 

/(!/) = i - H ' i î / + + . . . 

telle, que dans le développement de 

F (xi y) {-ÎÉ , 
L — ax — by — cxy 

suivant les puissances de x et de y, les coefficients de xy, x2yly a;3?/3, . • ., 
soient tous nuls. 
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•Ce problème nous conduira à un système d'équation linéaires à une 
infinité d'inconnues, qu'il est intéressant ,de résoudre. 

En posant 

F (xy) = Zlbn, n xm yn , 

l ' identité 

1 + <>iy + VzV2 + • • • = (i —ax—by —cxy) Zum,nXmy11, 

nous donnera 

( 1 0 1 ) unlt n = aUmr-l, n + ¿ " m . n — 1 + CUm-.i, n—l 

et Um,O = am (m = 0, 1, 2 , . . . ) 

(102) U0, b+ . . . + vx ^ + b» (il = 1 , 2 , . . . ) . 

Nous pouvons écrire 

( 1 0 3 ) Um> n = u'm>n + uZ, n 

où u'mt11 est la solution de l'équation (101) correspondant aux données 

' . (104) t4/o = 0 (m = 0; 1, 2 , . . . ) 

u'0) b+... + b»-1 + bn (n = 1, 2 , . . . ) 

et u\n est la solution de l'équation (101) correspondant aux données 

(105) = ( m = 0 , 1, 2 , . . . ) 

<» = 0 (n= 1, 2 , . . . ) . 

Il est facile de voir que nous pouvons écrire 

*t t o> w 
um, n~ Vm, n H ^m, n 

C 

où v'mt n est la solution de l'équation (101) correspondant aux données 

= 1 

< 0 = o (m = 1, 2 , . . . ) 

< , = 0 ( n = i , 2 , . . . ) 

et n est la solution de l'équation (101) correspondant aux données 

1 = 1 • 

(m = 1, 2 , . . . ) 

< tn = 0 (n = 0, 1, 2 , . . . ) 

Nous aurons d'après la formule (25) 

r fin—1 a fin 
0 0 . [ a m - i ( a 64-c )" - 1 ] + — — [a771"1 (ab + c)*]. 

( n — l ) I ôall~l n\ dau 
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Mais 

JL ± - [ar»-i(ab+c)»]= ^ — [ a ^ I f l H c M 
n ! dan n ! dan 

ah Ôn 

NJ} IN—L 
+ —-— S [am—1 (ab + c)n~*] 

( n — 1) ! ôan~~1 

de sorte que 

< n= h ^ [am—1 (ab+c)^] + — ^ [ a ^ (ab + c ) ^ ] 1 
[n ! dan —1) ! ôan 1 J 

c'est-à-dire 

( 106) 
n ! dan 

En revenant maintenant à la formule (103) et en utilisant la formule 
fondamentale (30), nous aurons 

il * 1 
(107) um, „ = «0, n a* + [(ab+ C)"»l 

(m—1) ! ôb 

En développant les calculs, nous pouvons écrire 

Um, n=U0tn am 

+ [CiAfl—1] 

+ Mo, n—2 [Ci h2am~2 + C CÎ Aa»-* 6] 
+ 

+ "0, 1 [CnmX arn—n+1_|_ ^ - 2 ^ ^ ^ _ ] 

+ [ C /|» + 6 T 1 A n - l a m - n - l & + . . . ] . 

En faisant m = n et ensuite n = 1, 2, . . . nous aurons pour satisfaire 
aux conditions 

"m, n = 0 (» = 1, 2, 3 , . . . ) 
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le système d'équations 

i/o, * a'1 

+ v0j n - 1 a n _ 1 Cl h 

+ u0>n-2 cin-2 [C* /ia + Cl C\ hab] 
m 

+ i#o, i *[CT~l h ^ + CT* C/i—2 h"~2 ab + ...+Cln Cnnh(ab)^\ 

+ \C\\ h»+CTl C U i ab + ...+C*n<%Z 1 /i(afi)—1]=0, 

où 7 i = l , 2 , . . . , 7i pour déterminer les inconnues i/0, i , i/0,2>---3 Wo.n-
Posons pour abréger 

(108) Wo, p « P = ab — a 

et 

(109) PI = a + c r 1 C}-i A*"1 a + . . . + ci q = î fo*-1 

où q = 1, 2 , . . n. 

Avec ces notations on peut écrire l'équation (107') sous. la forme 
suivante 

Wn + ¿>i "n -1 + P» Wn—2 + • • • + ^ + Pn = 0, 

et en faisant n = 1, 2, . . . , n nous aurons le système d'équations 

(110) 

+ Pi = o 

*>* + Pl^ + i>l = o 

«fc + P ^ n - i + Pn «V-2 + . . . + P * = 0 

qui déterminent de proche en proche w l 9 ÎV 2 , . . . , 
39. Tachons de résoudre les premières équations (.110), que nous 

écrivons sous la forme explicite 

+ h = 0 

"2 + (Ci h) wx + (Cl /t2 + Ci ha) = 0 

+ (Cl h) + (Cf /i® + Cl C\ ha) + (Cl /i3 

+ Cl C\ h-a + C3 Cl ha2) = 0 

+ Ci h) «>3 + (Cl h* + Cl C\ ha) îv2 + (Cl /t3 

+ Cl Cl Va + C\ Cl ha'1) Wl + (C\ /t4 + C\ Cl li*a 

+ Cl Cl h*a* + Cl Cl ha*) = 0. 
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La première équation donne 

= — h 

La seconde donne 

*v2 = 2h2 — [h2 + 2ha) 

c'est-à-dire 
w2 = li2 —2 ha. 

La troisième équation donne 

îv3 = — 3h (h2 —2ha) + h (3/i2 + 3ha) — (/i3 + 6/i2a + 3/ia2) 

c'est-à-dire 

îv3 = — A3 + 3/t 2a — 3Aa2. 

La quatrième équation donne 

<v4 = — 4A (— /i3 + 3A2a — 3ta2) — (6/i2 + ïha) {h2 — 2ha) 

+ JI (4A3 + 12/i2a + 4Aa2) — (/i4 + 12A3a + 18/i2«2 + 4/ia3) 

c'est-à-dire 

= /i4 — 4/i3a + 6/i2a2 — 4Aa3. 

En résumé, la solution des quatre premières équations (110) est 
la suivante 

w1 = (a — h) — a = — c — ab 

= ( a — /i)2 — a2 = c2 — (a&)2 

(a — h)3 —a 3 = — c3—{ab)3 

= (a — A)4 — a4 = c4 — (a&)4. 

En général, nous allons démontrer que si de proche en proche, nous 
avons prouvé que 

(111) w£ = (a — h)1 —a1 

pour i = 1, 2 , . . n —1, alors wn sera donné par une formule analogue, 
c'est-à-dire 

(112) wn = [a—h)n — an. 

Pour faire cette démonstration, il est utile de faire d'abord quelques 
transformations. 

40. Dans la polynome JPJ, donné par la formule (109) faisons la 
transformation 

h = a + c. 
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En développant les calculs nous aurons 

PI = Cl [<fi + C\ c*-ia + C\ c*-2a2 + ... + C\ a*} 

+ Or1 i*-1* + C\-! ci~2a2 + ... + Cjzl a«] + 

+ d a9""2 + CJ c a*"1 + C\ a*] 

+ CqqZ11Cln 1 

c'est-à-dire 

Pn= Cl cv + {Cl C\ + c r 1 Cj_ , ) c*~»a + . . . 

+ (Cn C°_, Cj + c r 1 Cj_, C p i + . . . + Cj_ , 
+ 

+ ( a c j + c r 1 q = î + . . . + ci q z l c l ) a*. 

Remarquons que 

c i c j + c r 1 c j _ t = c r 1 (cA-,+1 + ) =-• c r 1 c\. 

Nous avons aussi 

Cn Cq + Cn Cq—i —i + C?n ' [Cn—ç+2 

+ Cn—i+2 Cj—1 + Cq—x ] = Ch 2 Cn+1-

En général nous avons 

" (n~\)...(n-q+j+i) (q-l) (q-2)...(q-j) 
" C ' - l C « - ' ( ç - / ) l , 1 

(g-/) ( g ~ M ) - ( g - t + l ) ( n - l )...(n-q+i+\) 

(H) ! = (q-i) ! 
(n—q+ i)...(n—q+j+l) (q-l)...(q-j) 

<H) I /! 

rn—ipî M r » ? - / r-/ 
<'<7—1 — t 7l L r - , + 1 U Ç ^ 

c - ' - c i - , c p = c r i ' c ' _ t . 

c'est-à-dire 

et par suite 

iMais 

de sorte que 

i ~o 

i-i t 

2 Cn-^ + i Cj—i = Cn+i__! 
7=0 

V c î r ' c j - i c j z ^ c r ^ u ^ 
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Il résulte alors que 

p i = a c q + c r 1 cU"-1 a + a r 2 c ; l + 1 c*-2 a2+ 
(113) 

+ CnCh+q—1 a . 

Cette formule nous sera très utile pour achever la démonstration. 
41. Calculons maintenant wn à l 'aide de la dernière équation (110), 

sachant que w l9 u>2> •••> wn—1 sont données par les formules (111). 
Nous aurons 

Wn=—p\ [ ( _ c)"-1 — a»-1 ] - Pl [ ( - c)"-2 - a"-2 ] — . . . 

- P n - 1 [ ( — « ) — a ] — P S . 

c'est-à-dire 

(114) Wn=(-1)npn + p'n 

où 

(115) Pn = P i c — 1 -Pic—2 + . . . + ( - 1 ) " - 2 i T ' c + t - l ) " " 1 ^ 

(116) Pk = P i a » - 1 + P f l a " - 2 + . . . + P , r 2 a 2 + P ^ a . 

En utilisant les formules (113), nous aurons 

Pn = (Clc + C° c i a) c" - 1 — (d c2 + cl c i ca + C,°, C£+1 a2 ) c—2 + . . . 

+ ( - I ) " - 2 ( c r 1 c " - 1 + c r 2 C i c " - 2 a + • . . + cl cl~±2 a— 1 ) c 

+ ( - ' )»-< (Cï c» + C r 1 C i c—i a + . . . + Cl CL—1 a"), 

c'est-à-dire 

J > „ = [ c i - c £ + . . . + ( - i ) " - l c S ] c + c i [ i - c i + . . . + ( - i ) n - 1 c r 1 ] c " - 1 « 

- c î + 1 [ 1 - c i + . . . + ( _ i ) - a c r " ] cn—2 a2 + . . . 

+ ( - 1 ) " - 2 CÏ7-2 [1 - c i ] ca»-» + ( - 1)»-1 C'ïn-i a". 

En util isant la formule 

1 - C l + C l - . . . + ( _ i ) î c* = ( - 1 ) . c s u 

i l résulte que 

(115') Pn=c» + (-1)«-1 [Ci C,1=i c - » a + c l + l CÏIÎ cn 2 a 2 + . • • 

+ C ^ 2 c i _ i ca » - 1 + CS«_ 1 a n ] 
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Nous avons aussi 

Pn = ( c r 1 C - 1 + cr2Clnc"-2a + ... + Cî-i,a-1) a 

+ ( c r 2 C - 2 + c r 3 c\ c « - 3 « + . . , + C £ f 3 a - 2 ) a 2 

+ 

+ [Cl c2 + cl cl ca + C;+1 a2) a—2 

+ (Ci c + Ci a) a " - 1 

c'csl-à-dire ^ 

P ^ C r ' ^ - ' a + C r ' i l H - C i ) c " - v - + c r 3 ( i + c i +C 2 + 1 ) + 

+ Ci (1 + Ci + C U i + • • • + Cl7±3) «c—1 

+(Ci + Cl+, + . . . + C£±2) a» 

P ^ C T ' c ^ a + C , r 2 C i + 1 +... +Ci C J , c a « - ' + ( - 1 + C ^ , ) a » . 

Nous pouvons encore écrire 

(116') P i = — a» + Ci c" - ' a + C 2 + 1 C i_ , c» - 2 a2 + . . . 

+ C2Y-2 C r i + a». 

Avec les formules (115') et (116'), nous pouvons écrire la formule (114) 

svn = (—c)n—a* 

et par suite la formule (112) est démontrée. 
42. Reprenons maintenant les formules (108), (102), (112). Nous 

pouvons écrire 
+ 6) a = — c — ab 

(f3 + bvt + fc2 <>! + 63) a3 = (— c)3 - (abY 
+ bv3 + b2 v2 + fc3^ + b4) a4 = (— c)4 — (a&)4 

d'où il résulte que 

c'est-à-dire 

ç2a2 = (—c)2 + abc 

a3 = (— c)3 — ab (— c)2 

^ a71 = (— c)n — ab (— c)»"1 

- ( - — i * 
a v a ) 

Cette formule est valable pour n = 2, 3, 
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Pour n = 1 nous avons 
h +àb 

La fonction cherchée / ( y ) 

f {y) =1 + 'i y + ^ y2 •+ 
est donc 

/ ( » ) = ! • 

c'est-a-dire 

bien 

h + ab lie y2 

f{y) = i y + 
a a- „ . c 

i + — y. 
a 

f ( y ) = 
a— 2 aby — bey2 

a + c y 

Nous avons donc démontré que si l'on développe la fonction 

117) F(xy) = 
a—2 aby —bey2 

(a + c y ) (1 —ax — by— cxy) 

suivant les puissances de x et d e . y , tous les termes.en xy> (xy)2t.(xy)3, . . . 
ont les coefficients nuls, et cette fonction est la seule jouissant de. cette 
propriété. 

43. Nous sommes aussi en mesure de donner l'expression du coeffi-
cient um>n du développement de la fonction (117) suivant les puissances 
de » et de y. 

En remplaçant dans la formule (107) les u0,p par 

nous voyons que nous pouvons écrire 

(118) IV n = u'm> n + Um, n + A i l [am (f l5 + ç\n 1"J 
n ! dan 

où um>n est la solution de l'équation (101) correspondant aux données 

" m , o = 0 (m = 0, 1, 2, . . . ) 

Uo,n=—bn (n = 1 , 2, . . , . ) 
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et où i4 > n est la solution de l'équation (101) correspondant aux données 

um,o = 0, ( ro= 0, 1, 2, . . . ) 

< n = ( ~ i " ) (» = 1> 2 , . . . ) 

Remarquons que 

u ï , n = —cbn-\ (n = 1, 2, . . . ) 

de sorte que nous pouvons écrire 

wro, n ~ um, n j 

où i/^'n est la solution de l'équation (101) correspondant aux données 

< o = 1 

uZ,o = 0 (m = 1, 2, . . . ) 

< » ^ 0 (n = 1; 2, . . . ) 

Nous aurons donc, d'après la formule (25) 
n fi m—1 

— [6*-1 (ab + c)"1-1]. 
(m — 1) ! dbl 

D'autre part, nous pouvons écrire 

C 

où est la solution de l'équation (101) correspondant aux données 

" - I ) 0 = i 

M - I ,n= o (n = 1 , 2 , . . . ) 

< 0 = 0 (m = 0, 1, 2, . . . ) 

Nous aurons donc1 d'après la formule (25) 

m ! dbm 

Il en résulte que 

mldbm (m—1) 

Mais 

A + c)»] = — — + c)m~13 • 
m ! Ôb'n m ! 

(m—1) ! a ^ - 1 
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de sorte que 

- («4. » + < n) = h U - £ [ 6 - 1 (ab + 
I m ! obm 

+ 7—~TTi - T ^ ( f l 6 + 
( m 1 ) • dbm~l 

h A m 

= ———— \bn {ab 4-c)^-1]. 
m\dbm 

En revenant à la formule (118), nous aurons donc 

[1 An 1 dm 1 

- — [ a - (a i + c ) « - l ] (a i + c)—>] • 

n ! dan m ! dbm J 

En développant les calculs, on trouve 

« - , n = h [ (C i - Cl a " ' - ' b"~l + (Cl Cl-t - Cl Cl-J a — 2 6» -* h 

• + (Cl Cl-, - cl c l - , ) am~3 6—3 ...]. Mais 

et par suite 

r k rk—\ r k r k—1 __ w — n r k—\ rk—\ 
^ m ^ n—1 ^ n ^ m — 1 1 u m — 1 — 1 > 

(119) 

MWf n = (m — n) h [a—^ + a « - » 2 A 

+ Cm-t Cn-l flm_a ¿2 + Cm-l ^n-l ^ ^ + 

. J 4 

Telle est l'expression de um > n . Le développement se termine par le 
terme pour lequel l'exposant de a ou de b est nul. 

VII. EQUATION DE RÉCURRENCE LINÉAIRE, A DEUX 
INDICES ET « AVEC SECOND MEMBRE» 

44. Nous allons considérer maintenant, l 'équation de récurrence à 
deux indices et « avec second membre » 

(120) "m, n = aUm—l, n + bllm> n— 1 + CUm—lf n _ _ , + / ( m , n ) 

où / (ira, n) est une fonction connue de m et de n. 
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Nous allons chercher la solution de cette équation correspondant aux 
donnees 

(121) 
m, o 

U0,N 

(m = 0, 1 , 2, . . . ) 

( 1 = 1 , 2, . . . ) 

On peut supposer que les données (121) sont nulles. 
En effet, considérons l'équation homogène (120) et désignons par 

Vmj7 lIa solution qui correspond aux données (121). En posant 

wm, n == 11 m, n — Vm, n 

nous voyons que n satisfait à l'équation (120) et que nous avons 

\ o = 0 {m = 0, 1, 2, . . . ) 

«'o,n = o {n = 1, 2, . . . ) . 

Il résulte qu'il suffit de s'occuper de l'équation (120), en supposant 
nulles les données (120). 

Nous allons donner une formule intéressante pour cette solution, 
dans le cas où / (m, n) ne dépend pas de b. 

Introduisons les polynomes en b 

(122) Fm, n=f {m, n) +b /(m, n-1) + 62 / (m, n—2) +... + b^ f (m, 1) 

Démontrons la relation suivante 

(123) Fm, „_, +bFm,a-2+ ... + fc"-2 Fm,, = 
dFm,n 

db 

En effet, nous avons 

Fm, n _ , = / (m, n - 1 ) + b f (m, n - 2) + . . . + f (m, 1) 

Fmin-2 = f ( m , n - 2 ) + b f ( m , n - 3 ) + ... + b"~3 f (m, 1) 

Fm,2 = f ( m , 2) +b. / (m. 1) 

Fm,i = f K !)• 

En multipliant ces relations par 1, b, . . . , ¿ - 2 et en les ajoutant, 

nous obtenons 

Fm,n^ + bFm,n-2 + • • • + b»-"-Fm>l = f ( m , n - l ) 

+ 2bl(m,n-2) + . . . + { n - l ) f (m, 1) 

et puisque f vm, » ) ne dépend pas de b, il résulte la formule (123) 
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On démontre de la même manière, que 

(124) 
dFm, n—1 . h 8Fm, n—2 2 _ 1 ,„, » 

06 a t 36 2 ! a62 

et en général 

(125) 

1 p P ^ n - 1 h d P F m f n - 2 ' • hn-D-2dP F™>P+l\ 
p ! [ ÔbP dbP ÔbP J 

(p + 1) ! Ô6P+1 

46. Introduisons maintenant les polynômes 

(126) Gpm> [(ab + C)P Fm, + b^L [(ab+c)PFm> +... 
p ! \dbP ÔbP 

•+b^^[(àb+c)PFm,l]\ 
3 bP J 

et démontrons, la formule 

(127) 

p _ (ab + c)p d"+1Fm,n , (ab + c)P-» d" FM> „ 
^m, n — Cp a — 

( p +1)! dbP+l ÔbP 

+ c 2 ( g b + c)P->dP~lFm, _ + ÔJ^n 

( p — 1) ! dbP-i p. db 

En effet, développons 

suivant la formule de L e i b n i t z ; nous aurons 

1 ÔP 
I {ao + c)"pm, I — 

p ! L ' ÔbP 
. —• \(ab+c)PFm> -A + 

P ! ^ p L p ! L dbP SbP-1 

c'est-à-dire 

1 ÔP 

+ tfp ( ^ l ) a « ( f l i + c ) P - ^ ^ + . . . + CJ p ( p - l ) . . . i a P F ^ 

A £ [ ( A 5 + c ) P F M , N _ L ] = + c t FL W + C ) * ^ E P - R F M > N ^ 

P'dbP p i ÔbP P (p-1) ! dfcp-i 

+ . . . + C j f l P F m i n _ 1 . 
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En écrivant les identités analogues pour Fm F F 

en multipliant ensuite cesformules par 1, 6, b*, . . . ' ^ £ ^ ^ 
on obtient, d après les formules (125), la formule (127) 

47 Nous pouvons maintenant passer à la résolution du problème 
pose à la fin du No. 44. 

En faisant dans l'équation (120) » = 1, 2, . . . , n nous avons les 
équations 

l(m, 1 = ClUm-lt ! + / (m, 1) 

Um, 2 = bumt 1 + ciitn-^ 2 + cum—1 + / (m, 2) 

"m, n = bumi n__1 -f awTO_|f n + ciim—i / (m, n) 

d'où résulte que 

Mm, ri = «"m- l , a + (a& + c) [ l ^ - l , n—i + n—2 ~h • • • ~f" bn~2 um_ lp 

+ /(m, n) + 6 / ( r o , n — 1 ) + . . . + / (m, 1) 

on bien, en utilisant la notation (122), 

(128) uw> n = F m , n + <mm_i, n + (afc +c) [itm_i, n _ ! 6Hm_i, . •. 

En faisant m = 1, dans cette formule, on obtient 

(129) n = 

Ensuite, en faisant dans la formule (128) m = 2, on obtient 

"2, H = F2tn + aF1,n + (ab + c) [Ft> + bFx, n-2 + . •. + Flt i ] 

on bien, en utilisant la formule (123), on peut écrire 

S F\ 
U2,n = F2,n + a Fltn + (ab + c) — ^ 

c'est-à-dire 

2 j n = Jp2,Il + i i - l [ ( a 6 + c)i-1,„] 
(130) 

En général, nous allons démontrer que 

(131) 

- [(«6 

[m—1) ! dbm~l 
[(«& +c) m - 1 i 7 t > » ] -
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Cette formule est vra ie pour m = 2. Nous démontrerons que si elle 
est vraie pour l ' indice m, elle sera encore vraie pour l ' indice m + 1. 

En remplaçant m par m -f 1 dans .la formule (128), nous aurons 

um+1, n = -Fm+l, n + aumj n -f (ab + c) [Um, n—i + bumt n_2 

+ . . . +b»-Zumfl] 

En ut i l i sant les formules (126), (127), et (131) nous aurons 

dFmfn 
um, n—i + bum> n_2 + . . . + bn~2 Umt i : 

ab + c dlFm-i>n ! n 
H h Ci a — 

2 ! db'2 dfe 

M 

, (afc + c)2 d3Fm^n x b + C BlFm-2,n , 2 D / ^ . RT 
H h ci h az 1— 

3 ! ôb3 2 ! <96 
+ 

, (ab + c)™-1 dmFu n t (afc + c)"-* ô"1"1 B 
H r C m _ i a 

m ! (m — 1 ) ! db™-1 

et par suite 

[1 3 

Fm „ + — -—{ab + c) Fm—i n 
1! db 

+ . . . + : — t — . [ ( 0 6 + c)m-> j j 
Qm-1 

(m — 1!) db"1-1 

L ?b { 21 db2 + 1 db j 

+ 

{ m 1 db>» + ••• + c — i a eb J J 

Remarquons maintenant l ' ident i té suivante 

/a qq\ a Ôp U J . \n77 7 , X r ( f l M P « S/^m-p.»] 

L(p+1) ! J 

1 /5P+1 

[ ( Û 6 + C ) P + 1 F M _ P ) N ] ( P = 0 , m - 1 ) 
( p + 1 1 ) 3 6 P + 1 



En effet, en appliquant la formule de L e i h „ • , i 
de celte formule peut s'écrire D n U z l e premier membre 

± + „ ï ^ + c , ^ + ^ , 5 . 

ôb L 
+ (ab + c) [ j f i Î i L ' « ! ^ * » , r l («6 + c)P-»a,F n 

L(p + 1) ! 36P+1 ¿ T " 

2 M + . ' d P , 
+ "a ( p - i ) i + + 

et cette expression peut encore s'écrire 

<ab + C)P+1 . (ab + c)» 9>Fm 

4- ir* j . /-h . + c)"-13P~'Fm_p „ dF 

c'est-à-dire 
( a b j ^ B ^ F ^ (ab + C)P DpFm_pn 

( p + 1) ! dbP+i +CP+ia-Ji +-+CpXW+lFm_Ptn r 

d'où il résulte la formule (133). 
En revenant à la formule (132), et en utilisant la formule (133), nous 

aurons 

a»+i. » = Fm+., * + Uab + c> F«.»l+ Jî ^ [(«&+«)1 V». «1 

ml dbm 

ce qui prouve que la formule (131) est générale. 

SECONDE PARTIE 

48. Dans la seconde partie de notre travail, nous considérons l'équa-
tion à trois indices 

(1) um,n,p = a Um-Itn,p + &Wro,n-lfp + 0 Um-\,n-Up + û'^m-l, n, p-1 

+ b'um, n—1, p-1 + c'um-1, n-1, p-1 n, p-1 

OÙ a, C, a ' , Z/, c', A: sont des constantes quelconques, et nous nous po-
serons le même problème qu'au No. 1, c'est-à-dire, déterminer la solution 
de Véquation (1), connaissant les valeurs de ua^ty pour toutes les valeurs 
des entiers a, /?, y dont l'un au moins est nul. 

Nous pouvons employer une image géométrique, en faisant cores-
pondre aux nombres enfers , m, n, p le point de coordonnées (m, n, p) 
par rapport aux axes Ox, Oy, Oz. 
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Noire problème peut s'énoncer ainsi : déterminer la solution de Vé-
quation (1), dans un point quelconque de Vespace de coordonnées entières ; 
m, 7i, pj connaissant les valeurs de m, sur les plans yoz, zox, xoy, pour 
ious Zes points de coordonnées entières. 

Nous suivrons la môme méthode qu'au No. 1, en commençant par 
résoudre d'abord troisproblèmes élémentaires. 

1°. Déterminer la solution de Véquation (1), sachant qu'elle est nulle 
partout sur les plans yOz, zOx, xOy, sauf au point de coordonnées (m\ n', 0) 
où elle est égale à 1 (on suppose (m'n' = 0). 

Cette solution sera désignée par w^/n/ p-
2°. Déterminer la solution de Véquation (1), sachant qu'elle est nulle sur 

les plans yOz, zOx, aOî/, sau/ au point de coordonées (m\ 0, 0) où elle est-
égale à (1) (on suppose m' 0). 

Cette solution sera désignée par u™/ °n\ °p. 
3°. Déterminer la solution de .l'équation (1), sachant qu'elle est nulle 

sur les plans yOz, zOx> xOy sauf à l'origine, où elle est égale à 1. 
Cette solution sera désignée par u^n .p -
Il résulte du caractère linéaire de l 'équation (1), que la solution qui 

prend les valeurs données 

(2) u0f 0f Q ; Ui} 0,o > uo, /, o > ty>, o, k j ui, /, o i /, k » ui, o, k î 

pour les points de coordonnées (0, o, o), (t, 0, 0), (o, /, o), (o, o, /c), (i, /, o), 
(o, /, /c), ( i , fr) où les entiers i, /, k prennent toutes les valeurs à partir 
de 1, sera donnée par la formule 

m n 

( 3 ) Ihn, n, p — uo, o, o u°m,°n,°p + ^ ui, o, o um°'n,p + 2 U0) f, o w m / n , p 
7=1 

p m, n m, p 
V* o o /Î V • ij /, o i V o, « 

+ Zi «m, n, p T ^ "i,/, o W m , n , p t ^ n> p 

n, p 
, V ' o, f , k . . 

+ * /; * Wm> p . 
7, A - l 

I. LA SOLUTION uU, », °P 

49. Déterminons la solution U^XP de l 'équation (1) que nous dé-

signerons par %m, n, p • 
Donnons d'abord quelques formules préliminaires. 

Si dans l 'équation 

(4) im, n, p = 1, n, p + b?.m, n—1, p + ¿¿m—1, n - 1 , p 

+ a ' i m - i , n, p-1 + n-1, p-1 + 1, n-1, p-1 + ^m, n, p-1 

nous faisons m= n = 1, nous obtenons l 'équation à un seul indice p 

¿1 , 1 , p = ^ 1 , 1 , P—i • 
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Sachant que ¿ 1 , 1 , 0 ,== 1, on déduit 

(5) ¿1,1, P = kP 

Si dans l'équation (4) nous faisons m = 1, nous aurons l'équation 
à deux indices n et p ^ 

K n, P = bX,, p. + Ù } i nt + b').l> n^ l t 

que' nous pouvons écrire sous la forme 

= B VN p KV*NT p—i - j - B' V\T N—1, P—1 , 

n, p = Vn, p ' 

Vit0 = i 

Vn, o = 0 (» = 2 , 3 , . . . ) 

yo,p = 0 ( P = l , 2, . . . ) 

Il résulte que I 7 n ) Psera donné par notre formule fondamentale (14) 
<lc la première partie, c'est-à-dire 

en posant 

Nous savons que 

(n— i).! dkn 

<Toù il résulte que 

(6) 

On établit de la même manière, la formule 

(7) 
(m — 1) ! dkm~ l 

50. Faisons dans l'équation (4), p = 1, et cherchons une formule 

Pour, ¿m, n, i . 
II résulte immédiatement de l'équation 

V n, 1 = alm-1, „, 1 + b/.m, n—l, 1 + i-'-m-l, n-i, 1 

+ a'2m^lt n, 0 + b'?m, n—1, 0 + „-1, 0 + Mm, n, 0 

¿1,1,1 = k 

h , i, i = + a ' 

¿1,2,1 = bk + b' 

(8) ;.2 . t = a (bk + b')+b (ak + a) + ck + c'. 

q u e 
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' Pour d 'autres va leurs de m et de n, nous aurons l 'équat ion à deux 
indices m et n 

¿m, n, 1 = al m—1, n, 1 + n—1, 1 + Ĉ m—1, n—1, 1 . 

Les formules (6) et (7) où l'on fa i t p = 1, donnent 

i i , ». i = - ^ - f , [A (bk + 1 ' ) " - 2 ] 
(n —1) ! ôk 

(m —1) ! L V ' J 

c'est-à-dire 

= (bk + b') (n 4= 1) 
(9) 

4 , i ( i = a m - 2 (ofc + a') ( m ^ f : 1) 

En posant 

( 1 0 ) ;.m> n> ! = w m _ i , n — i , 

on voit que wm> n sat isfa i t à l 'équat ion à deux indices 

( 1 1 ) Wm, n = (Mm—1, n + K n—1 + CWm—1, 

qui a été étudiée dans la première part ie de ce t rava i l . Pour cette équation 
nous savons que 

*>m,o = a > n - i ( a k + a') 5 * 0 ) 

«V,, n = {bk + b') (71 0) 

Nous n 'avons pas la valeur de w0 )0 qui ne peut pas être donnée pa r 
la formule (10) ; nous la déduirons de la valeur de 2,1 en écr ivant 
que W\t\ sat i s fa i t à l 'équat ion (11). Nous aurons 

Wlt j = aw0i ! -f bwtt0 + cw0>0 , 

d'où 

0 = ¿2, 2, 1 — a h , 2, 1 — b l 2 , 1,1 

c'est-à-dire 

( 1 2 ) = 

c 

Nous pouvons écrire 

ak +a' bk + b' , ck + c' Wm, n = °m, n H Pm, n i /m, n C C C 
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ou am > n , pm>n, ym n s o n t ¿es solutions de l'équation (11) satisfaisant 
aux conditions suivantes 

«—1,0 = 1 
a - l , n = 0 (n = 1, 2, 3 , . . 
Om,o = 0 (m = 0, 1, 2 , . . 

= i 
= 0 (n = 0, 1, 2 , . . N 

= o 77Z = 1, 2, 3 , . . 

yo,o = i 

7m,o = 0 (m = 1 , 2, 3 , . . 

7o, n = 0 (n = 1, 2, 3 , . . 

solution de l'équation (11) satisfaisant à 

partie nous donne 

7m, n = K - 1 ( « i + C)«-»]. 
(n — 1) ! ôa" 

Nous avons donc 

. = 2 * ± £ [ a - (a i + c) . ] + £ = 1 [*•(«* + c ) — ] 
n ! dan (n—i) ! ôa"—1 

(n—1) ! 5 a " - 1 

= L J L [a""'(ab+c)-(ak+a')]--^— [a—« (ab + c)» ] 
n ! ôa" («—1) ! 

+ („ - 1) ! ô a « - ' 1 ^ (n-2) ! &»«-* 

eft + c' i n [ a — (ab + c)»" 1 ] 
(n—1) ! da"~l 

= , ) » ( « * + j S [am— ' (afc+c)" - ' ] 
n ! ô a n ( " - 1 ) ! ô a 

+ i n [ « » - I (a i + c)—1] 
( n - 2 ) ! ôa"- 2 
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c'est-à-dire 

= - , — [fl™-1 (ab + c)» (ak + a')] 
ji ! dan 

et par suite 

(13) 

^ m,7i, 1 — 

+ 

1 

+ [am—1 (ab + c)'1"1 + c')l 
(n—1) ! da»-* 1 U 

[.am-2 (a& + c ) » - 1 ^ + a ' ) ] 

[ a » - 2 {ab + c)n-2 {ab' + c ' ) ] 

(n—l)\dan-1 

1 

(n—2) ! da»" 2 

C'est la formule finale que nous avions en vue. Elle est valable pour 
m ^ 2 et.n 2. 

Pour m = 1 el 2 et pour n — 1 et . m 2 nous avons d'après 
la formule (9) 

\ n f i = "(6/c + 6') 

et pour m = 1, n = 1, nous avons d'après la formule (5) 

(13') h , î, î = k 

Remarquons que nous pouvons encore écrire la seconde formule 
(13') sous la forme 

(13') 

(13") 
n ' a ï n 

+ [(ah + c)»-* (ab' + c')l 

En uti l isant la notation (10) de Ja première partie 

Dn [F (a, b, c, . . . ) ] = A — [F (a, b, c, ...)] 
n ! dan 

nous pouvons écrire les formules (13) et (13") sous la forme 

( 1 3 , ) 

/«,», î = Mi-1 [a™'2 (ab + c)»- 1 (aAr + a ' y ] 

+ A»-a [am-2 (ab + c)n~2 (ab' + c')] 
(m >2, n >2) 
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et 

(132) 
h, n,i = Dn [(«6 -f c)n~i (ak + a')} 

( * > 2) 

Nous pouvons aussi écrire la première et la troisième formule (13') 
sous la forme 

(*33) 
; . i i l f i = a [fl/c + < ] 

(m > 2) 

Faisons une remarque qui sera constamment observée dans-la suite. 
L'expression de h,n,\ donnée par la formule (132) lorsque n ^ 2 et par 
la seconde formule (133) lorsque n = 1, se-déduit de l'expression de 
¿m, n, 1 [formule (13x) ou (133)], en supprimant dans ces formules am~2 et 
en augmentant l'indice de l'opération D} d'une unité. 

51.. Nous avons donné l'expression de h ,n t P par la formule (6). 
Donnons le développement de h,n,p suivant les puissances de k. 

Nous avons 

— (bk+b')"-^=CPaj,-2 CUl-3 bn~3 b'kP-* 
(n— ^¡ÔA»"1 

+ . . . + 0 - 2 CK5-1-» 6'« ft"-«-1 + . . . 

et en multipliant les deux membres par bk + b'. ncius aurons 

Kn ,p = Cn+l-2 bn_1 kP + (CL2CÏ+Î-3 + 6"-2 6'A-P-' + . . . • 

+ (Cî_i cSïi-i-» + cizl ck;_,_t) t'» ftp-« + ... 
Mais il est facile de montrer que 

C S - i C K p i - 2 + c î : i c ! ï i - , - i = c u ï - ^ c i 

de sorte que, pour n > p + i> avons 

¿ i , „ .P= C î î J - i i - 1 ^ + + • • • 

+ c K i - , - « b'i kt>-i + . . . + c t i c * t x 

Si n = n' < P + 1, nous avons 

;„_ „. p = c ^ U ¿"'- 1 k" + r ; + . . . 

+ C ; ; ' - 1 /CP-"'+» . 
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Nous pouvons écrire ces formules sous la forme 

(14) 

Xi.n, p = Cpn+l-2 A.+ P-1 [(ab + c)»-* (ak + a ' ) " ] 

+ CI+1-3 C j D n + P _ 2 [(a& + c}—2 (ak + a')'>~1 (ab' + c ' ) ] 
+ 

+ C'Zl Cp Dn[(06 + C )« -P - i (ab' + e')P] 

lorsque p + l et 

(14') 

h,n-,p= CS .+V-2 D n ' + P - l [ ( « * + c ) " ' _ 1 (flfc + a')P ] 

+ Ct+V-sC j A.-+P-2 [(ofr + c )» ' - 2 n ' ) " - 1 (ab'+c')} 

+ C5=l C"' [(ck + a')P-»'+> (ai' + c')»-1] 

lorsque n.' ^ p + 1. 
52. Nous sommes maintenant en mesure de donner l'expression 

générale de Xm, », p - Nous aurons la formule 

(15) 

V.n ' .P = CPn~+P-2 2)„.+p_2 [<.m~2 («6 + c)» ' -1 (fl/c + a ' ) ' ] 

+ D„.+i ,_3[a'»-2(a6+c)' ' '-2(a/c+a') ' '- i(a6'+c')] 

+ CPPZ\ Cl~x D p _ i [ f — 2 ( o f c + o')P—'+» («i>' + c ' ) " ' - 1 ] 

lorsque n' ^ p + 1, et 

V n, p = A .+P -2 [«m"2 (ab + c )» - 1 (a/c + a' f ] 

+ Cpll-3 Ci A , + p _3 [ a m - 2 («6+c)"-2 (ak+a')"-1 (ab'+c')] 
+ 

+ CpnZ\ Cp Dm-2 [ f l « - i (ab + C )»-P-1 (ab' + c')P ] 

lorsque 1. Ces formules sont valables pour m ^ - 2 . Lorsque 
m = 1, nous avons les formules (14) et (14') démontrées pour toutes 
les valeurs de n et de p. 

Les formules (15) et (15') sont vraies pour p = 1 ; elles coïncident avec 
les formules (13j) et (133). 

Nous allons supposer que les formules (15) et (15') sont vraies pour 
l ' indice p et nous démontrerons qu'elles sont également vraies pour 
l'indice p + 1. 
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53. Dans l'équation 

\n,n,p+1 = + i + ^ m , n - l , p + i + cX m _ t j n _ l f p + 1 

+ „, p 4- //Xm, n . I t p + C'Xm-1, n—1, p + *Xm, nf p , 

faisons successivement 2, m. Nous aurons les équations 

Xl,7ï,p+1 = l"kit n-l, p+1 + b"kl,n-l,p + IcXl, 7i, p 

X2,n,p+1 = n, p+1 -f &X2,n-i,p + i + iXj, n—1, p + l 

+ « 'X i j W , p + ¿ ' X o ^ - l . p + c'X^ n - l , p + * X 2 f » f P 

Xm, n,p + l = flXm-l,n,p + l + Î>X m , n _ 1 | P + 1 4- cXm_i f n _ l f p + 1 

+ fl'Xm-l,n,p4" n - l , p 4 - c ' X m _ i , n - l , p 4 " A'Xm> p 

d ' o ù , en é l i m i n a n t X l j n i P + 1 ; /2> n > p + 1 . . ; ; m _ l j 7 l | P + 1 on o b t i e n t 

( 16) ).m> n> P+1=6/w> p + 14- (aè+c)[¿m_i, p + i +alm_2> n_if P+1 +... 

4 - ^ m ~ 3 ;.o n—î, p+i 4- cim~2 p + 1 ] 4- p 

4" {aV + c ' ) [ ; w _ l f n - l , p + a ; . m _ 2 j n — î , p 4 " . . . 4 - a ™ - 3 ; , 2 > p 

4- /I, î, p] 4" k).m> nt p + .(a/f 4- a') n,p 
4- a^m-2, n, p4~ • • «4" h, », p + a™"2 ¿j, n, p]. 

A l'aide de cette équation, de la formule fondamentale (11) de la 
première partie, ainsi que des formules (14), ('14'), (15) et (15') nous dé-
montrerons les formules (15) et (15') pour l'indice p + 1. 

1°. Dans l'équation (16) faisons n = 1; nous aurons 

Kx, i,p+i = k?m, ijp 4- {ak 4- a') [ ; m _ i f i f P 4- . 
+ « m - 3 ¿2, i, P 4- a"1-2 ,, p ] . 

Mais d'après les formules (15) et (15'), nous avons 
?.mtltP = Dp-l [am~2 (ak + a')P] 
K i, P = ¿>P [("* + a ' ) p ï 

Il résultera d'après la formule (11) de la première partie que 

(17) = + 
Nous avons ainsi démontré la formule (15) pour l'indice p 4- 1 et 

S u p p o s o n s que de p r o c h e en p roche n o u s a v o n s d é m o n t r é la 

f o r m u l e 

JUn'.p-M = Cf,+P-! Dn-+P-1 K"2 + ^ï"'-' + 

(18) 

+ Cpc;'+1 D, [«—» ("k + «')"-"'+2 (<>b• + c ')» '- lJ 
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pour n' = 1, 2, . . n' et démontrons que la même formule est va lab le 
aussi lorqu'on remplace n' par n' + 1. 

Dans la formule (16) faisons n = n' -f 1 ; nous aurons 

¿ m , n ' + 1 , p + l = b?.mt n',p + l + (a& + c) [ ¿ m _ i , n ' , p + i + n': p + 1 + • . . 

* + a — 3 ¡2,»', p+1 + û « - 2 ¿ i , n ' , P + i ] + b'X^ p 

^ + (ab' + c ' ) [ ) m _ l f p + n , / P + . . . + a m - 3 ;>2f P 

+ + H » , » f + 1 f p + ( a * + a ' ) [ ¿ m - 1, + p 

En 
tenant compte des formules (18), (15) et (14') nous aurons en 

app l iquant d 'une façon systémat ique la formule (11) de la première 
par t i e 
?-m,*+i,p+i = C£'+p-1 Dn.+p [am~2 {ab + c ) « (ak + a ' ) ' + 1 ] 

+ C^+p-2 Cl+1 Dn.+P [am~2 {ab + c)'1'-1 (ak + a')* (ab' + c')] + 

+ Cpp Cnpl\ DP [am~2 (ab + c) (ak + 2 (ab' + c')«- »] 

+ 2 Dn'+p-1 [ a— 2 (ab + c)71'-1 (ak + a')P (ab' + c ' ) ] 

+ [ a * " 2 (afc + c )" ' - 2 (fl/c + a ' ) p " 1 (ab' + c')*] 
+ 

+ Cppz\ Cn;~l Dp [am~2 (ak + (ab' + c')«} 

+ c r + p - i ¿ W P [ a— 2 (ab + c)»' (aft + a')P+*] 

+ Cgr+l-iClDn'+p-t [a>»-2(ab + c)"-* (ak + a ' ) ' (abf + c ' ) ] 

+ CppZ\ C? Dp [am~ 2 (ak + (ab' + c')n']. 

En remarquant que 

Cn'+p-1 + Cn'+p—1 = Cn'+p 

CZ'+p-2 CXp +1 + + C + P - 2 C = Cn'+p-l ^P + l 

Cn'+p—3 Cp+\ + Cn'+p-zC), + C£'+p_3 = Cp + 1 

^p-1 wt ' - l - i^p-1 pn' pp pn' 
^p-1 ^p "T ^p-1 ^p — ^p ^P + l ) 

nous pouvons écrire 

= Cpn.+pDn.+p K - 2 ( « i + * ) » ' ( « * + a ' ) ' + 1 J 

+ C5-+P-1 CjUi («6 + + («&' + c ' ) ] 

+ C£Cp+i Dp [«m~2 («/c + (a// + O" ' ] . 
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et cette formule ayant la même forme que la formule (18), il résulte que 
la formule (28) est donc vraie pour n' p -f 1. 

3°. Lorsque n = p + 2, la formule (16) nous donne ... 

/m,p + 2,p+l = ^m.p + l.p+l + (ab+c) [¿m-l.p+l.p+i + " 4 - 2 , p+1, p+1 + • • . 

+ ; . i i p + i , p + i ] + 6 ' ^ . p + i . p + («6' + c') [ ; . m - i , p + 1 , p 

+ .^m-2 i P+l f P + . . . + a^-2 ; i f P + l f P ] + A-;.mjp+2,p 

+ a') [ ; . m - i , p + 2 , p + a^m-2 ,p+2p + . • • . : + a m ~ 2 h,P+\,P] 

et les formules ( .8), (15'), (14), (14') ainsi que la formule fondamentale 
(11) de la première partie montreront que 

(19) 4,p+2,'p+i = CSp+i D2p+1 [am~2 (ab + C)P+* (ak + a')*+ l] 

+ C% + 1 D2p (ab + C)P (ak + a')P (ab' + c')] 
+ 

+ C*CSi\Dp[a»-*(ab' + cy+*], 

ce qui prouve que la formule (18) est vraie aussi lorsque n' = p -f-2. 
4° Lorsque n ]> p + 2, nous voulons démontrer la formule 

(20) lm, n, p+1 = CÎUp-1 Dn+p^! [a—2 (ab + c)»-i («A- + a/)P+1] 

+ 
+ Cpî î A*-2 [flm-2 (ab + c}»-*-* (ab' + c')p+1]. 

Cette formule est vraie pour n = p + 2, puisqu'elle coincide avec 
la formule (19). Pour la démontrer en général, nous la supposerons vraie 
pour l'indice n et nous démontrerons qu'elle est encore vraie pour l'in-
dice n + 1-

Cela résultera de la formule «(16) dans laquelle on remplacera n par 
n + 1 et de l'application des formules (20), (15'), (14) et (11) de la pre-
mière partie. 

5° Ainsi les formules (15) et ('15') sont démontrées dans toute leurs 

généralité. 

Nous avons donc démontré que la solution de Véquation de récurrence 

à trois indices 4 , n, p = « 4 - 1 . n, p + ¿ 4 . n-1. P + c 4 - l . n-1. p 

+ + ¿ ' 4 , n - l , p-1 + c ' 4 -1 , n-l, p-l /», p-1 
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nulle sur les plans yoz, zox, aoy sauf au point de coordonnées (1, 1, 0) où 
elle doit être égale à 2, est donnée par la formule 

/». n, p = 2 2)»+p-2 [ » " - * (a i + c)"- ' (a/c + O')P] 

+ CSïJ_8 C j Z)n+P_3 [&»-» (a i+c)" ' - 2 ( a/c+a ' )P- 1 ( a i ' + c')] 

+ 
+ az\C"pDn_2 [ a m _ 2 (a i + c ) " - P -1 (ab' + C ' ) P ] 

lorsque m ^ 2 et par 

h.n,P = A i + p - i [{ab + c ) n - l (ak + a')P] 

99 + 3 Cl Dn+P_2 [(«6 + c)»"2 (ak + a ' )"" 1 {ab' + c')] 

+ ttZlC'Dn-i [(ab + c)»-P-I (a&' + c ' ) ' ] 

lorsque m = 1. 
On peut appliquer ces formules pour toute valeur de ra, à condition 

de supposer Cr = 0 , lorsque r <C s. 
On peut faire la remarque, que l'expression de %i,n,p se déduit le 

l'expression de lm,n,p en supprimant le facteur am~2 dans la formule 
(21) et en augmentant d'une unité les indices des opérations D. 

54. Dans les calculs précédents, le paramètre a nous a servi comme 
guide dans la recherche de la solution 

1, i ,o __ 3 wm, n, p — ' m, n, p j 
de l'équation (1) et nous a conduit aux formules (21) et (22). Nous aurions 
pu prendre aussi comme guide le paramètre b. Dans ce cas en écrivant 
l 'équation (4) sous la forme 

^m,n,p = b?.m fn—ï,p "I" a ? . m - \ f Hf p + C^m-1, n—1, p b )m> n—1, p—1 

+ + c'?m-\i + k?mf n, p — 1 

nous aurions eu les formules suivantes 

(25) 

^ „ - C t ï J . , , 1 [b>->(ab+rt»-*(bk+b')P] 
+p-*(m-p-2) \ Ôlm+P~2 

pl 3 m f p - 3 
^D [bn-^ab+c^-^bk+b'jP-^ba'+c')] 

(m—2) ! abm 2 
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p o u r n > 2 e t 

V , , P - C * - + p _ 2 { m + p _ [ v ^ 1 7 [(aft+c)»"» (¿fc+6')P ; 

(24) 
— 

(ni+p-2) 

r p ô " 1 - 1 

+ « - â ï ^ T K"4 + c ) m - p - ' + «')> ] 

pour n = 1. 

55. Nous avons donné à la fin du No. 53 et dans le No. 54, des 

formules pour A l'aide de ces formules nous pouvons aussi donner 

les expressions de ul lXp et cîc w ^ , 

En effet, écrivons l'équation (1) sous la forme 

"m, », p = tfl'm-1, n, p + ^'m, n , p - l + a », p - 1 + c " m - l , n - l , p 

l ' r o , » - l , p - l + c ' l / m-l , n - 1 , p - 1 "f & l 'm,»- l ,p 

et posons 

^m, », p ~ p, n • 

Nous voyons que 

1» 0, 1 _ ,1, 1,0 
"m, », p — ('m, p, » 

et comme r j ^ ; » ç s t par une des formules (2:1), (22), (23) on (24), 
nous aurons 

(25) 

I Z)p+n-2 

If I.o, 1 r n-1 f ? r^m-2 (fl/x.+i7/;p-l (ab+c)n 

, . 2 [Y,™-2 (rt/i + a ' r » - 1 (ab' + c')n ] 
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pour m ^ 2 et 

(26) 

dP+r 

c i 

— [(«A; + A ' ) P - 1 (AI + c ) n ] 

+ C p+n—2 
(p+n-2) ! daP+n'2 

[(ak+a')P~2 (ab+c)n~i (ab'+c')] 

+ cnpzL c n » * P D \ [(«* + «,)p-n-1 (Ob' + c ' ) » ] 
( p — JL) ! d a P ~ x 

pour m = 1, ou bien 

1 fim+n-2 
um,n,p Urn+n-2 ( m + „ _ 2 ) t flfcm+n-2 L V ' V 7 J 

(27) 
+C n ~ 1 m+n—3 Cn 

(m+n-3) ! dkm+n~3 
[kp"2(ka+a')m~2(kb+b')n~1(kc+c')] 

r n Am—2 
+ , 0 [kP~2{cik + a')™-71-1 {kc + c')n ] 

' (m 2 ) ! Ô/c771"2 

pour p 2 et 

(28) 

1,0 ,1 1 
£m+n- l 

+C, 
n-1 

m + n - 3 
c i 

(7U+/Z+2) ! d / c m + n - 2 

[(/ia+a')™-1 (kb+b')n] 

[(ka+a')™~2 (kb+b')n-1 (frc+c')] 

r r i- i dm 1 [(ka + a ' . » » -» -1 (Arc + c')n " 

pour p = 1. 
De même, en écrivant l 'équation (1) sous la forme 

u m , n , p — bum>n-.ifP + n , p - l + b'um,n-l,p-l + n - 1 , p 

+ + c'l/m_i> n - ^ p - i + « W m _ l , n , p 

et en posant 
n, p = p, m > 

on voit que 
O, 1, 1 _ 1, 1,0 

!'w, n, n — p, m 
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d e sorte que n/p sera donné par une des formules suivantes 

o , i f i rm-1 1 dP+m~2 r i n 
lfm,n,p— Cp+m_2 {p+m_2)l ^ ^ [ & - - ( MT + & ' ) P - I [ba+c)»] 

(29) + , [b»-*(bk+b')P-*(ba+c)>N (ba'+c')] 

Cm f)p~2 

+ ( p - 2 ) ! a b , - > j 

pour rc !> 2, et 

0 1 1 _i I ¿P+m-l 

r 1 Qp+m-2 

(30) m + ï r - 2 (ba + (6a'+ c')] 

/ m /) p-1 

+ (P I'",) , 1 P - I + 6 ' ) P - - ( 6 a ' + C')-] 

pour n = 1, ou bien par 

n 1 i i I ¿n+m-2 
— [ A ^ - 2 (kb+b')'1-1 (*«+«')»] 

(n+m-2) ! dkn+m~2 

r 1 • fln+m-3 
(31) (n+m-3) ! 6À-"+m~3 

- pour p 2, et 

(32) 
. r"1"1 , — — ( A - a + a ' ) m " 1 (*c+c')l 

CZ _ , [ ( £ & + & ' ( / i c + c ' , " ^ . 
+ » a/,—1 ; v 

pour p = 1. 
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II. L E S SOLUTIONS 

56. Nous pouvons donner maintenant des formules pour 

m', n', o mo, p' o, n', p' 
«m, n, p > W?n, n, pi l>m, n, p • 

En fa isant la transformation 

= m' — 1 + mi , m = ?i' — 1 + /?! , p = Pi 

et en posant . 

um, n, p = M»;' 1+w, , w'-l+Ti! , p, = ^ m j n j , p, , 

nous voyons que Umi f n, j P l sat isfait à l 'équa tion (1) et que 

r tÎ , 1,0 m', n', 0 
^Wj , /i, , p, — w, p • 

Comme Um x\i l t Pl est donné par une des formules (21), (22), (23) et 
(24), il résulte que 

(33) 

1 1 fln-n'+p|-l 
uZ:ï;°p = CÏ-l+p-i ; — - - [ a " ' - ' » ' - i ( a & + c ) « - ' ' ' ( ^ + « , ) ] p 

(n-n +p-L) ! 6an~" 

(34) 

lorsque m m' -f- 1, et 

n, p — ^n-n'+p-1 

n'+p-2 

- f C n - n ' - l 

1 Qn-n'+p 

(n— n'+p) ! 1 fon-n'+p 

C1 

( r c - n ' + p - l j 

r p L p 
(n — n') ! du 

lorsque m = m'. 
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(35) 

m',n',o rp-1 '1 dm-m'+p-l 

P ~m +P~\m-m'+p-i) ! ¿¿'"-w+p-i 

+ C — ' - » (m—m —1) ! db»-»-i [hn~n'~1 (ba'+cy] 

lorsque n ^ n' + 1, et 

n, . 1 , fjm—m'+p 
i ; ° , p = c i + p - i [(nt+ç)-»-»' 

( m — m ' + p ) ! db"-m'+P 1 

lorsque n = n'. 
On trouve des formuler analogues pour Um,'n,p et u^, n,'?-

III. LA SOLUTION ; m, n, p 

57. Déterminons maintenant la solution ui,n,p de l'équation (1) 
c'est-à-dire la solution qui est nulle partout sur les plans yOz, zOx, aOy 
sauf au point de coordonnées (1, 0, 0) où elle est égale à 1. Pour abréger 
l'écriture, cette solution sera désignée par //m, „, p . 

Dans l'équation 

( 3 7 ) JUm,n,p = A/'m-l, n, p + tym, n - 1 , p + C// m _ 1 ) n _ 1 ) P + 

-f a V m - i . n . p - l + ^ m . n - l ^ - l + C ^ - i . n - i ^ - i + A v ^ ^ p . 

faisons m = 1. Nous aurons une équation à deux indices n et p 

/'L, N, P = TY'L, N-L P + N» P-L + P" 1 

et nous savons que 

/<1, o,o = 1 

fil, n, » = 0 ( » = 1 , 2 , . . . ) 

/ M ,o ,p = 0 (P = l , 2 , . . . ) 
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Nous avons traité ce problème au No. 14, et la formule (25) de la 
première partie nous donne. 

(38) n. p 
b' ÔP-

( p — 1)! dbP-i 
{b*-* (kb + 

Développons le second membre suivant les puissances de è. Nous 
n n s aurons 

u i 

i c 'est-à-dire 

(p—1)1 dbP"1 .. 

(»—1)1 ( P - 1 ) I 1 ( n - 1 ) ! (P—2) ! 
( » - ! ) ( n 2 ) ( n + P - 4 ) ! ^ t „ _ 3 

1 . 2 (n . i ) ! ( p — 3 ) ! 

ou bien 

,»i, », m = ¿ ' - 1 // + c , , l _ i t : : i p - 3 + 

+ C;_1CNNLL_,IK>>-H»-*B'*+ . . . 

Pour p = p' = 1, 2. . . . , n, nous avons 

(39) », p. = /C'-1 /<"-' Iy + Cal,--3 c L i A-p'-2 fc»-21'2 

' . + C L , c A-".'-3 i " - 3 b'*+... + c ï z 1 br 

et pour p > n, nous avons 

(39') fi i>r t iP = C„+l-

+ CNNL\CNPZ\KP-»B'N. 

, = a i l - i i s - 1 b»-1 b' + cL i d i ^ k n - H - n ' - +.., 

On peut remplacer les formules (39), (39') par une seule formule 

(40) 

//!,», p = C ^ - 2 A . + P - 1 [(flfcH-a')P-» (f l fc+c)-» (ab'+c')] 

+ C i_ , /)n+„_2 [(«/c + a')P~- (ab + c ) - * ' ( « 6 ' + c ' ; ° ] 

+ CJZ} Cil Dp [(ak+ «')"-" («¿' + c')n] 

à condition de considérer C' = 0 toutes les fois que r < S. 
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41) 

/'m, n, p == Cn+p-2£>n+p-2 [am~2 (afc-f a')*"1 (afc+c)»-1 (a&'+c')] 

+ ^+p-3[flm-2(aA'4-a ,)/'-2(a6+c) re-2(a6'+c/)2] 

+ c ; : J c » : î z>p_! [(am_2 a')p-» (a6' + c ' r ] 

lorsque m^ 2. 

La formule (41) se déduit de la formule (40) en introduisant dans les 
opérations D le facteur am~2 et en diminuant les indices de ces opérations 
d'une unité. Nous avons vu ce fait à propos de la solution l m , n , p de l'é-
quation (1). 

58. Dans l'équation (37) faisons n — 1 et p — 1 ; nous aurons 

//m, 1,1 = a/'ro-l,l,l + + c'//m_i>0>0 

et en donnant à m les valeurs 1, 2, . . . , m nous aurons les équations 

/<i,i,i = b' 

Z'2,1,1 = + C 

1 J 1 = â 2> 1} 1 

d'où il résulte que 

(42) 

o'est-à-dirc 

//m, 1 ,1= A, [a**-*(ab'+c')] 

Pour p = l et /i > 2 , l'équation (37) devient une équation à deux 

indices 

Ihn, n, 1 = fl/'m-l, n, 1 = &/'»», n - 1 , 1 + c/'m-l, n - 1 , 1 • 

En posant 
/'m, n, 1 = n - 1 » 

nous aurons à résoudre Féquation 

»'m, n = fl«'m-1, n + n _ i + 1, n - 1 

avec les données suivantes 

«'o.o = h' 

w0,n = b'bn ('* = 1 , 2 , . . . ) 

«'m.o = ft'""1 + C') ( m = 2 , . . . ). 
G 

Mm, 1, 1 — af*mTl, 1, 1 
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On peut encore écrire 

h ' - . c ' *>vit n = n H ^m, n , 

C C 

où Wm, n et w'm,n sont des solutions de l 'équation (43) avec 'es données 

W - 1 , - 1 = 1 

«'m, - 1 = 0 

W'-I, n = 0 

(m = 0, 1, 2, . . . ) 

(m = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

et 

< - i = 1 

< 1 , - 1 = 0 

«£ t » = 0 

(m = 1, 2, 3, . . . ) 

(n = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

^m, n et w'm, n sont données par la formule (25) de la première partie,, 
c'est-à-dire 

C dn 

«X n = — — [am (ab + c)n] 
n ! dan 

m 1 dan 

et par suite 

b' dn C' àn 

«'m, n = — — [am {ab + c)nJ + — — t ^ - 1 (ab + c)»] 
n ! dan n ! aan 

ah' -4- e' h' fin71—1 

^ • [a^-M^ + ^ ^ H - , f [am~l (ab + c)"j 
ni dan (n—1) ! dn~\ 

= i - — [a"1"1 (ab + c ) n (ab' + c')] 
n ! dan 

Il en résulte donc que 

^ » > 1 = r - ^ r n tam~2 { a b + c ) n " 1 { a b ' + c ' ) ] 
(/i — 1 ) ! da71-1 

c'est-à-dire 

(44) //m, n, 1 = Dn-1 [am~2 + c)*- i (a&' + c')] 

Ainsi la formule (41) est démontrée pour p = 1. 
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59. Nous pouvons maintenant faire la démonstration de la formule 
(41) pour un p quelconque. Nous utiliserons pour cela la formule 

(45) 

Mm, n, p + l = 6//m, p + i + (a6+c) [ > m _ i , n_i, p+1 + «/'m-2, n—1, p+1 + . . . 

H - û m - 2 ^ 1 > n _ 1 ) P + 1 ] + 6 7 / m , n - l , p + (ab' +c') [/ym_i,n-ifP 

+ a / i m _ 2 f » - i , p + . p] kMm,n, p 
+ (iï/c + a') [Mm-\,n,p + apm_2, ntp+ ... am~2pitntP] 

analogue à la formule (16). 
1°. Faisons dans cette formule n = 1, nous aurons 

Pm,\,p+1 = fy'm.l.p + ( a k + a') [fm-l, 1, p + < V m - 2 , 1 , p + • • • + 1, p] 

En tenant compte des formules (42') et de la formule fondamentale 
(11) de la première partie, il résultera que 

(46) Mm, 1, p = £p- l t û m" 2 ( a k + a')""1 + c ' ) ] 

Ainsi la formule (41) et démontrée pour n = 1. 
2°. Si nous faisons n = 2, dans la formule (45) et si nous utilisons 

les formules 

Mm, 2, i = Dx [am~2 (ab + c) (ab' + c') [, /n, 2,1 = D2 [(afc + c) (ab' + c')] 

nous démontrerons à l'aide de la formule (11) de la première partie, de 
proche en proche, que 

Mm, 2, p = Cl Dp [am~2 (ak-\- a')*-* (ab + c) (ab' + c')] 
(47) 

4- Cj-1 C\ Dp., [a-2 (ak + a')P~2 (aV + 'cf ] 

3°. Dans la formule (45) faisons n = 3 ; nous aurons 

JUvi,3,p + l = bjL(m>2lP+i+(ab+c) [wm-l,2Jp + l+«//m-2,2>p+l+...H-am"7/l,2,p+l] 

+ &>»,2|P +(«b'+c') \j<m-l,2,p + aMm-2,2,p " h - . + a m ~ 2 M l > 2> p ] 

+ / C / V 3 . P + ( û / f + a ' ) [ / / m - l , 3 , p + « ^ m - 2 , 3 , p + . . . + a m - 2 / l l f 3, p ] 

Dans cette formule faisons p = 1 et utilisons les formules (44), (47) 
et la formule de sommation (11) de la première partie. Nous aurons 

Mm, 3,2 = Cl D3 [flm-2 (ak + a') (ab + c)2 («6' + c')] 
+ ¿ 1 Cl D2 [ a ' » - 2 (ab + c) (a ' + c')2 ] 
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Ensuite on fait dans la formule (48) p= 2, et on utilise les formules 
(47), (49) et la formule de sommation ; on obtient 

Mm, 3, 3 = C* DA [a™"2 (ak + ci')2 (ab + c)2 (ab' + c ' j ] 

+ Cl Cl Dz [a~-2 (ak + a') (ab + c) (ab' + c'y- ] 

+ C\ Cl D2 [am~2 (ab' + c ' y ] 

Et ainsi de suite, en faisant p = 3, on trouve 

Mm, 3,4 = C\Dh [a™~2(ak + a'y(ab + c)2 (ab' + c')] 

+ Cl Cl D4 \am~2 (ak + a')2 (ab + c) (ab' + c ' y ] 

+ Cl Cl Dz [am~2 (ak + a') (ab' + c ' y ] 

et en général, pour un p quelconque 

Mm, 3, p = C2p+1Dp+i [am-2(ak + a')P~l(ab + c)* (ab' + c')] 

+ C2p cl Dp [am~2 (ak + a')P~2(ab + c) (ab' + c ' y ] 

+ Cp-1 Cl Dp[am~2 (ak + a ' ) "" 3 (ab' + c ' y ]. 

On procède maintenant de la même manière en faisant n = 4 , 5, . . . , /i 
et on arrive ainsi de proche en proche à démontrer la formule (41). 

GO. Nous pouvons aussi donner des formules pour u 7 i , p et pour 

Um,n,p' E n écrivant l 'équation (1) sous la forme 

llm,n,p = bum) n-l,p + ^hn,n,p-1 + b'um> n _ i ) P _ i + 1, n-1, p 

-f a'um-l,n,p-l + c'"m-i, n - l , p - l + «"m-i ,n,p 

nous pouvons écrire d'après les formules (41) et (40) 

(131) 

o. I . o ^ p - l d/?+W 2 

rp-1 ( p-i [bn-2(ab+cr'2M+by-2(ab+c'y] 

f - P - 1 
~T W/t-1 

r p - 1 
Cp-1 

?.m-1 

(m—1) ! Ôb •m — 1 
. [bn~2(ab + c)M~P(ha' + C')P ]. 
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l o r sque n ^ 2 , e t 

51) 

, . X QP+M-L 

(p+m-2) ! dbP+' 
rX Ap+m-2 

rari S S F H = I H ^ ) - 1 (fta#+c')a ] 
+ . . . . 

p - 1 pm. rp-1 a m, 
+ C , : î y - [(«6 + c)—» (ta- + c > ] 

m ! dbni 

lorsque n = 1. 
On a également les formules suivantes 

(52) 

(53) 

o, o, 1 m̂— 1 i ^w+n-2 
[kP-2{kb+b')n-i{ka+a'j>»-i{kc+c')] o, o, 1 m̂— 1 

(m+/i-2)!a .«+»-2 
[kP-2{kb+b')n-i{ka+a'j>»-i{kc+c')] 

wn-i-1 [kP-^kb+b'^ika+a'^-^kc+c')*] wn-i-1 [kP-^kb+b'^ika+a'^-^kc+c')*] 

i /om-1 + c n _ 1 {n — \)\dkn~1 
-2(/c6 + b')n~m (kc + c'/»] 

\ flm+n-l 
0.0,1 [(kb+b')n-1 {Ica+a j'""1 (kc+c) 

r \ am+n-2 im-i Hkb+b'j»-2 (ka+a')m-2 ike+c'f1] 

+ ¿m-1 Cm-1 [(/;/, + ¿')»-m (/tT + c')m ] 

IV. LES SOLUTIONS i ^ ï . ï> > C , ? ; " ' p 

G . Nous pouvons donner maintenant des formules pour 
m'. o.o o, n' o o. o. />' 

"m,n,p j "m, n. p > «m.n.p-
En faisant la transformation 

m = m ' — j -f /«j, n = , p = Pi 

nous aurons 
"/H,M, /l = "m'-i+#!!,, », /?, == U»'ii*.*Ptm 

On voit que U l„ f„ l tP l satisfait à l'équation ( l ) cl qu'on a 
f - I , o , 0 Ht', 0, o 

l"ltHl>pl — p ' 
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Il résulte alors d'après les formules (40) et (41) que 

, [a'"~m'~1 (afe+a')p~1 (ab+c)n~1 (at'+c') j 

r 1 <9n+p-3 

(54) ( n ^ â ) ! a ^ P - 3 K - -

rn-i Qp-1 
4- Cn~\ " - 1 r a m - m ' - l (a/ f + a y - n ( a l ' ç'\n 1 
+ P_1 (p — l)!ôaP-lL V ' V ^ J 

lorsque m m' + 1, et 

1 An+p-l 
i&n'UCÎll 9 [(a/c+a')"-1 (ab+c)'1-11ab'+c')] 

3 Cn-1 - [(fl/<+a')p~2 («¿+c)n-2{ab'+cj ] 

+ - c ; : î [ K + + O n ] 
^ /? ! dbP 

(55) 

Pour Uni,nn,0p, Um,°htPp on a des formules analogues. 

V. LA SOLUTION u^0n\°P 

62. Nous allons donner maintenant une formule pour la solution 
um,n,p de l 'équation (1), que nous désignerons pour abréger par i 'm ,n ,p. 

Si dans l 'équation 

(56) Vm>ntp =avm-ifniP + bvm,n-i,p + 

+ a'vm-\tTl) p-\ + b'vmt n _ i , p - i +cVm_i , n - l .p - l + n,p-1 

nous faisons m = n = p = 1, nous obtiendrons 

(57) "1,1,1 = 

Lorsqu'on fa i t dans l 'équation (56) p = 1 en donnant aux indices 
m et n des valeurs qui ne sont pas toutes les deux égales à 1, on oblient 

rm, n, l = arm_it nt i + 6î'm> n-\t i + crm_lf i . 

En posant 



87 

nous voyons que zm%n satisfait à l'équation à deux indices 

(58) Zm, n = AZM-L, N + &ZM> N-1 + CZM_1( N_X 

et que 

Zm,o = o (rn = 1, 2, . . . ) 
n = 0 (n = 1, 2, . . . ) • 

Pour que l'équation (58) soit en accord avec la formule (57), lorsqu'on 
fait m = n = 1, nous prendrons pour z0%0 la valeur 

La détermination de z^n satisfaisant à ces conditions a élé étudiée 
dans la première partie et la solution a été donnée par la formule (25). 
Nous aurons,donc 

d n 

¿m, n — 
(n — 1) ! dan' 

- [am_1 (ab + c»-1] 

et par suite 

(59) vm, n, 1 = c 'A i - i [a™-* (ab H- c)»"1] 

Nous démontrerons qu'en général, nous aurons 

60) 

"m, n, p = c'Cpn+l _2 Dn+p-2 [ am _ 1 (ab + C)»-1 (ak + a 

+ c'Cp+lp_ 3 Cj-iDn+p-ata—H^+^^^aA'+a'JP-^aè'+c')] 

+ c'CnnZ\ CPZ\ Dji—i [a—1 (ab + C)»-P (ab' + c')*"1]. 

Celte formule a été démontrée pour p = 1, car elle coïncide avec 
la formule (59). 

63. Pour démontrer cette formule nous suivons la môme méthode 
que précédemment. 

Nous partons de l'équation 

(61) l'm, n, p + i = bvmt P + 1 + (ab +c) [rm_ t j n_ lt p+ t - f arm_2, n - i , P + i + . . . 

+ a m " 3 rif p + i ] + b'rmin_ i i P + (ab' + c') [ î ' m - i . n - i . p 

+ C"'m-2,n- l ( p + . . • + a m " 2 V i , n - l , p ] + ¿Vm, n, p 

-f(aÀ:+a') [ r m _ i i n , p + arm-2,n l P + • • • + *m~2Vi,n,p] 

analogue à la formule (16). 
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1°. Faisons p = 1 dans l 'équation (61) ; nous aurons 

(62) rm> n> 2 = bvmt n—2 + (ab + c) [vm-\, n-\, 2 + avm_2, n-1, 2 + 

+ ow-2rif„_if 2] + + (ah* + c') [rm-i,n-ifi 

' + arm-2,n-i,i + • . • + a m - 2 v h n - h l ] + n , i 

+ (ak + a') [7 'm—l,n,l 1 Wm—2, n, 1 + ... + Clm~2 Vit n, 1]. 

Faisons dans cette formule n = 1 et appliquons la formule (12) de 
la première par t i e ; nous obtenons à l 'aide de la formule (59) 

(63) i'm, 1,2 = C'DX [a*1-1 {ak + a')]. 

Faisons ensuite dans la formule (62), n = 2 et utilisons les formules-
(59), (63) ainsi que la formule (12) de la première partie ; nous aurons 

*'mf2f2'= c'C\D, [a™-1 (ab + c) (ak + a)] 

+ c'C\Dx [ a " -* ( a & ' + c ' ) ] , 

et continuant à faire n = 3, 4, . . . , n on arrive à la formule 

(64 ) ' m , » , 2 = c'C\Dn [fl»-> (ab + c)"" 1 (ak + a ' ) ] 

+ c 'C i_ , Kn-i [a'""1 (ab + c ) ' - 2 (ab' + c')]. 

Ainsi la formule (60) est démontrée pour p = 2. 
2° Faisons p = 2, dans la formule (61), nous aurons 

(65) Vmtnt 3 = 3 + (a& + c) [l'm—1, / i - l , 3 + « l ' m - 2 , ; i - l , 3 + • • -

+ am"2 ' '1,11-1,3] + b'rnit,t_lj2 -h (a&' + c') [ r m _ I | U _i f 2 

+ en'm-2, n—1, 2 + • • • -f am~2 l'i, m-1, 2] + ftl'm, n, 2 

+ (ak + a ' ) [rm_i f „,2 + cirm_2,n, 2 + • • • + a1"-2 i'if »1,2]-

En faisant n = 1, 2, 3, on trouve 

rm, 1,3 == C'D2 [a™-* (ak +a'f] 

rm, 2, 3 = c'C®/^ [ « m _ 1 («*> + c) (ak + à ' ) â ] 

+ C'C\C\D2 [a»l~l (ak + ci) (ab' + c')} 

^1,3,3 = C'C\Da [ a m _ 1 (ab + c)- (ak + a'f] 

+ c'd cl Ai [a"l~l (ab + c) (ak + a') (ab' + c')] 

-f c'C\clT)2 [«»»-» (ab' + c')'1] 

et en général 

rm,n, 3 = c'Cl+iDn+1 [a"-1 («6 + c-'- 1 («A -f « ' r J 

+ c'CLCLDN [û™- 1 (aft - f C/ 1"2 (fl& + a ' ) («&' + c'j] 

+ c ' d . x C l n H _ , [a»»-! («6 + («6' + c'/-]. 
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3° En faisant ensuite, p — 3, 4, . . . , on arrive à démontrer de proche 
en proche la formule (60). 

VI. L'ÉQUATION: « ,„ ,„ ,„= p + u m . M f + 

64. Pour faire une application des formules précédentes, considérons 
le développement de (1 + x + y)m suivant les puissances de x et de 
y. Nous aurons 

(66) (1 + X + t j ) > n = = Z U m n > p X n y P t 

Entre les coefficients Wmin>pil y a une relation simple, qu'on trouve 
en multipliant les deux membres de l'égalité 

(i+x + y)™-* = 2um-lt n, P xn yp 

par 1 + x + y, et en identifiant avec le développement précédent. On 
trouve 

(67) wm, n, p — — 1, n, p 4" l'm—1, n—1, p "h m — 1, n, p - 1 

Cette relation est une extension de l'équation à deux indices 

whj, n — ~f" U>m-1, n—1 

qui relie les coefficients de la formule du binôme de N e w t o n. 
Nous allons résoudre l'équation (67), dans le cas général, les données 

l(m, n, o y um, o, p > lio, n, m, p > um, o, o y llo, n, o > ^o, o, p j Uo, o, o 

étant quelconques. 
Mais lorque les p sont les coefficients du développement (60), 

nous avons 
i/o, o, o = 1 

_ q pour toutes les valeurs de 
Mo, h, p — n cl p non nulles à la fois. (68) 
L'/H. O, P M/ji n — Cm 

pn 
Uni n o — m • [*/>!, H, o 

Nous allons d'abord donner les solutions élémentaires 

, , « Î . , . ¿ t f ; ; . . 

pour l'équation (07). 

65. Calculons C / CP - D'après la formule (33) nous avons 
p Cr 

m',n',o P 

Q un-n'-\rr- 1 
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Dans le cas de l'équation (67), les coefficients sont 

a = 1, 6 = 0 , c — 1 

a' — 1, b' = 0, c' = 0, k = 0. 

Comme (ab' + c')P~r = 0 pour toutes les valeurs de r sauf pour r = p, 
nous avons 

if 
, . C p - \ , 1 An-n'+p-1 m', n', o = ^n-n'+p-1 Ç rQm-ro'-1 

m' n' p (*—*' + P — 1) ! dar-n'+P-1 L ' 
(cib+c)n~n' [ck+a')P] 

Les dérivées successives de (ab + c)71-71' étant aussi nulles à cause 
du facteur 6 = 0, nous avons 

. _ cszi+P-1 a » - » ' r a m _ m . _ , ] 

c'est-à-dire 

(69) 

(69') 

m',n\ o _ r p - 1 
um, n, p — ^n—n'+p—1 cn~ -n'+p-l 

-m' - l 

i même manière 

m',o,p' pn-\ 
"m, n, p — ^p—p'+n— 1 

-p'+n-l 
- m ' - l 

« t 

(69-; o, n', p' /^P'—P' /^i—r' 
Uni, m. p — ^m t-'m—p+p' 

Les formules (69) et (69') sont valables pour m m' + 1. Pour 
m = m', nous avons 

m', n', o m', o, p' 
Um', n, p — Um', n, p — 

La formule (69") convient aussi pour n' = n. 

Les formules (54) et (55) donnent 

(70) Umjn, °p = o m > m' 

et nous avons aussi 

(nç\r\ t,0' n'»0 — rn~n' i,0> °> P' — r n - 1 r-p-p'. 
l / u i "-m, n, p — ^ m - p , "m, n, p — ^ m - l ^ m - m 

ces formules étant aussi valables pour n = n' et p = p'. 
Enfin, la formule (60) nous donne à cause du facteur c' 

(71) < n ' , p = 0 . 

66. Il résulte que la solution générale de l'équation (67) qui correspond 
a u x données (2), sera donnée par la formule (3). 
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Tenant compte des formules (69), (69'), (69"), (70), (70;), (71) nous 
aurons 

n P 
ltm,n,p = C m - 1 2 U0f j t 0 C m J p -f- Cm-\ 2 U0 0 kCm-n 

/= 1 /f=l 

m, n m,p 
(72) + s C t r r 1 2 

S/-1 i,/f-=i 
m, p 

2 "o, /, /.• Cm-!p+h Cm 
/. ~ 1 

Nous avons ainsi la solution générale de l'équation (67). 
Dans le cas où les données Wm, 0» i'm, o,p> wo,n,p o n t les valeurs 

(68), nous aurons 

*'o, /, o = 0 , u0t 0> ti = 0 , it0, f , k = 0 
et. 

m, n m, n 
VmtJl. p = ^ W v > ^ + J - / - l C - M 1 = ^ Cn + P_/_I 

£, / = 1 i, /-I 

m, p m> P 
T I . V /nn-1 wi+p-A- l V W î w i - 1 w i + p - A - 1 

Mais 

S c i c ^ z r 1 = c Î C f ^ " 1 + c i + 1 c K Ç i i " ^ . . . + cL+i-n-pCiïti:i. 
( - 1 X 

D'une façon générale on a l'identité 

d a - , + e u , a-i-t + . . . + c u c i = c r i ( + 1 

de sorte que 
m 

S ni r>n+P-i~1 rn+p 
L-/ C m - i—1 — 

et 

et par suite 

V M + P - / - 1 

V „ „ „ . p = C + p s = 
/ - I 
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La solution de l 'équation (67) sera donc dans ce cas 

Km,n,p — Vm,n,p ~f" 

— Cm+P (Cn+p-i + Cfl+p_i) 

Cn+P nn 
m /̂i-» 'n+p 

c'est-à-dire 

(73) ni pl (m — n — p) ! 

Nous retrouvons ainsi la formule habituelle pour les coefficients du 
développement de 

(1 + * + y)>» 

suivant les puissances de x et y. 

VII. DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION 

1 

1 — ax — by — kz — a'xz — b'yz — cxy — c'xyz 

SUIVANT LES PUISSANCES DE x, y ET z. 

67. Si nous développons la fonction 

(74) F [x} y, z) = — 

1 — ax — by — kz — a'xz — b'yz — cxy — c'xyz 

suivant les puissances de x, y et z, nous trouvons 

F ( x i y i z ) = ZumtniPamynzP. 

Il s 'agit de donner les expressions des coefficients un t f U t Pen fonction 
de a,b,c , a ' , b\ c et k. 

De la formule 

1 = (1 — ax — by — kz — a'xz — b'yz — cxy —1 c'xyz) Zu„Xy Wj p am y11 zP 

il résulte par identification des coefficients, les relations suivantes 

J — u0 (75) 

(70) 

(131) 

l,o, o, o 

0 = l'/H, Otp au0f 0> o 

0 = Uo, n, o — bu0, n—l, o 

0 = Ko, o, p kll0) o, p — 1. 

0 = M m. n, o — «'<«1-1,« . o — bu,n> M—1, 0 — CH,a- 1, n - l , o 

0 = M/i), o, p — ÛWm - 1 , 0 , p — kuM , 0, p— 1 — " '"m - l . o , p-1 

o • = Ko, tt, p — bu0, n-\, P — kii0, », p— 1 — h'u0, n - 1 , p - 1 

i, n, p — p bif m, n— 1, p ~ ~kuMt », p — 1 " a ' i/ iw- l , // p 

— b'uvi , n - l , p - \ ~ c u m - 1, n — 1>P ~ -c'u,„-1 , » - ! , / > - ! • 
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Les équations (76) donnent 

( 7 5 ) "0,0,0 = 1 

W»if o, 0 = Cl"1 

7 6 ' ) M.,»,. = b " 

Uo, 0, p = / f p 

La première équation (77) montre que Mm,n,0scra la solution de l'é-
quation à deux indices 

l*m,n,o = o + &l/„ l>n_ 1, o + C M m - l , n - l , o 

satisfaisant aux conditions (76'). La détermination de i/ m , n ,o a été traité 
au no. 37 de la première partie, et la formule (99) nous donne 

1 d* 1 âni 
(77'j "m, n,o = — [a»1 (ab + c)» ] = [bn (ab + c)«] . 
V ' n ! dan J m! 36'» L v • J 

Nous avons aussi 
1« AP 1 f)m 

«m.o.p = - — [«"'(«fc + «')" ] = — [/C(«* + «')"'], 
p ! cap m ! ô/c"' 

(77') 

" o , ( M ' + &')" ] = Mbk + b')" ]. 
p ! dbP n ! dk 

Pour les valeurs de m, n, p non nulles, nous avons l'équation à trois 
indices 

l(m,n,p = p + ^'m.n-l.p + Cï'w—lf 1, p + «'"m-l, n, p-1 

+ b'am,n-l, p - l + c ' " m - l , n - l , p - l + /"'m, n, p - 1 • 

Ainsi iim,n,pcst la solution de l'équation (1), satisfaisant aux conditions 

(75), (76') et ' (77') . 
68. Si nous revenons à la solution rni|/l)P = itm?n°P de l'équation ( i ) , 

qui est donnée par la formule (60), ainsi que par la formule analogue 
flp+m—2 

(60') , - c'Cmll [&*-1 (M +b')P~l (ab + c)™"1 + ... V / 'm,n, p — c ^ p+m-2 L x N J 

et si nous faisons dans les formules (00) et (60'; p = 1, n — i , m = 1, 
on obtiendra les formules 

= -———r ^ t « - 1 («* + ]• (n — 1) ! du'"1 

1, p 
(p — :L) ! daP~l 

c' d""1 

(p — J ) ! db'> 
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De ces formules on déduit 

?'m i, 1, = c ' a " 1 - 1 

l'i.N, 1 = C ^ - 1 

r i , i , P = c ' k P - 1 

1 = c\ 

En comparant ces formules avec les formules (75), (76'), (77') on 
obtient 

r m+l, n+1, 1 ~ c um, n, o 
r m + l , l , p + l = c 'wm, o, p 

v l , n+1,p+1 = c'u-ot n, p 

(78) rm+1,1,1 =C,Mïn>ofo 

''l, n+1, 1 = c'i/o, n, o 

1, p+1 = c'u0, o, p 

1, 1 = C'i/o, o, o 

wm,7i,pet rm>n>p satisfaisant à la même équation (1), et ayant les relations 
(78), il résulte que 

_ 1 
um,n,p r r m + 1 , n+1, p+1 

C 

et par suite, nous aurons d'après la formule (60) 

"m,n,p = Cn+P A i + p [am(a& + c)n (ak + a')/1 ] 

( 7 9 ) + C n + P - 1 A i + p - i l>m + c ) n " 1 ( * * + a ' ) * - 1 (a&' + c')] 

+ C i C£ D n [a m (ab + C)»-P (aV + C')P ]. 

Ainsi le problème delà détermination des coefficients wm>n>p du déve-
loppement de la fonction (74) est résolu par les formules (75), (76'), (77') 
et (79). 




