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EXTENSION D'UNE EQUATION FONCTIONNELLE
"DE M. TH. ANGHELUTZA A DES FONCTIONS DE
- DEUX VARIABLES:

PAR
D. V. IONESCO
Note présentée par Mr. D, Pompeiu M.A.R. dans la séance du 20 septembre 1947

En pértant d’une équation fonctionneile de M. D. Pom-
peiu?), M. Th. Anghelutza? a étudié Pégquation fonction-
nelle ) o

1) [ +42) +1y +22) _ fy+22)+f(y)
- [y +32). fy + =)
et a démontré que les fonctions continues satisfaisant a cette équa-
tion quels que soient z ot Y, sont données par les formules
f(x)=ax + b
(2) f(x) =a cos kx + b sin kx
f(x) =a chkx + b shkz,

ol @, & et k£ sont des constantes arbitraires. T
Dans cette note, nons étudierons Péquation fonctionnelle

fl 4 &2, 0 +4pn) F (w442, 0 +2) + f(u 20, 0+ bys) 1+ 20, 0+ 2u)

3
@) flu +32 0 +3p)

[ 420 0 +20) - +200) + fu, ¢ +2p) +fa, 0)

flu +2, 0 +w

qui doit étre satisfaite par une fonction continue f(z,y), quels que
sotent u, ¢, A et u et que nous regarderons comme lextension a ¢ i

) D. Pompeiu. Sur me équation fonctionnelle qui s’introduit dg'
probléme de moyenne (C. R. de ’Ac. des Sc. de Paris t. 190, 1930, p. 14 ¢

) Th. Anghelutza. Sur une équation fonctionnelle (C. R, de ¥
Sc. de Paris, t. 194, 1932, p. 420). y

5 A. R. — Bulletin de lo Section Scientifique. Tome XXX




EXTENSION D'UNE EQUATION FONCTIONNELLE

DE M. TH. ANGHELUTZA A DES FONCTIONS DE

DEUX VARIABLES.

PAR
D. V. IONESCO

Note préseniée par Mr. D. Pompeiu M.A.R. dans la séance du 20 seplembre 1947

En pértant d’'une équation fonctionnelle de M. D. Pom-

peiul), M. Th. Anghelutza?) a étudié Péquation fonction-
nelle ' o

) Ty +42) +/ly +22) _ jly+22)+F(y)
- fy+32). , (y + =)

et a démontré que les fonctions continues satisfaisant & cette équa-
tion quels que soient z et y, sont données par les formules

f@)=ax +b
(2) f(x) =a cos kx + b sin kz
f(x) =a chkx + b sh kz,

ot @, b et k sont des constantes arbitraires.

(3)

Dans cette note, nons étudierons Péquation fonctionnelle

J o 60 0 +80) +f(m 442, 0 +2) + w22, 0+ bgs) (0 + 22, 0+ 2)
| fa+3% 0 +3u)
fw+2% 0 4-20) +Hm +2%0) +fu, 0 +20) +f(a, ¢)

qui doit étre satisfaite par une fonction continue f(z,y), quels que
soient u, ¢, A et y et que nous regarderons comme ’extension & des

Y} D. Pompeiu. Sur me équation fonctionnelle qui s’introduit dans un

probléme de moyenne (C. R. de I’Ac. des Sc. de Paris t. 190, 1930, p. 1107).

]) Th. Anghelutzd. Sur une équation fonctionnelle (G. R. de Ac, des

Sc. de Paris, t. 194, 1932, p. 420 ).

5 A. R. — Bulletin de la Section Scientifigue, Tome XXX




2 D. V. TONESCO 66

fonctions de deux variables, de Péquation fonctionnelle de M. Th.

Anghelutza.
1. En faisant p =0 dans I’équation (3), nons aurons Péquation

fonetionnelle
fuw 4200 +fm +2700) _ fa+200) + f(u, ¢),
- f(w +3 4, 9) flu + 2, 9)

ol nous regarderons ¢ comme un parameétre et qui est identique 2
Péquation fonctionnelle (1). Cette équation aura des solutions de

la forme

(D fay)y=Aun+B
(IT) f (u,9) =Acos Au + Bsinbu
(111} f (u9)=Achbu+B sh Ou

ot A, B et 6 sont des fonctions continues de v.

Pour que Déquation fonctionnelle (3) ait des solutions de la
forme (I), il faut que A (¢) et B (¢) soient des solutions de I’équa-
tion fonctionnelle (1), ce qui nous conduit aux solutions suivantes:

f (u9) =(Co +D)u+C'v + D’
(I | f (u,) =(Ccoske + Dsin ko) u + (C" cos ke + D'sin ko)
f (n,0) = (Cchky 4 Dsh ko) u + (C'ch kv -+ D'sh ko)

“ou C, D, ', D' et K sont des constantes arbitraires.

Pour que I’équation fonctionnelle (3) ait des solutions de la
forme (II) ou (III), nous démontrerons d’abord que 0 (¢) doit é&tre
une constante. )

2. En posant

Ca=A( +ip), bi =B (v +iw), 6i=0( +1w), (i=0,1,2, 3,4
et en introduisant la fonction -(II) dans I’équation fonctionnelle
(3), nous aurons I’équation :
(4) [agcos 8, (u +4N+...] [ay cos 0, (+ N) + by sin@; (u-+ A}
= [agcos Oy(u+20) +. . .J[az cos Bz +32) +b5 sin B(u +30))
Posons maintenant |
(b, cos 0, u—a, sin. 0, u) 65 + (bs cos 0, u—ay sin 6, 1) 6, =U;

(bg co8 92 u'—"'az Sin 02 u) 62 + (bo CO8 90 u—ao S]n eo u) 60 = Ul



67 EXTENSION D’UNE EQUATION FONCTIONNELLE 3

g €08 Oy u + bysin 8, + ayc08 O, u + bysin O u = V;
y 608 By u + by sin 0, 1 + ay cos 0y u + by sin Oy & = V3
(bs cos 05 u—ay sin 6, u) 6, =W,
(by cos 6; u—a, sin 0; u) 6, = W,
azcos O3 u + by sin Oy u = Z,
ay 008 6y u + b, sin 6, u =27,
En faisant 2 = 0, dans P’équation (4), nous aurons.
) L h
Z, Z,
Si nous dérivons I’équation (4) par rapport & A et & u et s i nous
faisons ensuite A =0, nous aurons les équations
"Us 2y + Vs Wy = U1 Z; + Vi W,
® ; SUsZy + Ve Wy =U  Zg +3 Vy W,
qui nous donnerons

3 1

Les équations (5) et (6) mentrent que
| u_n
w, Z,

c’est & dire
{bg cos0, u—a,sinby u) 0, + (b, c0s0, u—a, sinby u) 9, _ (b, cos 0, u—a, sin 0,u) 6,
s €08 0, u + by sin B, u + ag cos 8y u + by sin O, u @y 08 0w+ b, 8in 6, u

On déduit de cette équation que
(1)  aycos Oyu + by sin Ou +ay cos Ogu + b, sin B u =
C(ay cos 6;u + b, sin 0 u),
C étant indépendant de u.

L’équation (7) devant étre satisfaite quel que soit u, nous
aurons les équations en nombre infini

ago—Coy +a,=0 bo 0o — C by 0; + 0,0, =0
8 a0 —Ca, 0} +a,08=0 by 0 — C by 6 + 5, 03=0
4 05— Cay 0 +az 05 =0 B, 05— C by 05 4+ b, 03 =0

qui doivent avoir lieu quels que soient ¢ et p.

5.




D. V.IONESCO 68

Si le déterminant

i i 1
o | oo e
of o of

n'est pas nul, les équations (8), nous conduisent a
A@) =0, B(v)=0.

Mais A (¢) = B'(v) =0, ne donnent pas des solutions de I'équa-
tion fonctionnelle (3) de la forme (II), de sorte que la fonction 6 ()
doit annuler le déterminant A. Nous aurons ainsi

B0 +wp) = £0(),
ce qui montre que la fonction 6(¢) doit étre nulle ou constante.

3. En remplacant dans Péquation (4), 6 par la constante 6,
nous aurons I’équation

(s + a5) 080 (1w -+ 38) + (b + by) sin0 (43 2) ¢
a5 €080 (u + 3 A) + by sind (w + 3 ) N
_ayF ) cosB (w4 1)+ (by 4 by) sinb (u + 1)
- a, cosb (w + ) + b, sind (w 4 2) /
que nous écrirons sous la forme
[(bs +bs— (a2 +a4) tg 302] 1g Ou 4 [(b, + &) 18 3 O X + (a5 + a4)]
(by—as 123 02) 1g0u + (b 18 30 X + ay)
_ [(bs 4 bs) —(aq + a,) 186 1) tgbu +[(Bo +bo) 18 O X + (a0 + a5)]
B (by—a, tgONtgOu + (b 1g O N + ay)
Cette équation devant étre satisfaite quel que soit tg 0 u, nous
conduit & certaines équations que nous ordonnerons suivent les #
- puissances de g 0 A Nous sommes ainsi conduit aux équations
Gy + @y Qg+ 0Oy
as B a N
by +0, by + b,
b, b
Qg + 0y by -+ b,
o N by

gqui montrent que 4 (¢) et B (¢) sont des solutions de I'équation
fonctionnelle (1).



69 EXTENSION D'UNE EQUATION FONCTIONNELLE

ot

Nous aurons ainsi les solutions

f (u,9) = (Co + D) cos Ou +(C'v + D) sin Ou
(Iry |y (u,9) = (C cos k¢ -+ .Dsin ko) cos Ou -+ (C’ cos kv + D’ sin ko) sin Ou
| f (%) = (C ch kv +.D sh ko) cos Ou + (C" ch ko + D’ sh ko) sin 6u |

de I’équation fonctionnelle (3), ou C, D, €', D', 6 et k sont des con-
stantes arbitraires.

4, On démontre comme dans les n*° 2 et 3 que si nous consi-
.derons des solutions de I’équation fonctionnelle (3), de la forme
(I1I), 0 (v) doit étre une constante, et que les solutions de cette
forme sont

f (u,0) = (Cv + D) ch 6u + (C'v +D') sh 0 u
(HI) f (u,0)=(C cos kv + D sin ko) ch Ou—+ (C’ cos ko -+ D' sin ko) sh O
f (u,0)=(C ch ko + D sh ko) ch 0u+ (C’ ch ko +D’ sh k) sh 0y,

ou O, D, C', D', kk et 0 sont des constantes arbitraires.
Nous avons ainsi intégré l’equation fonctionnelle (3) et nous
avons donné ses solutions par les formules (I'), (II) et (I1I').



