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sr
1, - Considérons un polynome / (n) de degré r ayant

tous sés zéros réels et soient

(1) u xr axza"'Sxn
ces zéros.

On sait que la dêtivée f' (x) a aussi tous ses zéros réels.
Désignons par

(2) \3yz<"'3yn- t

les zéros de f'(r).
Entre les zéros (1) et (2) nous avons d'abord l'égalité

fondamentale

.nf>r,:
n

í:l

I
n-l

n-l
tS rr. ,a Jl
i-r

exprímant l'égalité de leurs moyennes arithmétiques respec-
tives. Cette égalilé est d'ailleurs vraie sans la restriction de la
réalilé des zéros.

Il y a aussi entre les zéros (1) et (2) des relations d'iné-
galité importantes. Nous avons d'abord

xi 3y¡ 3 *i + t, i:1,), ,, , ,n - I,

qui sont des conséquences ímmédíates du théorème de Ro[E.
Il est à remarquer que, par suite des notations employées, le
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192 TIBERIU POPOVICIU

signe : est valable dans les deux formules (4) si et seulement
sír¡ : x¡+t

Lecurnnr a précisé les inégalités (4) en démontrant que

(n- 1)x' * xi-rr - -x¡ i (n - 1x¡-,. 
1()) n )¡:- n --

mais, comme I'a montré M. J v. Sz. N¡cy r), nous avons aussi
les. inégalités plus précises

(n -i) x¡* x¡¡1_ _ xi* ixi+t(0r - n_i+r--1 i> r.+1

2, - Nous avons déduit la propriété (6) d'une propriété
générale des zéros /7 en fonction des zéros x¡ 2). Nous allons
rappeler cette propriété Les zéros x¡ peuvent varier n'im-
porte comment sur l'axe réel, mais en respectant touiours la
convention (1) On peut se faire une idée de cette variation
en ímaginant que les zéros x¡ soient des points matériels impé-
nétrables (ce qui n'exclut pas la possibilité" que cleux uu plu-
sieurs de ces points soíent dans le même point géométrique
de I'axe réel). Alors les zëros y¡ sont des fonctions contirrues
des r¡. On peut encore raisonner de la manière suivante. Soit
X le poínt de coordonnées x1,xzt..,,xn dans un espace ordi-
naire.à r¡ dimensions. Les x¡ ,étanl soumis à la restriciion (1),
le point K décrit une certaine région de cet espace, Soit aussi

Í le point de coordonnées y1 ,!2,.. , ,ln -L dans un espace or-
dinaire à n- 1 dimensions. Alors le point IZ este unefunction
continug du point X.

Complétons encore les observations précédentesìpar une
remarque bien simple. La suite (2) des y¡ peut s'appeler la
suite dériuée de la suite (1) des x¡. Alors si les Þ premiers
resp. les Þ derníers points xi tendent vers - oo resp. vers

*co, les É prenriers resp. les Þ derniers points v¡ tendent aussi

vers - oo resp, vers * oo. De plus, les points yh+r' yþ+2,,,¡! n-.r

t) Juuus v, Sz, NÀcY "Über olgebroísche Gleichungen mit lauler reòllen

Wurzeln" Jahresb. d. D, Math. Yer,,27,37_43, (1918), Voir aussi, R, GoDE.Au

,Sur /es óqualions algébriques dont loutes les rocines sont réelles' Mathesis, 45.

245-252, (t931).
2) TIBERIu PoPovIcIu, ,,Sur f¿s équolions olgêbrÍques ayant toules leurs

racines réelles". Mãthematica 9, 129-145, (1945),
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resp. yl ,!2,,.,,yn_þ_t tendent vers les points de la suite de-
tivée de xh+.rx þ+2,,,.,rn resp. xt,xz,,,, rîn_É.

Revenons maintenant à la propriété signalée plus haut,
C'est la suivante :

Lnvn¿n l,- Les zéros y¡ sont des fonctions non.déuois-
san/¿s des zéros xi .

Pour être complet ef aussi pour préciser l'énoncé du
lemme nous allons donner la démonstration. ll suffit évidem-
ment d'examiner les variations des T¡ lorsque un des points
x¡ varie très peu, Prenons le zéro yi et supposons qve xÉ
prenne un petít accroissement positiï h. Ceci exige xp 1xh+t
(xn*t: * oo).Si rr : x¡*, etþ*i+ l,y¡ ne varie évidemment
pas. Si xi:xi_t et h:i*1, yi devient plus grand d'après la
remarque Iaite plus haut sur les inégalités (4), Soit maintenant
xilxi*t et posons

f 1r¡: (r - xr) @ - "r) 
. , . (x - xn): @ - xÐ E Q),

8(x):(x-x4-h)EG)'
h étant toujours un nonbre positif assez petit, Pour montrer
1ue !i, est devenu plus grand il suffit de démontrer que g' (x)
a un zéro dans l'intervalle ouvert (yi , i¡*r). Dans le voisinage
gauche de x¡*, nous avons 3)

(?) sg g' (x) : (- ) n-í-t 
.

Nous .avons ensuite

. g'Ui):9(v¡) l0¡ , x* _ h)E,(y¡).

Mais

9 0i) + Ui- xÐ e' (e¡: g, f 0i) :0i- rp) I (y),

donc

, hf(yi)
Ê'\!¡)__ 1r,_ *o¡z

d'où

3) Nous posons, comme d'habitude

f,siz)>0,
0r'si z - 0,

- l, si z (,0,
t
t
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floüs ävôas évlddnltrént lë ðlg-ne æ dans (12) st tlass (13)
puisqu'alors

!i:!i+í-t: ' ": !¡+i-t: x¡:1ci*t:" '- tc¡+j .

Si *¡( x¡*¡, i > t l'¿gallté d¿rns (12) et si r¡( *¡*¡,i{j1n'
l'égalilè dans (13) sönt iiñÞóssibies pour ün Þolynode f (i) de
degré elfectif n. Sí i: 1, xt 1iÇ+t l'égalíté dans (12) n'a lieu
que pour le polyñöÉne (10) ei sl i+ j=ñ, xn-¡1xn l'êgalité
dans (13) n'a lieu que pour Ie polynome (11).

Pour /= I noüB retrorlvÕbs les itrégalités (6), Pour i:1,
i*n - 1 les deu* lnêgalítés se réduísent à l'égalité (3),

En particulier, pötrf í= I èt pour i: Ít-i, nous obtëfions
'a propriété suívante:

THÉonrvr 2. - La mo)'enne arìtsmëtique des j premiers
zëros (2) ëst ait plus aEaie à Ia moyenne afiihmútique des i * I
pr emiers zéros (l),

xtl xz* + +lx

i
Lci mo¡enne arithm,ëtiqüe des j derniers (2) est au moins

'ë 
gale à lq moyenne arithm,átique de i * I dcrnlers zérôs (1),

yn-i yn-¡+t '" I yr-t 
-xn-i.# 

xn=i+, * "' * xn

t

Sl noue remarqüonS que pâr uno transformation linéaíre
xoox'* p la suite dérivée se transforme dans la suite déúvéø
de la transformée de la suite primitive, nous voyons que les
límítations ínférieures des sommes (9) peuvent se déduire de
leurs limitá'tions strpérieúres et viee versa.

4, - En combinant entre elles les inégalités (12) et (13)
(parmi lesquelles se tt'ouve aussi l'égalité (3)), on peut en dé-
duire d'autres limítations intéressantes pour les sommes (9)

Ecrivons

. n-7 ¡-1 ,t-I
Y il J¡+t*' " * Y¡*i-, : 2 ! r -2)', - 2 J',

i:1 r:1 
':t+l

et tenons oompte des inégalités (12)r (13) et de l'égalíté (3).

l
ì

l

':
1

1

I

(s)
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Les égalités (7) et (g) d¿montruni ia piopriêté.
Finàlement dònô *i Ln bu plusieurS zésös .r¡ commêncent

à croître, toul zé,ro yi compris entre deux i¡ clifléiènts òôrú'

mence auòsi à croitre.
3. - Le lemme 1 permet immédiatem¿ni d¿ a¿limit¿t la

èommè

þ) lt|v¡*r{:'r;f !i+i-.t, 1<l<i+i-l-K¿--[

de ¡ têrnes bbhsé'cbtilÈ dê ia sriite 'dériv¿¿.' 
Pout 'obterrir urlê liditåtit¡n inté¡ieure il suiiit d¿ fait¿

décioîtr¿ ihtlétinlnlëht lëS Zéroê ,c\ , Ni t , .', ¡*i-\ êt tle faiÍe dé-
ôïiiitÍb iusqri'à xyni les zélós lc¡+i+'t¡ *'i*'iràt':.,!ir. Dê ffiêmê

pour obtenír une iimitation supérieure il shffit dè faire ôroltrb
indéfínínrent les zéros xínÌ+t, xi+i+zt",txn et de faire croître
les zéros x1 ¡x2r,,,,xí_.tjusqu'àr¡, Les limitations cherchées

sont donc données par les polyäoÉrÞb

(ro) (x-r¡) (x-r¡*1) ...(x-x¡*¡ n) 
(x-xi*i¡n-Í-i+t

(1t¡ (x-xi)/(x-r¡nr) Q-ky*l\,.,(x-r¡*¡)

et pour les obtenír il suÏiit dtéctifo l'€galiré (3) pour ces þb'
lynomes.

Nous obtenons ainsi la propriété suivante exprimée par le
THËonÈtr¡E l. - EntiÞ les zéros |o) 'et '(2) nbus auons /es

négalitó s suiuantes

(12) y i * y i*,-1 "' * y i *i_rZ
(n-l)(x¡ * ri11+,..+ r¡ni_t)iixi.

(13) y¡ * y¡*,*' " * y¡*i-., S

n-i1,l

ix¡+(i+i- 1) (t¡*,f x¡*r*"'1xi*¡)
i+i

j:|,2,,'.,n-i, i:I,2, "',n-l'

La démonstration du lemme 1 nous indique aussí les cas

où dans (12) et (13) nous avons l'éÊalit¿. D'abord si r¡:r¡*¡
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n
)

r:í +l
(n- i) ,2r*,*.i'*,*, (n -i)2 xi| I xi

nl
1!¡ 1

n(n -
i:1,2,. ,, ,n- l,

qui sont aussi dues à M, J. v. Sz. Neov4), , . :

Nous n'avons pas I'intention d'étudier plus complètement
les conséquences des ínégalités (12) et (13). Dans la suite nous
indiquerons un autre procédé pour obtenír des inégalités entre
fes zéros (l) et (2).

s2.

5. -Nous allons d'abord compléter le lemme 1 par une
qutre propriété Êén&ale des zéros (l) ef (Ð. Supposons gue
fon remplace les zétos x¿*rt xþ+2, . , . , xn par leur moyenne
arthmétique

p _ x**ti xþ*r*. , .xo

- n -l-'
On a alors xþ,,SE3*" et les éga.lités sont ímpossibles

'si x¿*r1xn.
Posons'

f (x):(x- x¡,rr)(x- x¡*2). ..(x-x,)gQ),

g,(x): (x _ Ei"-h E (x),

La dérívée g'(¡) a un seul zéro dans chacun des ínter-
valles (\, xr), (xz, xs),.,, (rþ_t, xh),(xh, t). Nous allons démon-
trer que le zê.ro d" g'(¡) dans l'íntervaile (r,, ri*r) (l < Þ) est
plus grand eue !¡ si r, ( rr*,.

En e[[et, dans le voisinage droit de r,. nous avons

( t 0) sg g' (¡) : (- 1 )"-r.
En remarquant que Ë)yi, ou trouve d'abord

sg g' (y/ ) : (-l)n-Þ-| sg [(n - h) I b ) * (y t - E) v' (y t)1.

Mais

4) Loc. cit. r).
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En faisant les calculs nous trouvons la proprieté suívanta

TunonÈvn 3, - Entre les zëros (l) et (2) nous ctuons les'

in,êgalilés suiuantes
. í+j_r

(n-i)l r,-| i (n-1) ) x,+ i(¡ + i - l) xi*,

ni

SyiI y¡¡1" ' l yt*¡-r S
í+j't

çn-i-i+l)(n-i) x¡+(n-i-j+1)(n-1)2 x" +(i+i-1) 2 x,
r:¡+7 f:í+'j

n (n-t-i+r)
j:L,2,.,',r1-i, i:1,2,"',f, -t

L'égalít,ó dons (14) n'esf possible que pout Ie polynome

t:7 r:i+7
(14)

(15) <

-(

T
x

et dans (15) n'¿st possible que pour Ie polynome

I ¡ rt \o-í_jtt
(r-r,)í (r-r¡*1) (r-rinr)",(x-xrrr, ,) lr -;È.t ,ì*r', )

on voít lacilement que dans ces cas l'égalité a etfectíve-

ment lieu, Les cas d'égalíté résultent facilement cie ce que

nous avons clit au No. Précédent,
Les deux límitations (12) et (14) de la somme (9) sont

distinctes, sauf si l:1 lorsqu'elles sont ídentiques. Il suffít

de faire successivement

x1:- l, ïz:¡3 - "' -,i*í- 0,

xt:r2:'r':'i*i-r':0, xl*i: L,

pour voir que ces deux limitatíons ne résultent pas I'une de-

1'autre,
onvoitdelamêmemanièrequeleslimítationssupé.

ríeures (13) et (15) sont indépendantes dans le même 'sens''

sauf si í:n-i lorsqu'elles sont ídentiques'
Pour l: t les inégalités (14) et (t5) devíennent

I

l'
r
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(18) f(x):(r-o)À' (x -þ)r"(t-o)r', a4b46.,

Dans cg çaq qne ípéqqli!Ç linéaire qt ho$qgèpe entre les
zéros (l) et (2) est de la forme

Ptql7zb * Pzc I qru I qrß 20,
ot ø,Ê sont respectivement lps zérqq çpnp{¡,s gntçe o gl b et
enÍre b et c de f (x) (les z,éros )tn, "t 

yl,*À,).

On doít nécessaireqenl avqir pt{-.p¿*pe* qti_qz:O,
comme il est lacile de le voir. Par suite de l'égalité (3) et de

l'homogénéité de la formule on peut prendre égal à 0 I'un
quelcong¡19 dcq cpeftlglgplS et égql à 1 I'un quelconque <ies

coeffícients pqsítifs ou þ - 1 I'un quelconque des coefficients
négatifs5). Nous pouvons donc prendre Ç¡:0 el qz:*l ou-1
suívpp[ qq'alsra Çz).o qtl ( o,

Ceci étant, nous avons d'abord le
THronEvE 4.-Si les nomþreF. pt,p.z,ps Vérifiçnt Ieç ço¡1-

dilip,ts

pt1'Pz*pe: -l , Pts0 , ptØt*1ùI1120,
on a I'inégalité

(19) pta*pzb*þtc*,sà0,
pour tout polynome (18),

En effet, d'après lrinégalité (é) nous avons

p> lrb I G

lr.i_ 1,

et nous pouvons écrire

a

p1a.rp,b+pç+æ?-T#) f (',+ #;¡)k-h)-pt 
(ó-a)

e[ le théorème 4 eq resqltç.
On voit d'ailleurs que dans (19), l'égalíté n'a lieu que

dgn. I'uq dçS pqq Fqivqpts

a: b= c,

b=c,Êr:-0.
5) Le cas trivial pr:p, : Ps:Çt: Çz:0 ne présente éiidemment pas

d'interêt,

a!.

E T¡SEBTU P9P.OV¡çIU

s9eQ¡) .: (- 1¡*-i

>0

Itg

donc

sÉ 8' (y¡ ) : (: rF-,ue[# 4 - F+]
Nous evons

p'(yìì. J , t +. .. _L lîTvã:F¿,,*jr +*¿;; r, _9 i
donc, puísq ue xþ+t- yr) 0,

9'(y¡) n: h

eTiÐ-Ã
gar suite- de l'lnégslrø orassíque entre ra qpy@f{re arithme,tÍque et la noyen.n," h"rmpn.¡gle,

Il en résulte que

(17) sg g'(y¡):,(:1¡,-i
et lÇs-relatíonç (16) çtr ft7).dés ostrçn* Ia propriété.

Ãemarguons que la propriété reste vraie aussí pour y¿
même_si !h:xþ+t, à condítion, bien entendu, qge i* aítr h¡11 xo,

Nous avons donc le
Lnn¿vr 2. - st , Ies zéros tþ+!,di+z."' '.1ro çpnl tous rem-

placëç por leur moyenne arithméiíq-ue et si r¿*t.-xo,le zþro yp
el tptto les zéros lr ,yp , , , . t !h_! Çui ns ,otnciinit pøí'auec-un x i
dspíennen! pluç grsnds

Par la transformation de x en=-ï It résUltç g¡¡,sgí þ pr9_priété suivante -: '- :-YF¡'!Y !++'Ùe¡ ¡F 
'

Lnun¿n 3.-SJ 1es zëros Ít,x2,,,.,xþ sonl rentplacés par
leur moyenne arithm,ëti.Çue et ,, {4, le çéro !¡ et lous les zérgg
!1,¡1 ,!h¡2,t,,,!.,2_1 qui ng coïncident pas oVec'un x¡ deuiennent
plus pelits,

..Ç.qpme ap,plleet'íqq $r ipe{rt É9ú:rouva¡ I,e {,héprÈqr9 3 enappliquant simuitanément les lr.r.. l, 2 et 3.
6, - Avant d'aller plus loin nous allons établir quelques

límitations relatives au polynom e

!

i

i

I.

I

I

I
I
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(1,2b+'.1tt1r)c ,ì,f ),,+tr, ì,pya-tp2bi-pzc-þ:|"" \',";",':L - Pl*l pr- r+l+l (c-A) -Y- )''+1'+t'; -')-r [Pa- 7'¡7'¡\)\c-

-h(b--a)
d'où íl résulte que les conditions sont aussi suf[isantes.

7. -Le lecteur a certaínement remarqué la dilférence
essentíelle entre les théorèmes 4, 5 d'une part et le théorème 6
d'autre part, Tandís que les deux premiers expríment seule-
ment des condítions suffisantes, le troisième donne des condí-
tions à la foís nécessaíres et suffisantes.

Revenons donc à l'inégalité (19). On trouve, comme pour
l'inégalité (20), les conditíons nécessaires

(21) h 3 o, ps(lt *1r* 1r) * ¿, +. 1zà0.

Pour résoudre complètement le problème remarquons
que nous pouvons prendre

o- - 1, ó:0, c:åÞ0.
Désignons par E(h.) le premier membre de (19) multiplié

par Ie nombre posítif 2Q +)" ]-lz ' Sí nous remarquons que

É est la racine non-négative de l'équatíon

(1, * 1, { }"r) x2 - [(¿' l- )'z) h - 1, - Lt], - Lrfr : 0

et si nous faisons les calculs nous trouvons

E(h):V0*1ffçgr=Th=D
où

A:,8: 2v),t1,21ß(1t+

(22)

t-- - -t . D-2Pr(1t+1r+)"s) +þ+v-- tr+l, ' )"r+)",

[l faut trouver les conditions nécessaires et su{fisantes
pour que l'on ait

(23) E(h)>O,
quel que soít å Þ 0.

10 TIBERIU POPOVICIU
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Nous avons aussi le
THËonEv¡ 5._ Si les nombres þt,pz, ps uérifieñt les conditions

pt*pz*pr:-1 ,2ptØt |--trzf /sS0,
_ ps(hr_ltr_l- ¿r)* A,*tz<0,

on a encor.e. l'inégolité (.|9)-pour foú pob:nome (lg),Ee effet, d'après le lemm" t; J; 
"p> 2 lri 2') c ),s(o*b)

2 ()' t1-1r-:-'Ls\
et nous pouvons é.crírc

ùolpzb*psc*ß: l,- 2 (1'-|.1r)c# ls @*b +

*("* )"rl tr2

)"t +)"2+73
(c-b)- (b-a)

ce quí démontre le théorème 5.
Dans ce cas l,égalité dans(19) n,a lieu que dans l,un descas suívants

q-þ-ç,

a: b, pzet * Ar* ls) I I, + lz:0.
Enfin démontrons aussi Ie
TuËon¡ve 6, - pour que l,inégolité

(ZO¡ þtalpzblps._B>O
soil u.érifiée quel que soít le polynome (lg), ¡/ faut et il suffitque I'on oit

pt 1-pzlpr: l, þt 50, pe\ttl lz*is)- OtJ-lùè0.
On voit d'abord que les conditions sont nécessaíres en

faisant ó:c (alors b:c:ß) et q:b et alors p: 73 \Lt c
l,*tr*Zs

Pour voír q ue les conditions sont aussi suffistntes, re-marquons que, d, a près l'i négalité (6), no
ÀsbIø,*)",\ c..1 -..

t"t+)"2+)"3

us avons

p<

Nous pouvons écrire

ilt



pøl'no,no (18) ll faut et iI suffit que l|on ait p1}pz*ps=_1
et, ou blen

ry 10 , p?\rr+ i, + 1120,

qa bíen

(25) AC+ Bl/r=e - D>o , ps(Lr+ ¿3) + L'4A',

ps(1r * lr-+lr)i 1,*LnàC,

A,B,C,D 'étant définis par les .fo.r'nules 
(2?)'

Dans le s¿cond cas l'égalité n'a lieu gue sí

AC+B|r-e - D-0 ,vTT k-b):(å-q) (cB-Avr-el'

8. - On voit que les théorèmes 4 ei 5 ne nous donnent

pas des ploprlétés 'plus cornplètes que celles "-"lt]ii:t n"t

i". th¿ur¿tes I et 3. Le théorème ó précise un peu la pro'

uï¿iä-ã"tãspondante gxprimée par le théorème 1'

En cB qui -"ttitå f" uuitut du théorème 7' ellø est

tout"ãtrà. c" trrá"r¿me nous donne effectivement des inéga-

lítés qui ne sont pas toujours co-mprises dans les théorèmes

ï;i ä.-S;ii,"n "ti.ì' 
I'inégalité(19) où Pt'þ3 véririent lescon'

ditíons Q5). Pat suite de I'inégalíté

p,tA10,
Lz-f hs

l'inégalíté (19) considérée n'gst pas üne conséquence du théo-

,J." f' Pour voir que not¡e inég-alité peut ne' pas être une

conséquenc" ¿u thäollru à, il sutfit de montrer que les iné-

eãiii¿.= (25) sont compatibles avec l'íqpgalité

p,_l_é_)0.2(\ + tr'r+ )")

Pour cela il faut et il suttit de montter que les inégalítés

1*, < Ac + Bv t:e, | > c' +o, + ul'r+tu,

sont çompatibles. Cette condition de compatibilité est

-1,- >VFTB:UYtÀr+t"" )"+)''

et elie est bíen vérilié'e
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ta TIEFBIu FgBovIgIq z'a

_ Avep les ngtation ç (??) !çg eqndítionq nécessairçs (zt)
deviennent

vÆ+B?_:Ð=0, t>c
et expri¡¡e.rlq.q.ne l'inçCnlité (?J) est þiçq vérifiée pour fr=Qet poqr fr infinipçnt gr4nql, Si

_4,ç+vñt
nous sommes dans les çe¡¡{ifigng dU thegfgpç 4,Il reqte è exeminer lè eâs 

-'

(2+) 1> C> A

Nous avons

d? E(h)

Y4 + Þ:'z
)psÞ -^*^JÈk)þ'

12

dhz (

- î^ 1-T

Ez

h A

>0

_C

ce qui nous montre gue la dérivée4E;Y')est toujours croíssante.
De qh

4*E(h)
dh

il résulte qge cettg dérivée qe flevienfi nqlle que psur

h=ht=_r4+ &,
Par suite des ínégalités (24), ht est þien un nombre

positif.
Pour que I'inégalité (23) soit satisfaite il faut et il suffitque ^E(år)Þ0. Npus qyglrs

E(h')-AC+BVt e' -D
dsqc !a Cpnditiqn cherçhée est

(h+

eC| B L-C2- >0
ll est facile de. voir que le résultat suþsistg eqggi pggfC:1,' lorsque å1 n'existe pas.
Finalement nous pouvons énoncer la propriété suivante,
THronÈvr, 7. _ pour que t,tnésatité eù øi liui iutii tnut

iii



205

n-l
n

SUR LES ZÉROS D'UN POLYNOÃ,IE

Mais, nous avos nlaintenant,

(n-i) ri1' i,j*,

l5

tj- n

et l'inégalité Qq devíent

Ín(n - i) rz- is'l (x¡+t- ..1) > 0.

Nous en déduisons donc le
TnronÈn¡E 8.- Pour que I'in,ögalit,ö (26), sous l¿s condilions

(27), ait líeu pour tout polynome f (x), ù ztÓros lous rëels, il faut
et il suffit que l'on oit

n Qt - j) 12- js'20 '

Dans le cas i: l, il faut prendre s:0 dans les [or-
mules (26) et (2-l) et s' ) 0 . Sous les conditíons clonnées,I'éga'
lité dans (26) n'a lieu que pour ri: /¿ xi, Íi*t:
: Íí.n

*, J' ír-... :r, lorsque n(n - ù rz-is' ) 0,
10, - Nous allons étudier mainte nant des inégalítés un

peu plus générales, Considérons I'inégalité

j-t n

(30) rr )x, lr2x¡ I rs ) ru -s(l r l-yzt"'1-y¡)*s'y¡-tts" yià0,
v:l \:i+t

où

(31) (i- t) hI rz-f @-j)rs:is--5'-s", 5Þs" ) s'Þ0,
I<i<n-1,

Comme plus haut, nous voyons que, en vertu du lemme 2,

íl suffít de démontrer l'inégalit é, si x¡*r: x¡.2: ' '' - xo, L'iné,ga'
lité devient alors

i-t
'Sv f
A^\l I (,, -, *),, + lrn_.Ð,,-,1]*,.,* s'v¡-,*s"4 Þ o 

"l1

De même, en vertu du lemme 3, il sutfit de démontrer
cette ínégalité sí, de plus, oll â xr:xz:"':xj t. Dans ce

dernier cas l'égalíté (3) nous donne encore

n-íil , fl-1. -L i1r, :-_-_:- L¡ t--l- 

- 

it,/i_l-- n , , n ,' t nni+l Yi

"t 
notr" inégalíté devient

r],

I
li
:

j

I
i
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9, - Nous n,¡
conséquenc". à""' :;:;;"i.'i,::::ïJi:" d'étudier roures les

:o.'..qu.t.onqu" i (,) N;;,;;;;ï.;ïì: 
;iì ;_;:lrrh¿ilinégalités qui irou..seront utiles dans le $ suÍvant,Soir donc t,rl .ï: qr,.""""r" 'f,oo"l"onqu" 

à zéros tousréels et consÍdérons une inélalitã-¿"= j" forme

{26) t' 
ì,tn * " u u'*rrv 

--s (Y' * lz * "' I y-r)- s'ry.Þ o,
où

{zzS irt lh -1) r, - (i _j)s f s,, S )s, > o.

j
t,ì, tn I h -it rzlj*t-s(yr*y¿ + ,..+ !¡_rl_s,y;Þ 0.

Mais, l'égalité (3) nous donne

lrlyr-F...+ !j_t:tlj, ,l,rr r f,ri.r_ t,
et notre inégalité devient

(zs) [nr, *s (n -- Dl ], 
,r, 

+ Ln (n - i) rr- sjl xr*r+n(s _ s,) yrà 0.

î l,négalité (2g) est vériliée
t x2, ... txj paï leur moyenne
vériliée, Il suffít donc de

tlS¡ f1 -Xz--..r : X¡, L,íné_

(29) [nr t- s (n - I',] jx¡ t [n (n * i) n _ si] x¡ *t In (s _ s,).t à 0.

J n

--! l
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frltorlrzt¡dt¡,
fi'd'r,.,',1*l-'

Nous ¡lírons qtle lå 6uite (Sg) est uhë b¿¡í/¿ m:oleft¡ie (en

anglais oaverâge") ¿ï là suite (3?) si on þêut trou.ver m.2 nofu-

bres non'négatits p;,;,i ,i: ! '2 t '''im tels que l'on ait

(3?)

(38)

tnm

3,n,,,:5 Þ¡,,:l , d'tè2 il,,¡'di , i':1,2
i:r i:t i:l

,,..1171

G. PotYA ¡IneQualltíes' Cambridge

Cette condition ne dépend Pas de I'ordre des termes des

.uítes óï,iã81. l'lotrs Þotivbûs d'ôñö sttpÞösëf qrre

(39) 'dl4az1'" "4'o'i¡ , ä'1-3d24"'1d'*"

MM, G, H, HENDY, J. E. LITÌLÉV/ÖOD Ct G. POTYE ONt

démontré6) la propriété sui-vanter exPrimée par le

LËi,'rñ¡È 4.- P;;7ui h 
".uite 

(sB) so¡i une suiie movenne

de Ia ,uue' (37), il faut et il suff¡t que I'on cit

(ao) b'r*d'r*''' +'(x'*- ot1_oz]-''' io-
(41) o" * o' z *''' * o'1 2 otI oz *' " * "¡ t i:l¡I 1 :',' t 1 m-l'

en suþposani que ?es deuxsuíl¿s soif ordonnées deia manière (39)'

on voít t""il'"";;;";;; ti ;' lieu de (3e)' o¡ avait

(39') a,2ar> "'>
on autait, au lieu de (41)' les inégalités

(41') o'ti o'r+ "'+ ai =r,r| ou*"' * o¡' i:l'2 t ""fi1¡-_t'

\2 -Reprenons la suite (1) et sa suite détivée (2)'Dé'

linissons lu. .oitnt (i7), (38)' en prenant in:n (n - 1)' de la

manière suivante

dín-n-l+z: aln-n-i+?: " r:cti2 l: Xí ¡ i:l'2¡ "t 'fl ¡

-.? 
- 

d, ' =!.1 , i: lr2 ¡.,, tfl - l.
a'¡n-n1l: d'¡n-nfc o io:

6) G. H, HARDY, J' E: Irtrr['FwooD'

Univ. Press, 1934, ChaP' ll'

l6 TIBERIIJ POPOVICIU

(32)

où

(33)

2nptln-i=0, npslià0,
sont suffisantes pour I'inégalité (30),

' Se'

406

P, xi-rt pz,'i * pr r¡¡1* :r7 Þ 0,

or : 
n olu [n (i_1) rt_,(n- l) (i -t)s + (n -/+ r)s]

nz - n 1"" - ^^l-- Inr, * h - 1)(s, - s)l

Pe : o¡¡y,]:-g [n (n - j)rs * r (s, - s)J.

L'rnégalite (3e) ert de la forme (19) correspondant aupolynome (lg) 6¡
2i:i-L, ilr-i, 

^r=r-r, û-Ìj--r, b=ki, t=x¡*, .

s donc le
linãgalirc (30), sous les conditions

{ (x) à zéros ious r¿els, ä faut

(3+¡ ptno, (h:il:)t¡sf là0.
ou bíen

(35) - AC + BVt-C2-D:0, (n-ì+t)Þs_t < 0, np3_tjà0,
orì

tl,- Consídérons deux suites de nombres réels
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C'est de cette manière que nous avons d'abord obtenu

les inégalités (43) e). 
1. t-- -15,-Considérons encore la suíte (t) et sa suite dérivée

(2). Posons maintenant

x¡lx2l' " -lx i-,-l x¡*r*' " l)cn
eí- n I

'1 x-
'ri 

-'--
^ {r,t - ,.,1'
t':1" J

at,..: 

-,
JI t2

s l-
fr\¡ - x 

')''

et en démontrant que

I

i:7,2,,,,,Ít-l

i:1,2¡,,,¡t7,
n-l
El)L)

()',-xi)' n-t
n

'-l 2
Ð

t:I

L

Ty" ù'

i:1,2 1,.,,n.

(44) !o-t , i:1,2r,'.,fl-7,n-2

en supposant, bíen enl'endu, n)2'
ù; cette façon nous obtenons les suites

(,45) x'tàx'22"'àx'o

(46) Y'tZY'22"'2Y'o-,
€t l'égalilé

! 3. *,,: -+"j u,(41) ,í_r' n-1,-:,

Le théorème 2 nous montre que

(48) Y'r2x'1 , x'o2!'o 1'

Détinissons maíntenant les suites (37), (38) de la manière

suívante, en prenant encore m:n(n _- 1)'

9) Voir loc, cít. 8)

-tYr1.'v + +y
y'j

18

(43)
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L'égalité (40¡ s.¿ alors bien vérifiée et revient à (3). Nousavons (39) et les inégalités (41) s'écrivent ?)

n(y1*y2+ "' +y¡_tj -r ryr2(n_l)(x¡rx2r .,. +xr_r\+(r+ j_I).xr,
r:7,2),..,n-i , i:1,2,...tn_l ,

n ( v 1 
-t y2i "' -r y¡ _t) -t ry ¡> (n- l ) ( :r, i x2* . . . * *j ) + (r + j_n) xr *r,.

r:n-i-l l,n-i12 t,,,, n, j:1,2,,.,, n_1,

(sauf r:n t j:n - l),

Considérons, en particulier, les inégalítés

n (yt*ya+ ...+yj 
) è {n_1) (x¡1 xr+ ...+xj )*i*r*, ,

i:1,2,,,,,tt-2.

(42)

I

i

és (42) sont des conséquences
tés (4).

e sont autres que les inégalités

vante, Oonc énoncer la proprét¿ sui_

Tu¡onËn¿¡ IO. - La suite dériuée (2), où choque terme estrépété n fois, est une suite moyenne de ro suite ir¡^ttirrl'tj ¿*,
.laquelle chaque terme est répété n-l fois.' 

. 
De cette propdété il résul;" ;uù" peut trouv er n(n_l)nombres non-négatífs Ør," , r:1,2).. rn_ 1, s: 1,2r.,,, n de,manière que I'on ait

nnh_l

/i -2 Ç,¡x,, 2Q,,i : l, ìqr.,:4,' r-1 r:l s:l n

i:1,2t,.,,n , j:l ,2,,,,,f1-1,
Dans un travair antérieurB) nous avons étabri cette pro-priélé en remarquant que

7) Lorsque .i: I les sommes telles gue xt * xz+ . , . + xí_., 
"_rf y, .i_

+ ".+ yi I sont remp.acées par zéro, t-r
8ì TIBERIU pot'ovlclu, ,,Notes sur res fonctions conuexes c,ordre supé-rieur" (IIl)n, Mathematica, 16, 74_-g6 (1940).

.. ..,.<r5"-.É
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ln (i --t)+ 1l ) ¡¿ + n (n - l) (n-z) (x t+ x'+' +.rr._,)+n (n-2)ixi-

(54)
t:t

- n, (n- t) þr +:lzt"' +v¡)+n (n- t)2 v¡20

i:2,3,"',fl-2'

¡3 , ¡ +n(n-2)(x¡+xr+'''+x ¡) - n2 (v,+vz+' ' '+v¡ )+inv¡20
¡:t 

i=z'g""'n-2'
(55)

[0-1)(n-l)+r] å*i *n(n - ixn -Z)(xt* x2 * "' +rJ +
' i:t

(56) +n (n-2) xj- n'(n - 1) (vivr-r' ' '+v,)+n (n-1) Ç-2\ f i-t+

+n2(n-l)!i20,
i:3,4,"',fl--lt

(i_l))r¡ + (n - 1) (n-2)(xt+xz+ "' + x¡-') t
(57) í:t 

f ' "+y¡)+ n(n-1)Yr2 o'
+ 0-1 + 1) (n-2) x¡ -n(n_-l) 

(l'r *Yz -

. ¡:3,4 ',' , ,f,- ,l'

Avant de faire les calculs ¿u¡5 (52) et (53) nous avons

changé i e¡ i-1'
Il nous reste à démontrer les inégalités (54)' (55)' 

-(56)' 
(57)'

14._o..oponi]i;;--iJ"rd de l'ínegalíté (55), quí est

la plus símPle. ¡ t^- -'f. 
inåc¡it¿ (ssl est de la forme Q6)' où nous avons

rt:i*nØ-2) , rz:i ' s:n2 r s': n(n-i)

et les conditíons (2?) sont bíen vérifíées'

Nous avons

n(n-Ðr"-7s':0
et on peut donc applíquer le théorème 8'
"- - 

L"ínégalité (55) est donc démontrée'

15. - Les i"¿î"iñå' O+l' lso)' (5?) sont de la rorme (30)'

I. L'inégalíté'(54)' Nous avons

)
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ojo-r*l:oio-r*z-¡¡¡- oio:y'j, i:112r.,, rÍl- L

d'i"-o-i¡2: d'ío-u-i+? : ¡ I ¡ i o.'¡r-r: 7g'r, i: !r2,.,.,n

et cherchons sí les conditions de Iemme 4 sont vérifiées.
L'égalité (40) est satisfaíte par suite de (47).
Cette foís nous avons (39') et nous deuoÀ. áon" examinerIes inégalités (41'). Ces inégalités deviennentr0). ----J

(+v¡

n (y' t l- y' z* "' -t y' ¡ _'r) i ry' ¡è (n- I ) (¡'r r r, 2 t.. . + r)._,) + (r + j_I)x, 
¡

r:1,2,,,.,n_i, i-l,Z r,,,rn_ l,
n (y' 

1 i y', +, . . + y' ¡-t) + r !, i à (n - l) (x,, I x, 2*,. . + r,r. ) + (r + i _ n)r, 
i *

, r:n-j-fl, n-i+2t.,,t1, i:I,2r,,,,tr_l- (sauf t:fl¡ i:n-I),
De ces Ínégalités choisissons les suivantes

(50) n (y' t 
'-y' 

zt..' ty'i_r) +y, j è (n - l) (x,, r x,2*. . . + rc, i_t) + i x, j
i:2,3,,,'¡tt-2,

(5 I ) n (y' t t y' r*. . . +y'i_,) * (n-i) y, ¡ è (n-l) (x, t + x, z +. . . + x, ¡)
i:2,3,.,,,n-2,

(SZ¡ n (y' t t y' z t' . . + y, i--t) + fu - j + t) y, ¡2 (n _ l) (x, 
1 t x, 2 t, . . + x, ¡ ) I x, 

¡ + rj:2,3,.,.ttr -2,
(53) n (y' t*y'z*...+yià (n-1) (x,,+x,r+...1.x,¡)+j x,¡a1

j:2,3,,., ,tt-2.
Toutes les autres inéga lités (49) sont des conséquences

de ces inégalí tés, des inégali tés (45), 146¡, (48) et de l,égalité(47). Remarquons, en passant que pour n :3 les inégalités(4e) Sont démon trées. Il reste à dém ontrer les inégalítés (50),(5t¡,152¡, et (53) pour n ) 3.. Tout d'abord nous allons expri-mer ces inégali tés à I'aíde des zéros (1) et (2), en tenantcompte de @4\ Faísant les calculs nous trouvons

l0) Pour i: I les mêmes cooventions que plus haut, Voir l)
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t t:U - D(n - 1 ) + | + n (n- l) {n -2), r 2:li - tl(n- 1 ) + I + n ln-2):\n- l) (n + i -21 t

4:Ç-l)(n-l)+ | , s:¡2(n-1) , 5':¡¡ (n--D U-2) '5":n2 
(n-1)'

Nous déduísons

n-i -n-- i n+i-2
pt: - ;rj¡'_*r¡, Pz: -;i+z' P3: - Ø-¡h-i+Ð'

(n- j+1) pe+r :-{r_ftrrn*r¡<0, 3 <i<n_ !

et la seconde inégalit¿ (34) n'est pas vérilíée'

Nous avons aussi

nQs* i:
("-i) t(n-l) i - h-àl >0,33i <n-1,

(n - l) (n-ii2)

AC- þ - -4n 
tu -?)U --Dh- i) 

.u:- 
|*-1¡q"-¡¡2¡ ¡ '

vT=e': rn-/6-¡z¡¡v
et la premíère ínégalíté (35) devient, après sin:plifications,

VØ+ ¡Ðft;l_--.--) j4n-z)l> (n-Z)Vf-t
ou

. (n-l) i2>0'
Envertuduthéorème9,l'inégalité(56)estdoncdémontrée,
IlI. L'inégalité (5i). Nous avons

11 : $-t) +(n-1) (n-2), rz: U-|)+U-L) (n-2) : Ø-D U-L)

- -i-1 s-n(n-1) r s':0, s":n(n-l)l3-J L t

et nous déduisons

u-Ð Ø-i) i2 -2i+n, Pz:- ;fu _ D,Pt-- n(n-l)
t P2:-

n-i
n

(n-i+t)oz+l: -U -l\U-2)(n-it < 0 ' 3<l <n-1'
n',n - l)

La seconde ínégalíté (34) n'est donc pas vériliée'

Nous avons aussi

22 ÏIBERIU POPOVICTU 212

r t+n (i- r) + r + n h-.0 (n-2) t rz:tt (i- D + t + n (n-2) i :(n- t ) (ni- 1),

h:n(i-l)+l , s:nz(n_l), s,:0 , 5,,:4 (n_l)z.
Les condítions (31) sont bien vérifiées.
Pour les nornbres (33) nous uuon. 

-.--

p,__"t*T,P2: t_<fffi!,
n (n-l

þz- -
Nous avons

(n-i*t)p'*1:

ni2-(2n-1) j*n (n-t)
n (n-t)z

1) 'I2n-l ) it2n (n-t
n (n-_t)z

et il est facile de vérifier que pour 2<i< n_l ce nombreesl négatif. l,a seconde condirjon (g¿l nã.I¿oou 0..' iääti¿".
Nous avons

npsl i: > 0 , 2<i <n-2

et il nous reste à examiner Ia première inégalité (35).
Compte tenant de (36), nol. trouuon,

AC_D-_ 4n (i-l) (n-j-t)
(n-t¡' ¡ '

V14: :I -nps(np+ j)
2

(n-t)z ¡
n (i- t) (n-i-t) l) i+n 1I

et Ia premÍère inégalité (35) devient, après,simplilications.

(2n- | irn -1)> v6-¡6_14
ou

h-t) i2 >0,
qui est évidemment vérifiée.

Oo peut donc appliguer le théorème 9 et l,inéga ltté (54)est démontrée.
II. L'inégalÍté (56). Nous procédons exactement commepour (54). Nous avons

Ð
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LnvMg 5, - Pour qae l'ín,ëgalìté

rS
(53) 2A¡e (r¿)Þ 2B¡ EUi) , (rfsÞ3),

i:t r:l
ot)

Ai ) 0, B¡ ) 0 , At)=Az+ "'+A': Br*Bn*"'*8" :1,
n<xz1"'1x, ,yt1yz1"'(v" , soit uérifiée pourtoute fonclion
g (x) non-concaue (d'ordre l) dans un interualle conlenant les

points ici t li, íl faut et íI suffit quel'on pulsse trouuer rc nom'

bres non-négatifs p¡,¡ de monière que lon aít

Ítt

2pt,r: 1, I By p"t,j7 A¡ , lr: ì Pi,v rn ,

r:t v:l v:l

i:1r2r.,.rs, i :1t2,,,.,r,
Sl p(¡) est-cont)exe, d,ans (58) /e signe ) est ualable,

De cette propriété nous déduisons le
TnnonÈvn 12,_ Si E(x) esi une fonction non-concaue

dùns un interuatle contenant /es (l) et si (2\ est Ia suite dériu'ée

de (l), on a l'inëgolité

1 " 1 n:l

i l',' 
(x ¡) );' ;- ì'v 

0 ¡ )'

Si la fonction E@) est conuexe, I'égalité n'a lieu que sl

^l-^2- -tn,Cette propriété est due à M. K. TolR'3),
Nous avons signalé, il y a déià quelque temps, cette

ínégalíté, et elle a été effectivement démontrée par M. H. E
Bnnyra), pour E@)-xp t p entier positif, Pour p quelconque
I'inégalité a été étudiée par M. S. KerEYe's).-18. ._ Le lemme 5 peut aussi être -appliqué aux suítes
(45) et (a6). De cette façon nous obtenois une nouvelle pro-
priéTé, qui est donnée par le

13) KIYOSHI TopR ,,On cerlolns functìonol inequolities" Jour¡al of the

Hiroshíma Univ,, (A), 1,27-40 (1934)'

14) HuBERT E. BR.AY ,On the zeros of o polynomíol anil of ¿ts deriuatíae"

Amer. Jour"al of Math, 53, 864-872 (1931),

t5) SoIcHI K¡xnv¡. On an ínequality belween the rools of an equollon ond

íts deriootiue" Froc. Phys' 'Math' soó' Japan, l3), 15, 149-154 Í1933)'

,l
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npsri-U=#=>o , 3--<i --n- :,
AC-D:-þ^#,

vTl':(n-t¡¡vl-@
et la première inégalité (35) devient

Vi(i,--¡¡f,, à n-i

2t4

ou

(n - t) i220,

ussi démontrée,
obtenu la propriété suivante,
théorème 10.

choque terme est r,ôpété
suite (46) dans laquelle

ouver n(n _ 1) nombres non-2,,,,,f,_1, de manière que

n-l
x',:1 q'¡,,n',,3t g,i,r:l, ; q,. .:-!-,

t_l t:l ,:1 "" n _ |
, i_ I' l:1r2,,,.,n, i:1,2,.,,,fl.-1,

4.s

17. - MM. G. 
.H. HeRoy, J. L, Lnrr4wooD et G. pory¿ont introduít la notíon de suitá rõ.rn" en étudiant certainesínégalités vérifiées par l". i"il;;;åli"*", ,r), Certe propriété,

#å:ff 
forme un peu plus génér it"'il,s,énonce de lã'Ããni¿r"

fi) G. H. HÃRDv, J, E. LtrrrnwooD, G,- potyA 
nsome símple ínequa-t i t i e s s aN i e d'?'.[i 

JÍJ r!,i" "*;;' ;''i;;;;;' i ñ ;' ; !l'""'' n i -' i 15' ä uq'

i

)t

I

l

I

i
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ques des zé:tos x,,, prís n-.s- I à n-s-1. L'ínégalité (61)
nous donne la suite d'inégalítés

n n-l

o^ 1t'gr2,,,x'g,o 2 x'lrlX'lrz,.,X'1,¡-là

2 Vx'2r1 jltz,z,., X'2,n-2>'.,>
en supposant, bien entendu, que les zéros de f(r) soíent tous
non négatifs,

Il est facile de voir que pour toutes ces ínégalítés les
condítíons d'ê,galité sont les mêmes gue pour (61).

20.- Enfin, changeons encoÍe un peu les notations. Dé-
signons pat \ t en t ,. . , cn les zéros de f(x). On voít facile-
ment que x'n_2,1 rn_n,, sont les zéros O" ¡rn-e) (x). Mais, le
produít de ces zéros est égal à la moyenne aríthmétique des
produíts deux à deux des nombres o¡ . Nous obtenons donc
la propriété suivante.

THÉonËvr 14. - Sd o, , o2 t ; , .,an(n ) 2) sont des nom-
bres non-nëgatifs et si A, , A, , . , , ¡ An sonlt les moyennes arithmé-
tiques de ces nombres pris n-l ò n-1, nous auons I'inégalité

n )o¡a¡
(62) vAtAz,,, Ao

(")

l'égaliilé ayant lieu si'et seulement si ou bien lous /es nombres
o¡ sonf égøux, ou bien n-I de ces nombres son/ nuls.

Notre inégalité, pour n :3 et pour n : 4, peut s'écrire

3 2
*c c*s) -'>-

-V3 qblbc*ca
4 V3

v2 vablac

a, b, c, d étant des nombres non-négatifs,
L'ínterêt de I'ínégalilé (62) consiste dans le faít que le

premíer membre est une superpositÍon de movennes arithmé.
tiques et d'une moyenne géométrique. Si 24, G sont les mo-
yennes aríthmétíque et géométríque des nombr€s o¡ ¡ ds ¡ . , ¡on ¡

oo1

A>VhA2,',A">G

-r-!--!--:;,__,
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(45) et (46) s'obtiennent dei ç (r) esl une fonction non-
t les points (45) et (46), on

1 "-1 | n
(59) 

"_l ì 
,n0'¡)à 

r.) p(x,i), (n)2).
l=1 '- i:t

Si la fonction est conuexe fégal¡té n,a lieu que si x1_."2.:
-,,,-Xn,

En effet, de l,étude du lemme 5 il résulte que ,égalitêne peut avoir lieu, si Ee) est conVexe, que si !,r_ y,r_:' ' '_:r', 
-.t,. c2 qui exige 'x1.- 1çr:, . . : Nn.En partículíer, nous avons I,inégalité

(60)
y'tP I!'zP t I v''n-l

--,þ t tñ tx { t x'zu t,.,i x,p
_o

nn-l
sí p ) l, l'égalité a ¡ant líeu seulement si r¡ : xz:.,..:xn ten supposant, bien, entendu, que tous ler zéios iii, ¿ån. uu..iles riombres (45), (a6) ssi.;l'J*"àn.,,,s. Ceci résulre du faitque la f.onction xp est convex; ;i-p ) l,rÞtj, La fonctionxP ,!:tant concave si 0 (p < r,"Ë0, l,inégalité contrairè estvalable dans ce cas..on'uoi-;;;,"ä" lu ;ä; ;;;;;", 0""I'inégalité (60) subsisr" ."ri"i l";.;;; p<0, à condition que

1""ïi::' 
(l)' donc aussi les non,br". (4s), ø61,.u'iät to,,*

19, - Faisons encore une dernière application de l,iné-galité (59), La fonction loe, ;.t ;;;;;"" pour .r > 0. ll en ré-sulte que sí les zéros (r) ãont-p"iìli. oou. avons l,inégalité
(61) "VT,x;_*> "-iVT, , fu)2),

cette' inégarité est varabre aussi rorsque (r) sont seurement
lli ^niUatifs. 

L'hypothèse ;r',, : 0 exije r, : _ odonc }¡ - lz - .. , !n:z:O et pJr suirésulte que dans forl i,åeál¡té "t li;; "-' en

zéros (1) sont égaix ou bien les n-, sles

. Soit f(x) un polynome ¿" ã.år¿ n)2 à zéros tous rlel"
år*1,:111t2,...,,x,,o--. les zéros i"'l" s .ème dérivée /(,)(x),lJeslgnons pal x'r,t , x,r,zt,,, trt,,o_, les moyennes arithméti_
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D'autre part on a aussi

A > I /Y:Í'=oVâ
et on voit que (62) est une élégante précisíon de la premÍère
de ces ínégalités.

Ioçì, le 6 Octobre 1943,


