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1. — Comsidéroms wn pelvovme £ () de degrd x ayant
tous zeEs Zeros réels &b solent

0 R e
CER TErng.

Cn sfll gue Jn dorivée £z a qugs lous see 23ran roe|s,
[écignons patr
(@ P
les zéros de F izl
Entre les zéeos (1} € (2] nour avons: dabord 1'égalité
iondamentale
I f l n 1
iU S
[ g
exprimant ['aaliteé de [eurs moveones arilhmeliques Tesped-
tives Cetle dpalilé ezt d'aileurs vraie senx la restriction de |a
réalilé des 2dérns.
Ny & suesi eofee lex zéros (10 el £2) des relalions 4d'iné-
galilt impeorlanie:s. Mous avens d'abord

ARSI T M A= L o il =

gul senl des conzéquences immédiales du {héoréme do BOLLE-
Il 251 3 remurquer gue, pat suite des netalioos <mployées, le
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gigne — est valable danz Jes deux Zoamules [0 si el spalement
Bl = g
[LAGUERRE a préecizé les indtalis#s 14 ¢n démuntrant que
e A= g T T | G

~ ey D e .1:1_-._-__ |
(%) = =Y n

vuais comme o'a wontee MW e Be MAGY '), noons avaens aussi
les ingdalilés plus précises

D | B e S e o

R Com—idi 3l
o — Mous awvons daduit ls piopraeld 6 d'vee propriehd
genéraly des pérng 3 B Faaction des wéros v, ‘1 Mons allons
rapprler velle propricie  Les wérope x; peauvent vareer n'ime
porle comnenl sur Texe réel, mais @0 respeclant loujours la
contending (11 Chn peut =g daire wne idée de celte wvarietion
en fmaginanl gue les efeo: x, soient des pointz matériels impé-
néleebles (ce qui n'exclut pat la possibiliie que deux ou plo-
sleurs de ces poinls soierd daps le méme pelnt péoméligque
de axy réel} Alors les vévos o, Sanl des Fonctians caplinues
des ¥;. tdy peut ancnre raizonner de la maniére auivanlz, Saif
X le point de coordonnées x %y ,. .., 5, dans un espece nrdi-
nuire § 0 dimuensions. Les x, Elanl sovnns & la cesleiciion (10,
le point X décrit une vertaine 100 de cel espoce, Soil ausgl
¥ le puinl de¢ coordenoess 3.0y dans un espace ore
dinaire & &~ 1 dimensions. Alvrs le point ¥ eslz uns{ooclivo
comlinie duw pninl &,

Complétons encore tes alweevationy précddentes par une
remerque bien simple. La suite {27 des y; peul s'appeler la
suife derinde de la suive 1) des x.. Alors s1 les & prPemders
resp- les kB derpiers points o fendent vers — oo tesp verd
Loy les kpromders respa les rdernsers points g lendent aussi
vers  opesp vers o De plos, les poinls Froqgt Yeoqo ¥ ¢

v ITLNIE W SBE MAGT Qe oldedraiesfe Oiteicbangen nlaf {aelr recien
Iurstin® Juhresh, J. D, Math, Yer, 270 37—43, 119081, Voo owasioo B Gooeal
T Iea P TERT T -;ll:qli,,'rn'wl_'g aend faetea for rocdacs Snnl Feen st Mathesin A%,
25-252, (191,

2] TibeHin Porowicie) JSar Tes dpueticay afachejues upant et (pas
rurines rivites™. Mlathemetica 9, L39-145, (L9450
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PSP ¥ -e ¥k, lEadent viers les pomds de la swite de-
FIvGrbd et DO P R i e ey L e

Revenons maintenant 4 la propriéld sigoulée plus haut.
C'eat la syjvante

Lemur 1. — Lo zives ¥ osond des fonetions  rom-décrers-
surrles des 260z Xo

Pour étre complet el sussi pour préciser 'Encncé dw
letme noos allons donner la démansieation. |1 sebit éviden-
ment d'examioer les varralions des o Imsque un des points
X vatie tris pen. Preowns e sére 5 el supposuns cue xp
prenne unopeid accreissemen! positl 0, Ceel exige o, < xg,,
ey, = =i = vy, m AP Ly ne varie Cvidemment
pas i xjmax_, et b==i4-[. p, devizof pius geand d'aprés la
remuiquy faile olug haul sur Jes icdgaliléz {41 Snil mainte nand
¥ <L x,,, ¢t pozons

i [ (AR TR o PR e el b T S SR [x),
i —Ix — xp — himixh,
A &tanl lewjours un nombre posilil asser podil Pour mowtrer
gue 3, &3l deveno ples grand il sufiit de démonirer que g’ (x}
a wn zeérn dans iale-valle vuvert (3, 3 " Daos ke veisinage
dauche de x| wous svons )
(7] sg (x) = (~} "=
HNoaus pvond ensvile
gl =il iy, — gy — mip'
iz
e T e e i S A T e Tt e 1 e 5
danc
Ly
[y, — .!:'rll.-l:"

gy l=

d'ni
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Les 2galilés {31 & fgi Jk"mm!lrmﬂ la ptoprield.

Finﬁ]grﬁgn{ i:t.:;.n.: =1 1o o plusiaurs zésos I i:'HJTI'III:I.EnCt‘rll
3 cpollee, toul 2éro 3y compris entre deux z différenls coni-
mence awssl & cenilre.

3 —Le lemme 1 permet immédatemént die délifiler
G110 D B

':‘3'5 :5‘5'1_1- "'Ij'+1 .|- ”-l._:l-:f 1o 5 i1+f—1 "-H'—l

e f lennes cohssiulils de Ta siite dérivde,

Paur ohlehir wie limitabioh isiérivnfe i\ auiiit de fulké
décrniice imdélinliitnt Yes wbros & 2, .., et He ldle (-
ciintre jusgud x ; les zéhos % 00 &5 50 En De todkye
pour obtenic Une I|m1la1||:||_1 ZUpErielEs il =.ufE|1. dé [aire croilre
indéiiniment los Z8rms ¥y . X, 0. e X et de faire craltee
les zlros x . Xy.... %, jusqi'd x,. Les hmitations cherchdes
gunt dong donndes par Jus polyoomeEs

{“]] {A'—:I'I r |:.-.'l|.'—:|'r+1:| T I::"I - 1y .1] [ =_'1:|'1_I. }“_II_‘IITI'
11y [ bt ot A B T S e e

st pour les oblenir il eulfid dérrire Fégalitd (30 pour oes pii
Ivnomea.
WMpus oblenons aissi la peoprigsé suivanle pxprimés par e
TiCOREME L. Eufie fos zérvs (1) o (2Y roes oeons  les
ménalie s swiagetes

il = A mr A '.1,-_,J-t.f1'.r._,|

o P R R e A

R e R s L
N33 |, N, S ; r'-i-," : =5
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La démonrstralion du lemmne 1 nous mdique aussi les cas

od danz (127 et (13 nous aveos 'égalilé [Yabard = =

ks SUR Led FEROW BB MOV NOME B

nood geond Svidemoient le sigre ex Japs 420 ol dane (13}
nbizg b Blors

J"'a'=!"'1+.l'—;| B B _:l"r'+j—;| =r|':'t|'—|="-=t'.

BT a1 egalllE duns (120 almi xp D 2y, i<
I'afalite dana (13% zonl jmpossibles Paur wa p-ulvn-:ume fir] de
degré ellectif n. i i1 x <7a | l'égndile dam.l:'IE-n a lieu
que pour le polvioma (0] et zi §i4-foan, 2o oy igalité
dana (13} n'a liee que pour le pelvoome [1'h

Pour {==1 Apds relrusyonz lee indgaliigs {3, Four /—1,
jepa=1 les deuxn indcallds se rédulzent o 1'égalits (3o,

En particulier. pone f== 1 &t pour s == & — i, nous ohienong
-8 propriéie snivenie:

THEOREME 2.~ Lo minyrnne aritematione ofés | premiers
zéros 'T) eni o plus épole & fo oyenne artEmdtigus des F 4 |
Bramiere rercs (1],

Vit _:"_'P_-' I'.JI'HE':."""I"“.
/ Fla

La magrrne arfthmeligue des [ derrers (21 o=f U RISk
fpot 8 0 muoyenne arithmilige de f 41 deenfers sirce (10,

!I'I;H;-I‘Jl'lr!__l'q.[ + | e ! xh—l+'rh—_| i + +'=Fr ]
f = it

5l nous remarquone gue par une Irens/ormabion lingeire
x—=ux'+ [ lg euite dérivec ee translorme dens le aoite dirvee
de la translormie «e lo suite primilive. nous vevens gqué Jos
limitalicas inbericure: des soibimes 90 peuvend se déduire de
leurs limltafions shpérieures el vice vers.

4. — Cn comhbinent enlre elles lew incgalifes (120 &t (12
(parmi lesquellas se wrnuve aussi Pégelilé @31), on peut en dé-
duire d'autires limilatinnz: inléressanies pour les aommes ()

Ecrivana

= i—I Py
:'l'll'rl_ 1-';.,'|""+'.""|'_,.'_,-=E."-"r- E:llr EJIr

Fr| r-14 L Y

el tepops comphe des Indaalinds 012) (13 et de 'dEalité (3.
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Th faizeni les caleols nous fecaveons la proprichd sujvents
THEQREMT, 3. — Diritre fex réroy (1} of (20 nous onony fes
Iadpaliids suivanies
1 g
e Lt — i 3 e e G i = U

ro| [ | J el -

{14} ni

v L — L -
4 1-:'..'!"|'_'.'.”'|_ +'I-:+__|_|_"-

T -r—]1 #
ca—f- Jrlin—iz, b= b1 10X % 0 1N E &
: rm: - gy

P15 =" i i frl
| P . AL M
L'égaiué dons [19; a'est possuble que parr le polynomy

r .
1 a .o Ca—t L
|.1:'—-]- ud o '| (T - :.'II:.: [x —.?l'“:,':'. LA e I-I_I.:-r.-"” J
- ey -
ef Wens (157 n'est possiple qua pour fe polieonie
: - | 3 1 e T F g
1 Y—. W L .II Jy—r. . e Rl b xo
{z- ’-',Il L .1-1:“:- ru L (16 (7= ||, SR ,%H. i

{3n wail lacilement gue dars ces cas 'égalilé a efiective-
ment Livn, Los cas ofégalitg résullent lecilement de ce gue
nous avans dit an No, prezdédent

Lea deux tmitelinns (127 ot (14) de lx zomme {9} it
Jistinctas, sanl =i f== 1 lorsou'elles sonl identiques. LI suilic

di faire suvcessivemenk

Ay, = = I.,.I:l.q:-l:{_ "'—-1-.:‘.,—_{"

r!__rﬂ:=..-:jll.|_f—|=n' I".|.-'.= ! .

pour yuir gue ces denk limitabions we tésubtenl pas l'one de
I"autme, : .
O voit de ly méve mamiice quz ks limidations supe-
rienres (13 of (131 sond iodépendantes Jdans le méme semy,
zaul i i —rm— 7 laraqw elles ssof identiguey.

Pour f=1 les inégalités (141 e! {15} devienmenl

SLME LES IEACE LIMIE MRy HE. 7
Vv n
- L] k] b -
b AR T =T (S T | s
1= — "::J"_."“- L)t ; r=r-1
Al e rein — ()

J._'1|2|...,ﬂ—1_|

qul zunt aussi dues &4 M, J v, 57 Nacvy,

Neows n'avans pas lintention d'Eludier plus complétement
fus vonsénuences des indgabités (120 o1 (130 Daos 1o shite nous
indinuereos un avlre procédd paur oblenir des indgalités eolre
loe oiros (1) et (&)

g2

5. —Mous allons d'abord cumpleter lz femme | par wne
gulre peapridld péndrale des afems (1) el (25, Bupposons oue
P'on rewplace les géros %, %y ,.....%, par leur mayenns
Arlhmetliea
PN, R )

r—k

L s oaloes x,, ZE8=Tx o Jow égalitdn sont impossibles
(R S

Fosnns

Flx)m=ix—x), lix—xy bz —x e,

Bl —{x— 57 Fqix)

Lu dérdvde g'ix) B vn senl 2érn dans chacun des inlop-
valles {x. o) (e, =), o0 (0 2g) . (rs ). Nots alloos déman.
tree que fe =éro de p'ie) daos Dindervalle {r,.4; L= k) eal
plus prand gue v, si F < Lo

En ellet, dans lz voizinage droit de I, Oouy avons
§16) [0 A -,

En remargoant gue £ 2>y, ou troove d'sbard

s B (v b= g [im = B (0 T — B 2

Mals

l‘-l} L. wak, 1},
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ST 1 =(am [},

dong
T =
SR ) = et [0
l;t' I:J‘rl-:l 'E _:I'Il'_ I
Nogys avons
LTy 1 1 1
ﬁ — — — - - o
E.“{_".n'g} :J.'qj_-jul' +.f.l:._|.z,"""_'|||'1 I_I.g _":I-_'J

adore, puizque Faeg— 21
B R &
Fix) f=u
par sultea do Tlnégeile cliksique eatrg le movetny arilhme-
tique et la moyeane harmonigpe.
Il o résulle que

L)

{17} sER i ={ ="
et les relations §146) et {170 démantrent ja propriété.

Helmarquans que la propriété reste vrenie euss pour
WEme & yy =1, . 3 condition, bien enteadn, que 'va ait
.!'g.H -:'.: q,-

I]:st avohs dans le

el g e ,
<5 ::2- & s i .j:&”.r,,.,]....-r-f,, g0rf feus ram-
GUES [aF IeUr MHovente adtlnétioue of s Ta,g <k, b ogdra vy

o h:lm_u.n’ﬁ:e-rm Slalra-- o Fa qui 9@ cofnpident pas quer on £
dewiennant plus gramds.

Par |3 translormation 4 .
: ; g% en—x il résnlle A
FRELS s55ivaLe olte ausel la FTaQ

ﬁlrur FHOYER err'ffr.méﬁ-:.me AT < by, fooeden vy, eF fous los rérps
Pls pefits.

I!:El!]'lﬂ:l.ﬂl spplicatiog en peul retrouver le théprédne 3 on
appliquant simelandiment lus lemmes 1, 2 ot 3.
& —Avaot d'ller plus lvin nows allons etablir quelques
limilaliona refallves au polynome

14k Ul 1us XFEOS D'OY ROLYEORID |

{13 Fld=(r—ahiz-- s —c*  a=h=e

Dans ¢e gag yne fpsgalilg Jinéaire et fomogdne ¢nlre 513
zéros (1 et 120 est da2 la orme

me-bFpbd Fpe g g d 20,

ou =, 8 sont respeciiverent Jes adros compris enbre o g b el
ehtre & ol ¢ de Fixl (les zéras ¥ et :'I:'-N'i.}'

On dail nézessairerneny avoir o |- F 4o g =14
commee il est facile de le voir. Par soite de |'egalite (30 et de
I'hnmegéncig de la formuole on pevt prendrz &gal & O un
quelcongeg des coefligignts et Egal a4 1 I'un queleconque des
coellicients pozitila oo 4 — & 'un quelconque des coslinienls
negetifs *1 Mows pouvons done preadre =0 wl qgp=—1 cu 1
soivant jqualars gz =0 ow <00,

Cerd @lant, mous avons d'abord e

TICOREME 4. — 5F fos wombees p) ooy 2érifien) e coms
diljors

mtmgtm=—1, 0 =0, ppldg=- A da 20,
ar @ mévolié
€19 it b pae 4400,
puror towf pedvname (L3N
B effel, d'aprds Uindgalitd {4) nous avon:
S hbtdsc
oy

el noe pnevens eopive

et Pl b o (b=
) fg—iy!

ef le théerime 4 en resulpe.
O voll dailleurs que daons S19, U'égalilé n'a lisw que
dans |'un des cas saivqutbs
T ey
== /\tm 2=

1 Lz cbb Irivel f, =y = o ey ==, =1 ne presente dyidemmedk pas

dimleral.
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Mous avans auzzi Ja
TILOREME 5.— 57 fex nambres P €% WFINen) fe coteliting
ot pi=--1, Zuid, ) Ay dy 0,
mafd 43, L Al L& =,
oa @ ercore Pinsgnfis (| poiire foet polriroms 1187,
F wifat, d'aprés e lemme 3 on a
32 200 Db o b
2 44, =i

et nnus pouvong dceipe

:.r.a---n;-ﬁ+.l'-'3-:‘+ﬁ’=[.'j'--:{i"l"ap}"l ’E-"[”'I‘_"':'J_F
[ Aol 20 =4y 4- 1y)

7| Pt arie e o =i D e e
| Lt 1 |~.I-|'I Igil.'l‘_-i-_::'ﬂ-;:'iﬂj_ﬂ}

ce quE] déwonire e Ahdoréme 5.
ans ve oas Fedalitd dana {19 n'y |; 41k
e i, U gue dans 1'yn des
a=h =,
11— I!J i ,l_;-;-_‘-i'.l. +";d -I— -13]' 'I 'II -+ £2=|:|-

l':'n[in dérmnntrung auesi |p

THEGREME 6, — e g Findgalis
(1] moLto b —pr— g

ardt virifide nuel o : o .
R e woef le golemamee (8, o faut el aulir

TRt L et e e e e FR Nt

On woit dabord que fes enndilions sont adcessaires en

; '1|+";:!'|' ':Iﬂ
odF wnir que les cunditians =ont gy '

| finng Ustl suHiz s, pe-
marquons gue, d'aprés linégalilé (6], wous avpns R

¢ s
R T (2R
Moy podvons Eorire

laisant b—=c ialore b=c—8i et a=h !rel il by 'E![-rj_!:'-ﬁ:-'-l_aa;lcl
: !

201 SUE LES £5HLS IF 1MW Pul vy ™O23R LI
b y _='£3_|':|+I.1.+.1,H_' : _.i;':l'l l Y
o @ palr+ oz .'i'_ll_ s .ﬁ_]-l—[p; 1.*1z+i_q'“: f)
—miE—ul

d'on il résulte yue lea condilinny sont aussi sollisantes,

7 — Lu lew'eur a cerlainemenl remarqué la dilléreoce
estentielle onlee les théurdmes 4, 5 dune part et Te theartme 6
dautre pacl. Tandis qoe lvs dens premizres exprimenl seole-
menl des condiliong sellivanley, & bakicdme Jonoe des condis
tions & la fois néceszaires ¢f suffizandes.

Bevenonz done 3 Finggalilg (1905 Ch brnuve, commnie paur
incgalite (M), lea condilinna nécessaires

21} P O pth A — by G I,
Frut césondre vomplétement le problime remargoonz
que nnug ponvoehs prendee
a= -1, =L c=hk U,

Déelgnnns par 000 le preonier membee de {130 muliplié
[ -|- .-l. - J__i_:,

par e nnmbre positif | e - 5 mous remarquanz gue

#est la rache nonendrative de equation
A AL T e e e e A = ]
el si nows faisens log calonds nous Tragvans

E(y=Vih - AP+ B - Ch—0

QL
YR A Ly—2d 1, B_,’;'I:—‘Al'i;.igri:,'—}.!_| o
et 'f*'| 5y . == i If»',—.-f..}'“_
{22} ¥

_ _2paldhlgdy) R R S I R P
e R Nty e £ T

Il faut tromver les canditinng: nécessaitos el sublicanlos
poutr que 'on ait

{23 Echri-d,
guel quu seld A2 10,
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Aver lgg notations {22
SRS (s .
il 5 1220 lep wopditinna necessd(res (21)

anl L L% TERNE U'N POLVRGHE il

pofinama (13} o fout o i sffil gue fon el gt tm = —1i
el 1) faien

VAR S8 — Rz, =0

E‘ i ol Lo ]
expriment que negalilé 123 est Wiey vérifies it ol

al pour A ioliniment grgod, 5

1:-1:.. f‘i;:
¥+ B
Nouy somines dans les copdipi
% les copditipns dw hgurs
e T A L héuréme d,

el = A 0
248 120 i
F-A;_'_B; |uu—-m}p$f__~._li_ﬂ!'i1__ .
News avons —hl Ay
df B A

TR i vy el

T C urs E]il]a?an!l".

i ik _ e 4
i s T VErareE C
il résulte que celle dérlvge e devient nulle gue pour
f= "—-—._c1+-—t.‘._-—E_— .
! e
Ar suaite gdes  inéEalifé '
L mégelidés {34), A 25l bign un wombre
Fowr que Utncgalitd (23} sy is[aile i
s i e b suiv salislaite il faok et il ewilit
Fhi=AC+BYi—t(i=D
done la condltion cherchée vst

AC-| BYT=C:=D g,

LI est fasile da vei
T @ voir que fa rdsult: S
C= L lnregque 1y n'exisle pae. T Rl At

F 1
T;T:ués;;:léi ;nus potvnne enoncer la proprigle syivante
DREME. 7. — Poarr que Findaalirs (L all Lecr popr fﬂr-ri

pour

py 0, patdy A - AT

Qi e
(23] AC BV CE— Dm0 i £ L A0

mth S A - F R Pl

A, 8, C 0 dtant définis por fes fornules 230
Dane l2 s:eand cas l'égalité o'a lzu quos s

ACLBVI—E— D=0, ¥1 L fe—tl = {bul (CR--A¥I--5h

g — o woil que les héorémss 4 1 3 ne pons donnent
pas dus propriétéa plus compléles que celles expriméss par
le lgerémes 1 et 3 Le haoréme 6 progise un mew la pro-

pridld correspondante exprimées par [ (hewreme 1.

Fo ce gqul coaceroe la valeur du théoreme 7, elle st
bogte autre. Ce idueéoe nous danne ellectivement Aes lngda-
lilde qui ne sonl pas sunjeurs comprises duns [er theorémey
y o1 3. Boit.en eliet, Cinggabile 119) 0 By e03 verjlient leg cons
Jilions {25} Par suile de Uinégalite

1 'i"i

o g o 'r:-\.'l:ll

Pty

B 11G] cousidérée nlesl pas une ConREQUEnEe tdu Ihéa-
reme 1, Ponr voir gue notre incgalile peal Oy pas elbe Lok
gonsequence du lbeareme 3, il solln de maonicer que les ik
galilis (23] sont connaatilbies aves linggalité
sl 2af|L" @ = [
Aok, vl A1

Doy cotail fanl o il snilit de manlesr qae lzs indgalilés

Finagalil

m+

—I;;g— < -+ A T S ."".-—_A_—
ST ACHBY T 12Oy

soml compatibles. Cetle condition de compatililivg est

el =hig est bien wérilide
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Mu e ek Nans ailops :
. . Feenlemenl gir
Wegalitdy qui nous cernng itiles danz J= § qlﬁ_h.”“:” L
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