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1, — Soit f(x) une fonction continue dans 'intervalle borné ét fermé
[a, 6]. Nous désignerons par X le point d’abscisse x de P’axe réelle et
par X' le point de coordonnées (v, f(r)). En particulier A, A', B, B’ sont
les points (a, 0), (g, f(a), (&, 0), (b, f(b)). Nous désignerons aussi par
_ [les)— Fln)

[, %25 1= Xy — 1,
la différence divisée de la fonction f(x) sur les points x;, ¥, et par

[xu Xgy X3 ) f}=[x2’ xs;_{?’]:ifl, X9 5 f]

la différence divisée de cette méme fonction sur les points x;, Xy, £s.
L’aire du trapeze XX'Y'Y (x < y) est alors, par définiton, égale a
@ (%, y) =5 [F )4 £ )] (p—x).

La formule des accroissements finis résulte de la remarque que l'un
au moins des extrema (maximum ou minimum) absolus de la somme des
aires des trapézes AA'X'X, XX'B'B est nécessairement atteint en au moins
ua point- de Pintervalle ouvert (¢, &). En effet, cette somme est égale a

F, ()= [f lal 4+ f ()] (x—a) + 5 [F (4-F10)] (b—=)
et F,(x) est une fonction continue de x dans [e, 5], prenant 1a méme valeur
1 . Fo=9(a,0) | |
aux extrémités a, & de cet intervalle, Si la dérivée f'(x) existe dans Pin-
tervalle ouvert (a,’ b), on en conclut existence d’au moins un x€(a, b)
tel que Von ait F;(x)=0, donc

f'(x)=[a,b;f_]=i_(”_25£(_”).



124 TIBERIU POPOVICIU

9. — Considérons # points X, X5 ..., x, dans Pintervalle [a, b] et
supposons toujours que & = x; = X; = e Zx,<b. La somme'des aires
des trapezes AA'X] Xy, Xy Xt X2 Xz, -« -» Xuot Xoot Xo Xuy X Xu BB est
égale a

(2) Fu (M)=Fn(x1, Xgy ooy ==
o —;_ S i) A i) ] (i — x) =D @i, Xit)
i=0 , o

en posant x,= @, X431 = b et en désignant par M le point de coordonnées
(%), Xgr+ -+, %s) dans Vespace ordinaire 3 n dimensions. F, (¥, X5 ...) ¥u)
est alors une fonction continue de %, X5 ..., ¥n dans un domaine borné
et fermé D. Ce domaine D est formé par un simplexe Mg M, ... M, dont
les sommets sont les points

Mi(a;av-‘,ai byba-“:b]1 i=0,1,....,ﬂ

. —

/4 n—i
(MO(-b’bs'-')b)a M,,(a,a,...,a)).

Les points intérieurs M (¥, ¥,...,¥s) de D sont alors caractérisés -

par les inégalités a<x, <X <..< x,<b. Le point M appartient a
la face D; opposée au sommet M; de D si x;= ;4 et ce point M
est un point intérieur de cette face si.a <x, i T BRI S
<L - < X < b ‘ |

De la formule (2) il résulte immédiatement que si M{xy, Xgy0 00y Xn)
est sur la face D; on a

Fu(M)=Fuci (X, Xor 00 vy Xiy Xid2y Xidd s o0y Xn) -

En particulier nous avons

(3) Fula, £y, X5y +s Xuot) =F ¥y, ¥y Xy oh 05 Xnt)=
= F(xy, %5, X35 X35+« Xu—i) = oo =Fx;, X550 o0y Xu—2y Xu—1, Xp-1l =
=F, (%, %5 .00y Xu-1, Dy =F,—1 (X Xg,5. s Xu-1)s

ce qui nous montre que F, (M) prend les mémes valeurs sur les faces D¢
i=0,1,...,n Llinterprétation géométrique de ce fait est d’ailleurs tres

simple.
Enfin nous pouvons remarquer aussi que
(4) F.[M;)=F,, == 01 i
F, étant défini par (1).
3, — Ceci étant nous pouvons démontrer le
Théordme 1. — Si la fonction f(x) est continue dans Vintervalle

fermé [a,b) et est dérivable dans Vintervalle ouvert (a, b), la fonction
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FoulX,, X5y o« Xu) atteint au moins un de ses extrema absolus en an moins
un point intérieur du domaine D. .

La fonction F; (M) prend la valeur F,. Si cette fonction se réduit a
une constante le théoréme est démountré. Dans le cas contraire, et pour
fixer les idées, supposons que F, (M) prenne des valeurs >F,. Il suffit
alors de démontrer que le maximum de F, (M) est atteint en un point
intérieur de D.

Nous pouvons démontrer maintenant le théoreme par induction com-
plete sur », Supposons que le théoréme soit vrai pour la fonction
Fr—i1 (%1, X5y -« +» xa—-1). Nous allons démontrer que le maximum de F,(M]
ne peut étre atteint seulement sur les faces D; du domaine D. Dans le
cas contraire ce maximum serait atteint en un point intérieur de la face
D:, par suite des égalités (3), (4) et par suite de Phypothese que le théo-
reme est vérifié pour la fonction F,_1. Soit (H1s Kayreos Xiy Xiy Xid1yeres Xp—1)
un point intérieur de D; oii le maximum est atteint. Nous avons a < x; <
Lay <o < xu1 << b et du fait qu’a Uintérieur de D F,.(M) prend des
valeurs plus petites il résulte que

Fa (xn x2"‘ cey Xiy t) Xid1geeoy xn—1)<Fh—1 (xls KXoy ooy xn—1); xi< t< Xid41,

i=0,1,...,n—1
ol

B @, ol sm) <@l i), H<E<sigr, =0,1,.0,1—n
Un calcul simple nous donne
6)  @lee, xip1) — @00, ) — @6 Kita) =
= Lt — ) (=) i — A [0, &, i [ =
d =%(x.-+1—x.~)(t—x,-) {[*iy Xiqas 1 —[xi, &5 1}
= 2 (i — & (f—=xea) {0, i 5 Fl — [Xipns 5 1}
et Pinégalité (5) permet d’écrire

1

i

(i €5 F)<<[Xiy Xigas f<lxizn b5 fl, «<t<sxip, i=0,1,...,n—1.
Faisant tendre 7 vers x; puis vers x;.;, nous en déduisons
' P e < ey 2o fy i=1,2,...,n—1,
ey X F1 S P, i=0,1,..., n—2,

d’oll
) la, x, 5 [1=]xy, %o A ESEAE f1< . Z{xu1, 0 bl
ou bien
(7) [xt"xl'+1’xl'+2;ﬂzoa i==40, 1,...,’1'—2.

La fonction f(x) est donc non-concave (d’ordre 1) sur les points a,
X5y eeiy Xn-1, b. On sait alors qu’on a aussi
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(8) la, %, 05 f1=0,  i=1,2,...,n—L
Mais, je dis que ces inégalités sont en contradiction avec
(0) Fn—l(xu xz,...,xn_1)>F0,

qui résulte de I'hypothese faite sur les points x;, X5, ..., Xp—1. EN effet,
un calcul simple nous donne

n—1
g le, 1)+ @ (x1, 6 — ¢ (@, b)] = (6—a) [Fucis (%1, %35+, £nmt] — Fl
=1

et, compte tenant de (6),
n—1'

—_-—Z -—a)b—x)[a x.,b f n—l(x11x2;---sxn—1)—l:0

ce qui prouve notre affirmation.

Cette contradiction démontre le théoreme 1 pulsque pour n=1 la
propriété résulte facilement.

L’exemple de la fonction

(x— a), x(—:[a,a—;b]

(x— b7, xe[a—lz—b.pl

fle)=

nous montre que la propriété exprimée par le théoreme 1 n’est plus vraie '

en générale si la fonction f n’est pas dérivable en tout point de linter-
valle (a, b).

4. — Nous avons

6 n A1y Fgre sy An \
Pt dans e ). L) (5 — stem) =t il

i=1,2,...,n

et nous déduisons le

Théordme 2. — Si la fonction [lx) est continue dans Pintervalle
ferme la, b] et est dérivable dans Dintervalle ouvert (a, b) on peut trou-
ver n points distincts x;, £y, ..., Xu, ¥y <ty <. < ¥ de (a, b) tel que
Pon ait
f i) — 7 (%)

Xiv1— Xi—1

[lix)= [xl'—_p x:‘+1\; fl=
i=1,2,...,0 |(xp=a, x,s1=20).

L’interprétation zg.éomé,’crique est simple.




