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r. - Soit l(x) une fonction continue dans l'intervalle borné et fermé

[0, bl. Nous désignerons par X le point d'abscisse x de l'axe réelle et

par X' lê point de coordonnées (x, I (x)). En particulier A, A', B, B' sont

les points la,0\, (a, T@1, l,b,}l, lb, l(á)). Nous désignerons aussi par

lJ(r,)tzifl:Jþ#xs- xt

la différence divisée de la fonction f lxl sur les points xt, x, et par

Lx,Jtzrxcifl:'#
la différence divisée de cette tnême fonction sur les points xþ tht tcs,

L'aire du trapèze XX'Y'Y (.r <y) est alors, par défíniton, égale à

cp(x, v):+v@\* f |lllv-x|
La formule des acctoissements finis résulte de la remarque que l'un

au moins des extrenra (maximum ou minimum) absolus de la somme des

aires des trapèzes AA'X'X, XX'B'B est nécessairement atteint en au moins

un point de ltintervalle ouvert la, b). En effet, cette somme est égale à

F, (x) : i tf þl-l I (r) I @- ø) + + tf lx\*Í tb\lþ-x\
et Fr(x) est une fonction continue de ¡ dans [a, b], prenant la même valeur

(1) Fo : V \a, b)

aux extrémiìés ø, á de cet intervalle. Si la dérivé e f'lx) existe dans I'in'
tervalle ouvert (a, b\, on en conclut llexistence d'au moins un x€(a, b)

tel que l'on ait 

"'rirl=-oroonJrr rr:^2=frt"l .



124 TIBERIU POPOVTCIU

t, - Considérons z points x17 x2t " ' ¡ xø dans l'intervalle la' bl el

suDDosons touiours que ¿ { x, {i, { ), ' { xn 1 b. .La somme des aires

äi","ö.:"Ï;ïÌi" *l *:l 
"ì;i, 

,',- , x,-, i^-, xl,x, , xnX'' ts'B est

égale à

l2l F, (M) :F,þ(r, 12, . . . , xn):

+Ð-l/lx) * flx4t\l (x+' -'¡: I elx;' x;+tl 
F

en posant xo:û, xr*t:å et en désignant par M le point de coordonnées

Vri xr,,..,i,) dans l'espace ordinaire à z dimensions' F'(x,'x2""'x'\
àJ ,loru une fonction continue de 'r, x2t ' ''s-¡, dans un domaine borné

et fermé D. Ce domaine D est formé par un simplexeMoMr"'M' dont

les sommets sont les Points
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Frlx,x2¡,t,tx,l atteintau moíns un de ses exlrema absolus en au moins

un point intérieur du domaine D.

La fonction F; (M) prend la valeur Fo . si cette fonction se réduit à

une constante le théorème est démontré. Dans le cas contraire, et pour

fixer les idées, supposons que F,(M) prenne des valeurs >Fo. Il suffit

alors de démontrer que Ie maximum de F,, (M) est atteint en un point

intérieur de D.
Nous pouvons démontrer maintenant le théorème par induction com'

plète sur ra. Supposons que le théorème soit vrai pour la fonction

F,-, (tr, )t2r., , sr.-r). Nous allons démontrer que le maximum de F"(M)

n. pèuî êire atteint seulement sur les faces Di du domaine E. Dans le

cas contraire ce maximum serait atteint en un point intérieur de la face

D;,Pafsuitedeségalités(3)'(4)etparsuitedel,hypothèsequelethéo.
rèmeest vérifié pour la fonction F'-r' Soit lxt'xz'""xi¡ xi'x¡+t""'x'-t)
un point intérieur deD; oil le maximum est atteint' Nous avons a1xt1
<;r<...1xn-r (Ó et du fait qu'à f intérieur de D F"(M) prend des

valeurs plus petites il résulte que

. i:0t7r'..rn-l
ou

(5) p\xi, t) # v\t,¡i+r) ( 9lxi, x;+t), rc¡1t 1x;+t' i:0'1""'l-n'

Un calcul simPle nous donne

(ó) qlx¡, xi¡tl - 9lx¡, t\- 9lt,.x¡+r):
: jlxt+r- x¡)(t-tt;) (¡i+r - t\[xi,t, x¡+ti f]:

- : +(¡i+, - x¡llt-x;\ {lx¡, xi+ti fl -lxi, t i fli -
' :f,|t,+t- x)(t-x¡¡t) llx¡, x¡+t; fl -lx,+r, t; fl)

et I'inégalité (5) permet d'écrire

[x,, t i f]1W¡, xi+ti fll-fx;4,t ; f), x¡1t 1x¡+t, i:0,7,"', n-7'
Faisant tendre I vers ri puis v€rs ri-rr r llolls en déduisons

f' (xt < lx¡, xi+t i Ì1, i:7,2,. . . , fl-L,
[x;, x¡+ti fl< f'(xi¡t), i:0,7,,,,, n-2,

d'où
[a, x, ; l]11*r, rc* i fl(lr, x, i fl< "' -1lx n-t' b ; fl

ou bien

(7) l)c:,.r¡+t,)(¡+z)l]>0, i==,0,1,""fl-2'
La fonction l(.r) est donc non-concave (d'ordre 1) sur les points a'

x1r, , , , xn-t, b. On sait aiors quton a aussi

M¡(a, a,,,, t a, b,b,..., b i:0, 1s,,,.111

n-l
(Mo(b,b,,,.,b\, M, (a,ø,.,,, a)),

De la formule (2) il résulte immédiatement

est sur la face D; on â
que si M(.r'rr,,.,,x,)

Fr(M) : Fn-tþh, )(2t,,, ¡ N¡ t x¡+2, )(í+s, "', J(nl'

En particulier nous avons

(3) F,la, )c' t(21 '.. r tr-t\:Fn(x' x1txzt," rx,-tl:
:F n(J(r, J(2t lczt xtt "', xn-i : "' :Flxy xr' "' t xn-2' xn-t' xn-1| :

:fnlxrr lzr..., Jcn-t t b\-Fn-t\x1, l1z,,'', fn-l) ,

ce qui nous montre que F,(M) prend les mênles valeurs sur les faces D¡'

i:'0,1,. ,,, n, L,inteiprétation géométrique de ce fait est d'ailleurs très

simple.
Enfin nous pouvons temarquer aussi que

(4) F"(M'') :Fo, í:0,7,"'sÍtt
Fo étant défini par (1)'

5. - Ceci étant nous pouvons démontrer le

Théorème 1, - Sl ta fonction f (x) est continue dans I'intervalle

fermé la,bl et est d'érivøþle dans l'interuølle owvert la,b), la fonction
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(8) la,x¡,bi fl>O, ì:l'2""'n-l'
Mais, je dis que ces inégalités sont en contratliction avec

(q) Fr-l (ril xz,. , ' , xn-r) ) Fo ,

qui résulte de lthypothèse faite sur les points )t11 x2s''' t )(n-1' En êffet'

un calcul simPle nous donne

n-l

) tE (r, )cì + q (x;, b) - ç la, b\1:lb-ø)[F,-t (r, x21 "' tx'-r) - Fo]

et, compte tenant de (6)'

1

I (t,- alþ - x;\fa, x¡, b; fl:Fn-tlxt, rz, "', )c,-1l'-Fs
j:l2

ce qui prouve notre affirmation.
òette contradiction démontre le théo¡ème 1 puisque pour tt : 1 la

propriété résulte facilement.

L'exemple de la fonction

',2lx- al ,

,,2lx-- ol ,

r.1,,!+-!)
r v): a+b ,91x€

2

nous montre que la propriété exprimée par le théorème 1 n'est plus vraie

en générale si la fonction f n'est pas dérivab'le en tout point de I'inter-

valle la, b),

4. - Nous avons

f:tlr#= : I V, (¡¡) ( ¡; +, - x ; -tl - f lx ; + t\ | f (xt -t\l
i:1,2r..,rft

et nous déduisons le

Théorème 2. - Sì t.a fonction f\x\ est conlinue døns I'intetvalle

f ermé fa, b) et est dérivable dans' l'intervalle ouvert la, bl on p'eut trou'
-ver 

n poínts distincts t(r,)c2t,.,¡Jtn,xt1xr1"'1xn de (a,bltel que

l'on ait

l' lxò : Lx;--r, tt;*,-; ll : W
i:1,2r,.., fl þco: a, Ji'n+t: bl.

L'interprétation' géométrique est simple.


