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ASUPRA DEMONSTRATIEI TEOREMEI LUI WEIER-
STRASS CU AJUTORUIL POLINOAMELOR DE INTER-
POLARE
DE ;

PrOF. TIBERIU POPOVICIU,

MUMBRU CORESPONDENT Al, ACADEMEGIT R.IR,

Comsmnicare prezentald in sedinga din 7 Iunie 1950,

1. Fie [a, b] un interval finit si inchis, care, dupd caz, poate fi considetat
redus la [0,1) sau [—1,1], fapt care nu restringe generalitatea chestiunilor
tratate.

Sa considerdm un tablou triunghiular de noduri in [a, 8]

Xas05 Xnts- -+ 5 Xpon s n=1 2, 3,... (X)

si un tablou triunghiular de polinoame in x,
PII’O ) P”Il)' aas Pn‘" bl =1, 2, 37 Che = (anlll — nm (x)) (2)

Unei functii f(x) uniforme in [a, 4] se ataseazi sirul de polinosme de inter-
polare (intr'un sens mai general)

Qﬂ [f:x] == ;: Pfhl (xjf(xml') ) =1, 2, 3,...

1=0
Problema determindrii tablourilor (1) si (2) astfel ca
' lim Qg [f34] = A%
Ry J00)
uniform in (4, b] pentru orice functie f(x) continud in [e, &), pusa de E.
Borel [1]; a fost elegant rezolvatd de S. Bernstein [2] prin poli-
noamele (scrise pentru intervalul' [0,1]).
; 5 # 7 !
s b= 5 7() (5] #om
§e=0 7% $
2. Dacd in particular avem
%) Ppy () =0, 1=0,1,...,0;,8=1, 2, 3,...; x€a, ]

"
RIS DBy (%) = T = Te2n 3
=0
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diferenta Qp [/; ¥]1— f(x) se delimiteazd imediat prin formula

lQn [f;x]‘*f(x)' =z o (4,)
unde

Ap=sup X | %4 — x| Pp; (%)
[a, D] i=0
st @(0) este modulul de oscilatie al functiei f (%).

Dacd A, >0, pentru # - oo, problema lui E. Borel este rezolvati.
Acest lucru are loc in particular in cazul polinoamelor Iui S. Bernstei n,
cum am ardtat altd dati [3].

Pentru demonstrarea teoremei lui Weierstrass, pe langi conditiile
), B), este suficient si avem

(A < )By = V SUP 5 (s — ) Py () > 0, pentru > oo
[al b] =0
Acest lucru este realizat in cazul polinoamelor 1ui S. Bernstei n,

5 " I
cidci atunci B, =

2/ n
3. Teorema lui Weierstrass se mai poate demonstra si cu aju-
torul polinoamelor introduse de I, Fejér [4] si care derivd din polinoamele
de interpolare ale lui Hermite.
Dacid
lfl (x) T (x—xlbo) (x——x,,,[) an (x_xn;n);
unde ¢ este o comstanti convenahili.

S4 considerim polinomul lti Hermite
#” 3
% hll)i (x) fﬂ:l' + > kll:l’ (x) ]Ullﬁl (3)
i=0 i=6

de gradul 2 # 4 1, care se reduce la f,,, pentru ¥ = x,,; si a cdrei derivats:
se reduce la f',; pentru x= %, , ¢ = 0, 1,...,n.

”

Atunci conditia f) se realizeazi prin ¥ A, (%)=1.

i=0

Avem apoi

" n - 2 I :

D Pt () (520,02 =2 5 knyt (%) (5—n,) = 2 1§ (%) 3 T
i=0 =0 i=0 [U'n (%n, 1)1
Conditia «) este realizati daci luim hp,i (%) = Pp,y (%) dupid cum a aritat

L. Fejér, in cazul particular pentru polinomul Iui Cebédsev (scris

pentru intervalul [—1,1]),

In (%) = Ty, (%) = cos (n+ 1) arc cos x.
In acest caz
#° I n I I

by . 2 L i
i=0 Ua(%n,)]2 o [T + 1(%n,0)]2 (m 4 1) 2 (n4- 1)
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Rezultd cid in acest caz
1

n:]7n+1

Asa dar, pentru polinoamele lui I, Fejér,

B

Falfid]= 3 hut(%) (&)
=0

unde J,,; (¥) sunt polinoamele fundamentale de' prima' specis Acorespu;nzz?-
toare polinoamelor lui Hermite (3) si nodurilor i Cebasev =z,
verifici inegalitatea

I
i e éz&) —F xE[—‘I;I]-
By 5 =10 | =20 1]
Rezultd de aici cd aprowimagia datd de fwgimameﬂe lui L. Fejér, :steiczl'
pujin de acelagi ordin cu aproximajia datd de polinoamele i S. Berns 1?1109,.'
Observatiile de mai sus sugereazd diverse moi probleme a.supra.lp(ic i
melor de interpolare, pe care le vom trata intr’o lucrare mai detaliata.

KPATKOE COJEPYXAHUE

JlealoTCsl HECKOJBKO BaMEYAHHUi KAacaTeJIbHO MOJMHOMOB pPUGIVIKEH-
S 3 . H.
nocru dopmel X Ppyi (2) [ (%nyt), 0GOGUIAIOLIMX MOJIWHOMBI C
=

BepHuiTeiina (2‘). Hapsaay ¢ yCJHOBHAMH o), {3)“ MOYKHO .ner;c&) orﬁzxf(g:
YMTH YCJOBWE NPY MOMOLM MOAYJS KOJeGaHuH yHRLUH o LIKay
spBaetcs 4to moymHOoMEl JI. deiepa (4) NPUBOJAT K Teopemﬁ MHOI'g-
WTpacca ¢ NPUGIIHKEHHOCTHIO, AOCTUTAIOIEH NPHGMDKEHHOCTH  ME
ynenos C. H. BepHriureina.

RESUME

Quelques remarques sur les polyndmes d’approximation de la forme

g Pa, (%) f(%n, 1), généralisant les polynémes de S. B ernstein [2].
'.Sntfu's les conditions «), ) on peut ¥acilement délimiter l'erreur 2 1'aide du nio—
dule d’oscillation de la fonction f(¥). Comme application on montre que les
polynémes de I, Fejér [4] conduisent au théoréme de Weierstrass,
avec une approximation qui atteint celle des polynémes de S. Bern-
stein,
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