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Comunicare prezentaid in sedinje din 3 lunic 1950,

I. Restul in formulele de derivare si de iutegrare aproximativa se pre-
zintd de obiceiu sub forma unei functionale liniare R [f]. CAmpul acestei func-
tionale, in cazurile cele mai simple si wai importante in practicd, este cAmpul
tunctiilor continue, eventual al functiilor derivabile, sau admitdnd derivate
continue pand la un anumit ordin dat inclusiv, intr'un interval finit $i inchis
(a, b].

Dacd aproximarea ate caractertl unei aproximiri polinominale, gradul de
exactstate w al formulel respective este bine determinat de proprietatea cit

R [1]1=R [#¥]=.,.=R [47]=0, Rxt1]=£0 (1)

Putem, pentru simplificare, sd ne mérginim la cazul R [1] = 0. Avem deci
# > 0. Tormula de aproximare respectivi este deci exactid (fird rest) pentru
orice polinom de gradul #.

2. Pentru aplicatiile practice ale formulelor de aproximare este important
de a se exprima restul sub o formd convenabili. Acest lucru se realizeazi
de obicein, fn cazul lui R [f] considerat mai sus, cu ajutorul derivatei f2+1 (x)
de ordinul » 4 1 al functiei f(x), presupunind binelnteles ci aceastd derivati
existd, eventual ci este continui.

Problema restului a fost studiati de un mare numir de autori. Amintim
aici in primul rind pe A, A, Marcov (1) si semnaldm cercetirile lui
G. D. Birkhoff [2], G. Kowalewschi [3] si J. Radon [4].
Problema a fost apoi reluatd, in lumina noilotr cercetdri asupra functionalelor
linjare, de citre . Ya. Remez intr'un important memoriu [5].

Cercetarile noastre asupra functiilor convexe de ordin superior conduc in
mod natural la o nouil formd a restului, formi care e susceptibild sd unifice
rezultatele de pAnd acumn, totdeodatd punind unele din aceste rezultate sub
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o formi mai generald si explicdnd, credenm, mai adanc structura acestui
rest.

3. Proprietitile cunoscute ale diferentelor divizate ne indicd ca, in
cazul functionalei lineare R [f], verificind conditiile (1), si cautdm aceastd
functionald sub forma

R[f] = K.[%, %3+« ¥n+e; /] (2)

unde K este independent de functia f(x) iar %, , %, ..., ¥p4e sunt #--2 puncte
din intervalul [a, 0] (puncte care depind in general de functia f(x) ).

Restul R [f] nu totdeauna are accastd formd. In cazul cind acest lucru
este posibil cu un K diferit de zero gi cu punclele %), ¥s,. . . Xpty distincte
pentru orice f(¥), vom spune cit restul R [f] are forma clasicd. Denumirea este
justificatd prin faptul cd in cazul important al formulei lui Taylor sau
mai general al formulei de interpolare a lui I, a grange, restul are aceasts
forma. -

Este clar i pentru o functionald liniard R [f], neidentic nuld, forma clasici
nu poate avea loc decAt pentru un singur #, egal cu gradul de exactitate,
i ci atunci K = R [antl],

Pentru a recunoaste forma clasicd, avem urmitoarea teorema:

Pentru ca rvestul R[E] cu gradul de exactitate n sd atbd forma clasicd este
necesar §i suficient ca R [£] 7£ 0, pentru orice functie £(x) convexd de ordinul n.

Conditia este evident necesara. Fa este suficientid dupa cum rezulta dintr'un
rezultat anterior al nostru [6].

Din teorema de niai sus, rezultd diverse criterii mai simple care permit
in anumite cazuri si recunoastem forma clasicd a restului, Astfel de criterii
rezulti direct din cercetiirile autorilor citati mai sus i direct din teoria functiilor
convexe de ordin superior [6]. Se vede, imediat, cd problema formei clasice
a testului revine la problema inegalititilor liniare verificate de functiile con-
vexe de ordin superior. I de remarcat ca problema formei clasice a restului,
la cele mai importante formule de derivare si de integrare numerici, revine
la problema unor astfel de imegalititi pe un numar [indt de puncle.

Adiugim it importante formule de aproximare cum ar fi formulele de deri-
vare aproximativi ale lui A. A, Marcov, formulele de integrare numerica
alelui Cotes sialelui Gauss, precum si foarte multe formule de aceasta
naturd descopetite si utilizate de S. E. Mikeladze [7].[8], intrdl in cazul
forinei clasice a restului.

4. Dacil restul R [f] nu are forma clasicd, expresia lui cu ajutorul diferen-
telor divizate este mai complicaté. Pentru a nu complica aici inutil lucrurile, sé
presupunem ci R [f] este definit in campul functiilor cu @ (n +- 1), a diferenta
divizatd marginita (mai precis: cAmpul de definitie a lui R [f] contine aceste
functii). Pie (C) clasa functiilor f(x) avéand diferenta divizati de ordinul
n - 2 cuprinsa intre 0 si 1 exclusiv, deci

0 < [%g, %y v s¥pg; [1 < T
oticare ar fi punctele distincte x,, %,...,%p, din [a, 0] si fie

A = supR [f]
f(x) € (C).
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4 este finit si, fird a restringe generalitatea, putem Presupune 4 > (. Avem

atunci
inf R{f]= R [xrtl]— 4 —= — B< (.
/%) € (C) i
Se demonstreazi atunci ci avem
R [[1=4 [%, Fgyov s Fny g fl— B EZ8 o ¥yl (3)

unde punctele ¥, x'; sunt in [a, b].
Avem urmitoarea teoremsi:
 Dacd marginea superioard A n
din clasa (C) , atunet formula (3)
puncte x'; distincte.
3y Teoria fugcjcnlor convexe de ordin superior permite
unoa;tem, I cazurl importante pentru practic
Pentru determinarea efectivy
reztiltatele lui B, Remez [5]
Cazurile B = (), si .
= U, 51 4 = 0 caorespunzind formei 51 i
2 b L 1el clasice a res t:
de mai sus e valabilg pentru orice # e
. Restrictiile i ig ' i
Eungﬁonale ﬁc;'ﬁlk-: 1r}1elpuse mat sus exclud din consideratiile noastre anumite
otae a1f. [f],vcuIAn ar 1i de exemplu R [{] = /1 (0). Pentru astfel
» formula (3) rdmane inci valabild, insi Fsrd restricti ele
¥y, respectiv punctele x';, s§ fi a et e DLt
S ; %e x';, sd fie neapirat distincte.
1al poate observa cd, firi restrictie i a i
) | ) ! estrictie impusi marginii al
~ v, . 11 =
sl dacd ¢ este un numir pozitiv, formula i ThEeE Y

R == y
t [{l]v (A +€) [%g, %, . . o Hg a1 — (B ) [ W . W rgif]
glsﬂzrvaizbﬁzcc; .713(1;1)10'56 i, Iggjpectiv cu puncte #; distincte. Se deduce, in parti
P ¢ are o diferents divizats 9 G o e
valoare absolutd de numfrnl M ,' av;;:mta 0 el aAE marginitd fn
|RI/1|=< (4 + B)M.

D(—) on rat le p Zld [)
1 S 1 S1 a ca ¢ 1ez atelor ecedente vor ‘] expiise mtrun
v 7 ¥ . p
» g
memoriu detallat care este in curs de elaborale ’

u este atinsd de niciuna din functisle f(x)
¢ adevdvatd pentru puncte Xy distincte §i pentry

_per de asemenea sa

i p a, cand are loc acest lucru.

4 marginii superioare 4, se pot intrebuinta
H
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it (o B o) ] ]1—- 0 ana Bearoit koHBexcHOIR dyuxunu nopsagxa
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RIGESUMI

Le reste dans les formules de dérivation et d’intégration numérique se
présente, dans les cas les plus simiples, sous la forme d'une fonctionnelle
linéaire R [f]. La théorie des fonctions convexes d’ordre supérieur nous permet
d’exprimer ce reste sous la forme (3), 4, B étant indépendants de la fonction
f(x). Le cas 4 = 0, ou B = 0, est particuliérement intéressant; nous avous
alors la forme classique du reste. La condition nécessaire et suffisante pour
qu’il en soit ainsi est que, dans I'hypothése (1), on ait R[f] 2 C pour toute
fonction convexe d’ordre # f(x). (Dans (2) on suppose les points x; distinets).
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