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ASUPRA F'ORMBI RESTULUI IN UNIII,E IIORI\,ITJI/]ì
DE APROXIMATIE AI,Ð ANAI'JZTiT

DU

PROF. TIBEI{IU POPO\/ICII]
MEl\fBRU CORËSPONDTJNî AI/ ACAIJIlilIIEI R,.T,.]I.

Contu¡ti,care prezentatã în ;cdhtlo tlin g [ttnic 1950

¡. Restul în lorntulele de der-.ivar<: ;i cle irtegrare aproxillt¿ttirrài se pre-
zintá de obiceiu sub fornra unei functionale linìare 1l lll. Câqrul acestei func-
fionale, îl cazurile cele mai simple çi ruai impoltante ln practicá, este cârnpul
Iuncfiilor: continue, eventtlal a1 funcliilor clelivabile, sarL aclnri!âncl clerivate
continue pânä la un ¿nurrit ordin dat inclusir., într'un intcrval iinit ;i îrrchis
lø, bl.

I)acä aproxifirarea ate caracterrll unei aproximäri polinominale, grøtlu.l il,e

exactitøte n al forn:nTeí respective este bine cleterminat c1e proprietatea cã

1l [r] : Il [.r.] : 1t vrtl -- Q, Rlxn+\ + 0 (t)

I

Putem, pentru siruplificarc, sä ne rnãrrginim la cazul A [r1 =-= 0. ¡\verr cleci
tu )- 0. lì'orrnula de aploxitnare respectivä este cleci exactä (fárä rest) perrtnr
orice polinom de gra,c1u1 zr.

z. ?entru aplicaliile practice aie formulelol cle aproxinare este iurpoLtarrt
,de a se exprina r..estrrl sub o forrná converrabilá. Acest lucru se realizeazit
de obiceiu, îu cazul 1ui ll lll consiclerat rnai sns, cu ajrrtorul clerivatei ¡n-'t þ;)
de orclinul n ! r aI functieì f(ø), presupunâncl bineînleles cãr aceastä cler'ìvatá
existri, eventual cá este continuä,

Problerna restului a fost studiat¿i cle un mare numár c.le autori. Aruintinr
¿ici în prirnul rând pe A. A. M a r ,: o v (r) çi semnalám cercetárile lui
G. D, Ilirkliof I lzl, C. Kowalervschi [31 ;i J. Iìadon [4].
Probleuro a ftrst apoi reluatä, în lumina noilot cercetäri asrrl>ra funclionalelor
liniare, <le cátre lt. Y a. Iì e m e z intr'yn important tremorirr [5].

Cercctiilile troastre Íùs11pra functiilor convexe c1e orclin superior concluc îlr
ruorl rt¿rtural la o nou¿"1 formä a restului, formir c¿rre e stsceptibilä sä unifice
rezrrli¿ttele de pânä acurn, totcleodatä punâncl unele ilin aceste r-ezultote snb
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o formä urai generalä çi explicând, credem, ruai ac1ânc structrrra acestlri

rest.
3, ProprietãLlile cünoscute a1e difererrfelor-. clivizate ne i[dicä ca, îl1

.urirl funóçionalei lineare R [l], verificând conclilii1e (r), sÌi cáutärrr at:eas1.ã

Irncliona1ä sub forma

1ift] =- K .l.*, , xr,. . . ,xn+z', Íl þ)

ionná.
Bste clar cä pentru o funcliona1á lirriará R [1.], neidentic nu1ä, forrna cla,sj.cir

nn poa1.e arrea loc decât pentru rr-n singur to, egaT cu gradul d.e exa,ctita¡e,

rezltltat an.t.crior al nostru [6].
Din teorema de mai s1s, rezultá cliverse criterii mai sinrple czlrc pentlil

lorrnei clasice a restului.

01lrr,%2,...fintrifi<t
oricare ar fi punctele clistincte x1¡ !Y2,. . ',x,t+z din la, Ó] çi fie

,4 : supR [l]
Í(*) €, (c)'

I este fi'it çi, färä a restrânge ge'eralitatea, pute'r presrlpune zr ) 0. Aveuratunci

iul R tll: R l¡,¿r-11 __ A _: _- B < 0.
l@) e (c)

Se dernonstreazá atunci cä ayern
R [l]: Afxr, xr,...,xn+2.,Íl-_ Blxí,, rí,...,r,u+,¿]l) (S)

unde putrctele x¡, x,¡ sunt în la, bl.
Avenr unlrátoa.r.ea teoremá:
Døcd s (ì, A nw este øtinsd..de 

.niciuna d.i.n, fcn,tcliite 1(x)

i:k:i:': 
i (s) ' oa,oüoii þentru þwncte it ¿¡ruln,u çi þeniru

Teoria functiilor convexe de ordi* superior permite cre asemeuea sàrtru practicä, când are loJacest lucru.
rrginii superioare A, se pot întrebuinla

zând fornrei clasice a r-.estului. Teoria

. 5. Rcstr.icfiile imprrse lnai sns exc
rìncÇionale liniare R'rlr, cum 

"i ii ã" ll* öi:f::rff:îi'r:îde cazuri, fornrula (3) rãnrâne íncá vr/, respectiv punctJlî n,¿, sá fie neapärat 
restricfia ca punctele

se nai poate observa cä, färä rËstrictie impusä marginii superioare /çi dacä e este rrn numár pozitiv, f";;r"h^
Rffl: (A I ùlxr, xr,..., n*z; B { e)lx,r,x,r,...,n,r+z,l)

este valabilä cu puncte ø¿, *f distincte. Se clecluce, în parti-cr¡lar, cä dacá lU\ arc o cle ordinul n I t rnárginitã îr_rvaloarc absolutä cic rr,l,,,

lRr/rl<Ø+R)M.
Derno'stra!ìile gi aplicaliiie rezultateror prececlente vor fi exp'se înt¡,rruurenoriu cletailat care este în crus cle elaboraie.
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I,e reste clans les fornrules c1e clórivation et tl'intégration rrunrérique se

présente, dans les cas les plus s;inrples, sotts ir fotnre cl'une fonctionnelle
linéaire Rll).Ira théorie des fonctions convexes cl'orclre sttpérieur nous permet
d'exprimer ce Leste sous 1¿r fornLe (3), A, I) étant indépenclants <1e 1a fonctiorr
J@).I,e cas,4:0, ou B: 0, est particulièrenrerit intér'essant; nous arrons
alors 1a forme classicluc c1u restc. La condition nécessaire et suflisante pour
,qu'il en soit ainsi est c¡te, c1,tttt 1']urpothèse (r), on ait Rlfl#0 pour toute
fonction convexe cl'or<lre n l(t:). (Dans (a) on -sllPl)ose les poiuts r¡ rlistincts)'
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