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CATEVA FORMULE DE CUADRATURA MECANICA

DE
D. V. IONESCU

Comunicare prezentati de Prof. TIBERIU POPOVICIU, m. coresp, Acad. R. P. R.,
in gedinfa din 17 Martie 1951 a Filialei Cluj a Academiei R. P, R.

1. 0 formuld de euadraturi analoaga formulei clasice a lui Ganss,

1. Sa considerim integrala

(1) :=jfp(.\~ ) f(x) dx

I

in care p(x) este o functic dati, finita st integrabild in intervalul inchis
st finit [a, b]. Mai presupunem ci functia p(x) este nenegativi in; inter-
h

valul [a, &], neidentic nuli si astfel incat integrala gp(.\')dx si aibd
“

o valoare pozitivd. Funcfia f(x) este presupusa continud in intervalul [a,5]
si cu derivate succesive pand la ordinul 2 » + i 4 k.

In aceastd lucrare vom da o formula de cuadratura pentru integrala (1),
in care vor interveni valori ale tunctiei f(x) in interiorul intervalului e, b
i valori ale lui f(x) si ale derivatelor succesive pana la ordinul #-4-i-—1
in punctul @ si pand la ordinul n--k—1 in punctul 4.

In acest scop vom intrebuinta o metodi dati de J- Radom [4], care
ne va conduce in mod natural la formula pe care o avem in vedere.

In intervalul [a, 4], luim punctele x,, x,...,x,1, arbitrare astfel ca

(2) ﬂ:$0<x1< g <I,.<.‘I‘u+|=b

si la fiecare interval (-1, ;) atagim functia o, (x) integrali a ecuatiei
diferentiale

(3) : C?(f““'""'}(x):(—])"“H"[)(:c) (h = 1,2,..., n 1)
Functiile ¢, (x) vor mai satisface si alte conditii, pe care le vom preciza

mai departe.
Inlocuind integrala I cu suma integralelor relativ la intervalele
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{x1—t, xn) i inlocuind pe p(x) pe rand cu (—1)i+FeEtith) () vom putea
scrie
w1 Zh
{ :( _1)5+1¢Zj (P'(l?n-I-i-l—k) (x) /(.’L‘) dx .
h=
Folosind formula de integrare prin pirti generalizatd, vom avea
n-1
@ I=(-1p Y et () () — gt (2l () o+
h=I < A
nf1 Th
(_1 )(2n+i+k—1) c?fa (1.) f’(2n+1’+k—1)(m)]zz_l+25‘ q)l!. (.I.') f(En—{-i-l—k) (I) dx .
h=1 Ty

Si alegem functiile ¢, (x) astfel, ca in formula (4) si dispard cat
mai mulfi termeni. In acest scop vom introduce urmitoarele conditii:

(B=1,2,,..,n )

(5) 90 (1) = 9f2y () Ji01, . o, 2tk ==

precum si conditiile:

(6) o (a) =0 (@=01,...,n+k—1)
si
(7 o0, (&) =0 F=01,...,2n-}i—1)

Vom arita mai ideparte ci functiile ¢,(x) sunt bine determinate de
condigiile (5), (6), (7).

Cu aceasti determinare a functiilor ¢,(x), formula” (4) se simplificd
si se transformi in urmitoarea formmld gemerald de cuadraturd mecanicd,

b ” a4t i—1 k—1
ORI IOV GL ) WATE RS WO WALTOR:

unde

) Cm(—1)5¥% gttt () —gGtt=0 (m)]  G=12..,7)
(10) Ay = (—1) ¢k gZrtith—i=1) (q) (t=01,..., n-f-i—1)
() B — (=Lyise prirenti) (¢=01,..., k—1)

si

(12) R=§ 9 (x) fertitn (z) dax.

unde ¢(x) este funcfia care coincide cu @, (x) in intervalele (aj—1 ).

2 — Studij §i cercetiri
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2. Si determinim functiile @,(x). Integrala ecuatiei diferentiale (3)

pentru h=mn— 1, care satisface conditiile (7) se giseste imediat. Notind

( 13\ p Cad
f(u_ i 20 e
2n+1i+4-1)! (2n H—I—l. (2n Fit+R-1)! St
h=0
unde %A,, % ...., M—sunt & constante arbitrare, avem

(14) Putr (x) =9 ()

Integrind apoi ecuatia (3) pentru »=n, cu conditiile (5) in care b= n,

se gascste i
, e ) e

unde K, este o constanta arbitrari.
Continuand in acelasi mod se ajunge la

an

( TJﬁI)2)1+E+J.—I
e o (x)=¢P(x)— E;K—
( ) .l( ) l]»‘( ) 3(2‘,3_{'34_]‘:*1)!
J=I
unde K,, K,,..., K, sunt constante ‘arbitrare.
Constantele A;, Ay,. ., h— 81 K;, K,,..., K, se determinid scriind
cd si conditiile (6) sunt satisficute. Se ajunge astfel la sistemul de ecuatii
lineare.

—
—
w

——

=i ‘ ,.L‘
E Cén-l—i-f-i’f—h s (b_ﬂ)2n+i+k—-h—-:'+ L Kj (m..,,_a_)Zn—l-i-}-i\‘—h

r=0 g=1

=jp(a:)(a:—a Pentitheh doe

unde h=1,2,..., n-+E.

3. Sd ardtim cum se rezolvd sistemul de ecuatii lineare (15). Se
scriu ultimele &--1 ecuatii (15), in care /=1,2,..., 2 si le inmultim
respectiv cu

(L _.a).’,-_;.r-—l i Cil'-{~i'—l (,5 _a)k—H—'Z e (__1)r.+f—l C.'.:-?-E::
primul multiplicator referindu-se la ultima ecuatie (15). Se aratd cd prin

aceasti operatie termenii ind,, Ay,..., A dispar si se ajunge astfel Ia
ecuatia inl KiK. K,

(16) EK '—-’( “+"(L*“T’ Je-f1—1 ﬂjp (x a ,4+,( '_‘T)I+I_ dz.

r=|
Ficand /=1,2,..., n vom avea un sistem de # ecuatii in K, K,, ... ; K,
Notind :

(17) Kj (2j—a)'*+ (b—x;) =K, (1="1,2; ..., n)
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sl
(18) p(x) (x—a)yH (b—x) — Py (x)

se ajunge la sistemul de ecuatii lineare

(19) EK x;= jpg x" dx (r=0,,...,2—1)

'l—l
pentru determinarea lui K, K, .. K Acest sistem este compatibil, deoarece
determinantul Iui este determvmbntul Vandermonde al absciselor dis-
tincte Xyy Koyes vy XNy o
Odati rezolvat sistemul (19), ecuatiile (17) ne vor da valorile lui
K, Ky, ..., K, . Purtind acestea in ultimele & ecuatii (15) vom avea sis-
temul de ecuatii In Ay, Ay, ..., A=

li=I|

(20) Cogitn Ap (B=g )bt = x) (x—a) it do— l\ (xj—a) tith
& P

r=4

unde 4 — 0150w, 1.
Rl g oo l}'_l

Determinantul acestui sistem in  A;, —— w8 Hind eonlSen
") (b-a )" &

1, sistemul este compatibil.

Cu aceasta functiile ¢” (x} integrale ale ecuatiilor diferentiale (3)
si care satisfac condn;u_le (5), (6) si (7) sunt perfect determinate. ‘Oalculul
a ardtat wnicitatea lor.

4. Din formulele (14), (14%), (14”) se deduce ci
(acg—ac)Prhite=!

21 P lr)—Pn s L T

( ) Pi (T) CP""' (:‘t‘.) / (2}%__'_*?’"__].’_])! ( )
Derivind aceste ecuatii de 2 hi-}-i-+k—1 ori in raport cu x, si ficand

x = 2, se obtin formule care, comparate cu formulele (9), ne coanduc

sd scriem 3

(22> Kl = Cl £ KE, = C21--‘> K?|=Gn.-

In toate formulele care vor urma vom putea scrie C;, Cy ..., C,
in oc de K, g, o 1,

5. S4 privim acum in ecuatiile de mai sus pe x;, X,,..., x, ca nedu-
noscute. Sa ne intrebim dacid nu este posibil si determinam pe X, X5,..., 4,
astfel ca functia o, (x) si satisfacd in afard de conditiile (6) in punctul «
¢l conditiile
(23) 9O ()=0 (= ntk mht,., 2 nbk—)

Daci problema aceasta este posibild, atunci formula (8) se scrie sub
forma

= =1

(24) jp x) dx— Ew(x, +EA;‘” a)+ZBf~J FR.

1=0

|
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Tindnd seama de condigiﬂc (6) si (23), suntem condusi la sistemul
de ecuatii
Ji—1 H 5
(28 Y Chade (=)= + Y 6 (ar-at = [ @) (z-0)+*
= = i

unde b = 0,1,..., 2 n+k—1.
Numirul acestor ecuatii este 2 #» - k, iar necunoscutele sunt A, A S

lJ'.'-I-l a3 C]_: Cz: sty Cn §1 Xis Kgyoeny Xy,
Eliminand ca la No. 8 pe A,,A1, ..., A= si notiand
(26) - C; (xj-a) (b-2,)=C; Fii=alliod, - it
§i i e, g i
(27) P(x) (x—a) i(x—q) *=py(x)
vom obtine sistemul de ecuatii in (6 GO e C, si x5 %,..., X,
1 b

(28) Caf = j ) dee

=l a

unde »=—0,1... .. 2n—1.

Acest sistem intervine in formula de cuadraturi mecanici a lui
Stieltjes [5], care consti in determinarea constantelor Gl g A
a absciselor x;, x,,,..., x, astfel ca si avem identitatea

b

(29) { () Pl2) do— €] P+ G )t - - -+, B
pentru orice polinom F(x) de gradul 2 »—1.

Este suficient si se scrie ci identitatea (29) este satisficuti pentru
F(x) = 1, x,...,x2—1, ca si se obtini ecuatiile (28).

Eliminind pe G, C;,.. , C' intre ecuatiile (28) se arati ci Xy,
X9, ..., X, sunt ridicinile ecuatiei

1 Z.o.. xt
(30) Qula— 0 = e a
Cp—i Cpiv s s Cop—|
nde
- b
cu=jp5(x)m“cix (2=0,1,..., 22 —1)

Sub aceasti formi se vede imediat ci avem

/]
jpa (x) Qu (x) x* de=0,




G CATEVA FORMULE DE CUADRATURA MECANICA a1

pentru 2 = 0,1,..., »—1, sau
b

(31) § 7o (2) Qu (%) Qu () dx=0 (n + m)

ceeace dovedeste ci polinoamele Q,(x) formeazd un sir de polinoame
ortogonale Jatd de functia py (x).

Datoriti ipotezei ci functia p (x) si deci pg(x) dati de formula (27)
nu se anuleazi in intervalul deschis (2, b) se stie, dupd cum a aritat
Stieltjes (5), ci ecuatia (30) are raddicinile reale, distincte si cuprinse
intre a §i b :

Deci problema pusi la fnceputul acestui numir este posibild,
X{, Xg,..., %, sunt determinate de ecuatia (30) apoi primele 2 ecuatii (28)
ne vor da valorile lui C{, C,,.... C/ iar ecuatiile (26) ne vor da valorile lui
C,, Cy,...,C, Tot Stieltjes [5] a demonstrat ci coeficientii C;,C;,...,C,
sunt pozitivi, de unde rezultd ci si coeficientii Cy, C,,...,C, sunt pozitivi.

Am stabilit astfel formula (24), care face obiectul principal al acestei
lucriri. Ba este analoagi cu formula clasici de cuadraturi a lui Gauss
si a lui Stieltjes [5] si le cuprinde pe acestea, dupi cum vom vedea
mai departe.

Deosebirea dintre formula generali de cuadraturi (8) si formula de
cuadraturi (24) sti in faptul ci in formula (8) x,, x,..., x, sunt ar-
bitrare, pe cind in formula (24) x;, x4..., %x,, sunt ridicinile reale
distincte si cuprinse Intre @ si & ale polinomului Q, (x) dat de formula (30).
Apoi in formula generali (8), functiile ¢,(x) satisfac ecuatiile diferen-
tiale (3), si conditile (5), (6), (7), pe cind in formula (24) aceste func-
tii mai satisfac si conditiile (23). Aceasti deosebire face ca in membrul
al doilea al formulei (24) si avem 7 termeni mai putini ca in formula (8).

Daci notim cu@(x) functia care coincide cu ¢,(x) In intervalele [a).¢,2],
(b = 1,2,..., n-1), observim cd in formula (24), atdt restul R; cit si
tofi coeficientii Cy, Cy,..., Cn, Ag, Ay,...; Apn, By, Biy.oooy Bia
se exprimi cu ajutorul lui ¢ (x). =

Avem intai

(32) k= [ ofz) fertits (x) i

Apoi, datoritd conditiilor (5), functia @ (x) este continud in intervalul
inchis [a, b], impreuni cu toate derivatele succesive pind la ordinul
2 n -+ i+ B—2, inclusiv. Derivata de ordinul 2 #» |- i 4~ k—1 este
insi discontinui in punctele x;, %,,..., x,, care sunt puncte de dis-
continuitate de speta Intiia. Salturile corespunzitoare ale lui @@ ++i-l)(z)
in valoare absoluti sunt tocmai coeficientii C;, Cs,...,C, din formula (24).
In mod precis, avem

(39 G (—1pHgert=Y (5,—0) — gerk= (z,40)

pentrn o= 1,2, -0,
In punctul a avem

(34) : oW (a) = 0 (=005 0 2 <Rk =)
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si

(35) A = (—1)ith==1 gQutitk—t=1) () (¢(=0,1,..., i—1)
In punctul & avem:

(36) : o(b) = 0 (l=0,1,..., 20+ i—1)

si

(37) B; = (—1)sepCuditi=l=1)p) (¢(=0,1,..., & —1)
6. Funcfia ¢ (x) din formula (24) mai are o proprietate importantd

sl oanume: curba y = ¢ (x) are un singur extrenum in intervalul deschis

(@, b). Aceasta rezulti din conditiile (5) din punctele x,, %t e
si din conditiile (34) si (36) relative la punctele « si b.

Intr’adevir si presupunem ci ar exista doui puicte E;, Epp din
intervalul deschis (a, #), in care functia ¢(x) ar avea cite un extremum.
Ar urma ca derivata ¢'(x) si se anuleze in punctele £, £, la care
mai addugdm si punctele @ §i b. Derivata ¢” (x) fiind continud in [a, 5],
aplicind teorema lui Rolle, vom deduce ci ea se va anula in punctele
Ear, G2, &y din (@, 5), la care addugim si punctele « si 4. Acest
rationament se va continua, pani se ajunige la concluzia i derivatu
oEntith=2(x) se va anula in 2n + 3 puncte

(38) Sontipiod 3 Crpitiess ..., &t i h—2,204-3

din intervalul deschis (a, b.)

Sa observim icid in intervalul inchis [xj—1, a1) nu pot exista trei din
punctele & ale sirolui (38). Intr'adevir derivata @@r+i+i—=1 (x) fiind
continud in intervalul [x;_y, x,] s’ar anula in doui pulncte din acest interval

iar lderivata
(F"E"‘I‘i‘l‘?") (I) I( _— l)i-l-kp (x)

s'ar anula intrjun punct din ingervalul deschis (@, b), cecace este impo-
sibil, ideoarece s’a .presupus ci functia p(x) nu se anuleazi intre « si b

Deci in intervalele (a, x,], (x;, %,],4.., (x,, b) nu pot exista decit
cate cel mult doui puncte din sirul (38), astfel incAt numiral lor nu
poate si fie decdt cel mult 2 (n-1) = 2 4-2. Dar s’a vizut ci numi-
rul punctelor sirului (38) este 27+ 3. S'a ajuns astfel la o contra-
zicere, de unde rezulti ci functia ¢ (x) nu poate si aibi decit um singur
extremum in intervalul (, b.).

7. O consecintd a teoremei precedente este ci functia @p(x) pastreazi
wun semn constant in intervalul (a,b).

Dacd notam

b
(39) S=jq>(:c) dx
expresia (32) a restului R, din formula (24) poate si fie scrisi sub forma
(40) R =p8§

unde p este un numir cuprins intre marginea inferioarad si marginea
superioard a derivatei f@+HH0(x) in intervalul (a,b).
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Daci derivata fCwH+0 (x) este continud in intervalul («,b), putem
scrie pe R sub forma:

(41) R = § forkH(f)

unde £ este un anumit numir din intervalul (a, b)

8. Formula de cuadraturd (8) este importanti din punctul de ve-
dere al (calcalului practic. Si presupunem ci aplicim formula de cuadra-
turd (24) ludnd pentru xq, X5,..., x,0 ridicinile polinomului Q, (%)
Insi aceste ridicini sunt in general numere irationale si dacid facem cal-
cule efective, suntem obligati si ne oprim la valori Xy, Xy iees Xp
ori cit de apropiate de x;, Xg,..., X .

Daci am lua ca valoare apropiati a integralei (1) suma

i=1 r—1

(42) Z (@ Yy (a)4+ Y B0 (1)

J=1

si am spune ci restul este egal cu

(43) A= o (a) fert9 (2) da

am comite o eroare, deoarece formula (24) nu este valabili 'decat dacid
By B+ oy Xn SUMTE ridicinile exacte ale polinomului Q,(x).

In calculele practice se va recurge atunci la’ formula generald de
cuadraturi (8), ludnd x; = x¢,..., %, = X,. In acest caz, daci luim
ca valoare apropiati a integralei de mai sus expresia (42), unde C,,
G vae G By Bjiiose Aﬂ:“ Bos Bys ey By—i a1 valorile care corespund

la %, = %y,..., X, = X, , eroarea este dati de formula (43), la care
Insd trebue si mai adiugim si termenii corectivi din formula (8)
nt-i—1

(44) Z AFO (a).
=i
9. Si facem o aplicatie a formulei de cuadraturd a formulei (24)
luAnd m = 1, i = 1, & = 1. In acest caz f(x) fiind o functie counitinud
cu derivate succesive pAni la ordinul al patrulea, avem formula

@) [0 az = Aof() + Cifte) + Bof®) + R

In aceasti formuld avem

j P(x) (x—a) (b—x) x dx

Xy

{ 20 (e—) (o)



24 D. V. IONESCU

[ j o) ) (b—) I

Cl i b h -
jp(x) (x—a)? (b—x)dx Sp(x) (x—a)b—x)2 dx
(46) 3 o, :
[ f 20D (B—3) (b g2 s
B=1" : -
2 (b—a) f £.(8) (st P (b}
§ p00) D) () (v ) ()8 i
By 22

2 (b—a) jp(x) (5—a) (b—n)? dx

Din aceste formule se vede ci x, este cuprins intre @ §i 5, iar
coeficientii A,, B,, C; sunt pozitivi.
Restul R din formula (45) este dat de formula

(47) R { o(x) /0 (3) dx

unde functia o (x) este compusi din functia ¢; (x) In infervalul (a, x)
§i din functia ¢, (x) in intervalul (x;, &). Acestea sunt inpegrale ale
ecuatiei

(48) ¢V(x) = p(x)
care satisfac la conditiile
(48")  pila) =g;(a) =9{(a) =0, ¢2(b)=pyb) = ¢,(b)=0
(48”)  (z)=g2(x), @ (@)= (x1), @ x1)=9;(x1)
In cazul particular p(x) = 1, formula (45) se reduce la formula

clasici a lui Simpson; ¢1(x) si ¢2(x) au expresiile:

e B o o

care sunt date si in memoriul lui J. Radon [4].
Curba y = ¢ (x) este situati sub axa Ox, ea este tangenti la axa Ox

in punctele x = @, x = b, are doud puncte de inflexiune pentru x = 2“;— 1

T v —15
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=(1—|;2/J si cele doud ramuri y = @, (x), y = 9o (x) se racordeazi in
punctul x = "TH) in care avem relatiile (487).

Dacd functia f(x) are derivata [0V (x) continui in intervalul (,D),
atunci putem scrie expresia (47) a restului R, sub forma:

’ _ _(0=a)’ ay
10. Dacd presupunem Iin toate chestiunile tratate mai sus la n-rele
1—9 ci i = 0, vom integra ecuatiile diferentiale
(50)  gErI(x) — (—1)F p(x) (h=1,2,..., n41)
cu conditiile urmitoare:
— b1 2 e
(51) o () = ¢, () (7= o 2n+k-—2)
si
(52) o) (a) = 0 (¢(=0,1,..., n—1)
(53) ¢0, () =0 (¢=0,1,..., 20+ Rk—1)
$i vom fi condusi la formula de cuadraturi
b n n-L—I
(59 o e az =Y 6 fta+ Y] rot 4
a i=l 1=0

Notand cu ¢(x) functia care coincide pe rind cu ¢, (x) in intervalul
(a—1, ) wnde b = 1,2,..., n-}-1, avem

(55) Gy (1) [¢@rt= (gm0)—qCrH= (2,4 0)]  (j=1,2,..., n)
(56) A;: (—1)""“1_" ?(2n+1—-,l.-—1)( ) (520,1, S ﬂ—'—k—l)
gl b
(57) B— j.CP(x)f{z""‘"'J (%) dix

Este posibil sid alegem pe x|, x4,..., x,, astfel ca in formula(54)
Sd avem Ay—Apri—. ... = A =0

Pentru aceasta trebue ca ¢,(x) si mai verifice in punctul a si

conditiile

(527) ¢l (a) =0, (b=mnnl1,..., 20—1)
Se aratd cd in acest caz x;, x,,..., %, sunt ridicinile ecuatiei
[ 1 x |
(.f ('f L!
R T e D - e 3
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unde |
‘;=§174($)$“fo (a =01, . ;2851
si
(>9) Pa(%) = (x—a)* p(x)
Se jaratd ci: :
fm (x) Sa(x) Su () dxr =0 (n == m)

ceeace dovedeste ci polinoamele S,(x) formeazi wun siv de polinoame
ortogonale fatd de funcfia p,(x). In intervalul deschis (a,b), py(x) ne-
anulandu-se, ecuatia (58) are loate widicinile reale distincte si cuprinse
intre a si b.

Formula (54) devine formula de cuadraturi

(60) Jr@ @ as =Y 6@+ Yy A70 (@) +R

care este mnaloagid formulei lui Stieltjes.

In formula (60) coeficientii Cy, Cy,..., C, sunt tofi pozitivi.

Se aratd ci la No. 6, ci funcfia @(x) care intri in formula (60) si
care determind tofi coeficientii C;, A, precum si restul R, este pozitivd,
dovedindu-se cid curba 1y = ¢(x) are wun singur extremum in intervalul
deschis (a,x,).

Se poate face acecasi observatie ca la No. 8, cu privire la calculul
111'mm(e§ic3 apropiat al integralei (1), din cave rezulti importanta formu-
el (54).

Ca aplicatie si alegem 7=k =1; vom avea formula

(61) § 200 ) dx =By (@) + Cy flx) + R,

pe care o deducem din formula (60). Avem

fp(x} (x—a) xdx

Ty
-5 P(x) (x—a) dx
(62) b
§ 201 ) ()2 vy,
Aﬂ — @ @

; P(x) (x—a)? dx

s
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RO
=1

[ fp(x) (x—a)ds|

Cy=—;
{ o) (x—ayp s

Se vede bine ci x, este cuprins intre « si b, si cd Aj C; sunt po-
zitivi, conform teoriei generale. Restul R este dat de formula

(63) R =J.CP(;E)]‘”'(:L') dr,

unde functia ¢ (x) este compusi din @, (x) in intervalul (a,x,) si ¢g(x)
in intervalul (x,, b). Acestea sunt integralele ecuatiei

(64) ¢ (%) = —p(x)
care safisfac conditiile:
(65) w0 =g (@)=0,  @()=g@)=0
(66) 91 (1) = @5 (1) , ‘P:(I1)='P;(EC|)
Cind p(x)=1, formula (61) devine:
b
— P
(67) jf(x)czx e lf'(aH—S f (“ *‘B‘bﬂm
si avem: '
—a)*[a+3) b—z)’
(68) ()= 250 [GT_“] ) =050

Curba y = ¢@(x) este tangentd in « si b la axa Ox, are un maximum
; - 3a-+0b . ’
pentru x = a’;-bane un punct de inflexiune pentru x = : si ramurile
s 120,
¥ =@ (x), ¥y =@,(x) se racordeazd in punctul x; = 5 I, cate avem
relatiile (66).
Daca f"’(x) este o functie continuid in intervalul (a,b), avem pentru
expresia (63) a lui R,

(b_a’)4 i
(69) Rl s [ vk

unde E este un mumir cuptins Intre @ si b.

11. Daci presupunem in toate chestiunile tratate la n-rele 1—9 ca
i=k=0, vom integra ecuatiile diferentiale

(70) B () = p () (h=1,2,...,n+1)
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cu conditiile urmitoare

h=12,...,n
(71) PP (o) = ¢k (oon) (z=0,1,...,2n»—2)
si
(72) ¢ (a) =0 (1=01,...,n—1)
(78) ¢0, (0)=0 (1=0,1,...,2n—1)

suntem condusi la formula de cuadraturd

[ n n—1
(74 [eeoimae =Y 61(@)+ Y 070 ()18,
a g=1 =0
Notand cu ¢(x) functia care coincide pe rind cu ¢,(x) in intervalul
(Zp—t y ) unde h=12,...,m}1, avem

(75) Cj == ¢@®=" (2;—0)— @@= (2, +0) (=127 ., %)
(76) A~ (=l g el =01, .. nn—1}
si
b

) R={ o(2) /@ (x) d

Ca si mai sus ne putem Intreba dJdaci este posibil si se aleagi
Xy, Xg,eaes Xpasifel ca tn formule (74) sd aqvem Ag—=A;=...=A,—1=0.

In acest caz ¢ (x) mai verifici in punctul « si conditiile
7%) ¢ (a) =0 (l=mnn+1," ., 2n—1)

Se arati ci Xy, X9,..., X, sunt radicinile reale distincte si cuprinse
intre a si b ale ecuapeiei

| 1 x "
3 g, E e = op
(79) R e =0
"';:—1 ‘: C;-n—l
unde
1]
c:‘=J‘p(a:)a“dr (@=01,...,2n—-1)

Se ajunge pe aceasti cale la formula clasici a lui Stieltjes

(80) jp(x)f(x)dx = zﬁjf(ijR

in care toti oeficientii C; sunt pozitivi.
Se demonsireazd ci la No. 6, datorili condifiilor (72), (73) si (78)
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od functia ¢ (x) este pozitivd in intervalul (a,b) aritindu-se ci curba
—o(x) are un singur maximun in intervalul deschis (xy, %,)-

Se poate face acceagi observare ca la mno. 8, cu privire la calculul
aproximativ al integralei (1), cind se intrebuinteaza formula (80) a lui
Stieltjes, din care va rezulta importanta formulei de cuadraturi (74).

Ca “aplicatie a formulei (1) sd alegem » = 1. Vom avea

b

(81) jp(x)f(x)dx = Gy - R
unde : !

j pl(x)xde
(82) ry ="

j.p(x)dr

a

C, =j p(x)dx
$i "h
(88) R= 5 o (x)f"dx

unde ¢(x) coincide in intervalele (a,x), (x4, b) cu integralele ecuatiei
diferentiale

(84) - 9" (x) =p(x)
«care satisface conditiile
{85) o (0 =9;(@) =0 (b =09,(b) =0

o (@) = 92 () -
Cind p(x) =1, formula (81), se reduce la

86) (@ a@=0-ar("5") +E.
si avem . . -
6 a@="5T oy () = 52

Curba y=¢(x) este tangenti la axa Ox in punctele a si b si ramu-
rile y=0,(x), ¥ = ¢5(x) se racordeazi in punctul x —_—“—;:-l—), unde avem

relatia (85).
Daci f/(x) este continui in intervalul (&, b) avem:
(b-"'ll : vy
88) r=L2

unde { este un numir cuprins intre @ si b.
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2. Cazul n = 0.

12. S4 reluim integrala (1) si si facem asupra lui p(x) aceleasi
ipoteze ca la no. 1, iar desp-ne f(x) sd presupunem cd este continui si
are derivate succesive pand la ordinul i k& La integrala (1) si ata-
sim ecuatia diferentiald

(89) o) (2)=(—1)"p (z)
pe care s’o integrim cu conditiile la limitd
(90) 90 (a)=0, (¢=0,1,..., k—1)
(91) o0 (H=0 , e IO
Procedind ca la No. 1, se ajunge la formula de cuadraturi
b i |
(Y23 j plz) I (=) da= E Ay [ (a)+ z B, fO (D)
unde b = =
(93) A=(—1)iFHh=1=! gliti=1=1) (o) (t=0,1,..., i—1)
(9%) Bi=(— 1)+ =1 pUitr—=1) (1) ({=10, 25 L R}
iar
a,
(95) R=j o () fEH0 (x) dx

13. Se aratd cd functia ¢ (x) este bine determinati de ecuatia diferen-
tiald (89) si de conditiile (90), (91). Fa este dati de formula

T—1
M :r:i""’_'

96) o(x _J -|-fa ) du— (i—l—h ZGI'I'T-’1 (b— x)ith—i=!

J=u
unde constantele %, sunt determinate de sistemul de ecuatii

h—1

(97) ECI_,_, j(t—a '+"—’—§1J(74)(zc— =+ day =01, E—1)

J=0

care se poate transforma in:

(98) ZC,_,,- it (b— @) —i=(— 1"“""j.p () (w—a) (b—uw)—"—"du .
J=0 a

Prima din aceste ecuatii determind pe },_;, a doua pe A,—,, ultima pe k.

14, Se aratd ex la ‘no; 6, ca fzmctm O (x) pdstreazd un semn constant
in intervalul (a,b), demonstrindu-se .ci curba y=9(x) nu poate si
aibd doud extreme in intervalul deschis (a, b).
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Ca urmare a acestei teoreme rezultd, cd dacd derivata fU+ (x) este
continui in intervalul (@, b), putem scric expresia (95) a restului R
sub forma

99) R=5 (" ()

unde £ este un numir cuprins intre @ si b, iar S este

(100) S:j 9 (x) dz

15. Deoarece s'a demonstrat ci functia o (x) din formula (95) pastreazd
un semn constant dn intervalul (a,b), se poate aplica la formula (95) for-
mulele 'de cuadraturd din §. 1, adici formulele (24), (60), sau (80), pre-
supunind, bine inteles, ci functia j(x) are toate derivatele care figureazd
in calcule.

S inlocuim in formula (92) pe i si & cuq’ si k', iar coeficienii
Aq i Bg unde a=12,...,¢—1, p=12,.. .. ¥ —1, cu A si Bg.

Aplicand formula de cuadraturd (24) suntem condusi la o formuld
de cuadraturd de forma

b n i =1 i=1
(10 { 7 (@) F(@) da="y € 1 TS WRLIORS W EIC
i 3=0 a=0 a=0
' =1 k=1
+ZB'§, 1O + EBE { ) (B) 4 R
ﬂ:[) ,3:‘()
unde restul R are expresia

h
(102) b= [ g(a) perret (@) do.

In formula (101) coeficientii A] si B ﬁ sunt dati de formulele (93), (94),
in care se Inlocuiestiz i si & cu ¢’ si &' Coeficientii /«, Bg, Gy; abscisele x;,
precum si functia ¢ (x) se determind aga cum s’a explicat la mno. 5.

Fornula (101) aratid in cazul i—=k=o cd, dupd cum se pot deter-
mina constantele C;si absciesele x; astfel ca s avem formula lui Stieltjes

j"p ‘) f(x) do — Zc f(x)+R

in care restul R sd fie nul pentru polinoame arbitrare de gradul 2mw—1,
tot asa se pot determina copstantele C; A, L‘;a si absciesele x;, astfel
ca si avem formula:

=1 B =1

(103) 51) () flz) dx = Z Cy 0+ (Ij)+z A f@ (au)JrEj Bg (@ (0)+R
P = ' a=0 =)

in care restul R si fie nu! pentru polinoame arbitrare de gradul
2n -1k —1. :
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In cazul cind i =0 si & 0, fo,:v-mwfa (101) arati cid se mai poate
wadéiuga la termenii din membrul al doilea al formulei (103), termenii

i—1 k=1
§ sreressie S meseno

a=0 p=0
ustfel ca vestul R si fie wnul, pentru polinoame arbitrare de gradul
2n+i+k+i 48 —1.

16. Vom examina acum un caz particular al formulei (92), alegind
(104) p(x)=(x—0a)s~"' (b—x)*"
unde x>0, B> 0.

Vom scrie formula (92) sub forma:
b

(105) [ @—ap= 0= fla)dz
. i—1 k—1
b— . a)f ) b—a
— (b—a)e*e~" B(x, B [E Iy G J(%+;}E‘Lﬁ( 72 re (b)] +R

wide* B («, B, este functia euleriani de prima spetd
1

(106) B(x,B)= | 6t (108~
0
si vom arita cid coeficienfii \ , g sunt independenti de a §i b.

Stim ci formula (105) este verificati de un polinom arbitrar de
gradul if%—1. Pentru @ determina coeficientii 1, inlocuim in ecuatia
(105) pe f(x) cu (b—x)*ts unde s=0,1,..., i—1.

In membrul intii al ecuatiei (105) vom avea de calculat integrale de
forma

(107 J3=j(x—*a)ﬂ"‘ (b—zxy+t—! dx
Introducdnd mnotatia lui Appell

'108) (Ml ="N(AE L) s A+E—=1) [ (0)=1]

vom avea: :

4 — (&‘ S)_ _ )stad-g—I

(1(9) J"uvﬂ-ﬁ, 3 (b—a)tots—" B (e, f)

Tindnd seama de aceste formule, coeficientii 2, sunt determinati de
sistemul de ecuafii lineare

i—1

e y .
(110 MO TR e SR
=0 b

De asemenea inlocuind in ecuatia’ (105) pe f(x) cu (x—a)*trse deduce

T gl

TR e e G | e R
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sistemul de ecuatii lineare
k=1

e BitR) 5 )
(111) E;Gh,,,l’tw—\d_'_?),i_f_h) (Ia.fo,lj_'_,ﬁ, 1)

Sistemele (110), (111), fiind dndependente de @ si &, coeficientii A; $i
p din formula de cuadraturd (105) sunt independenti de a si &.
17. In icazul particular al formulei (105) cind a=p, si i=2£&, cele
douii sisteme (110), (111) in (—1)7}; si p; sunt identice. Se deduce astfel ci
(=1 = (7=01,...,k=1)
si suntem astfel condusi la urmitoarea formuli de cuadraturi

b

(112) f tw—a) 0—a)e=t £(z) dz
k=1
. 20—1 ©—a) . o
— (b—aP=' B, @) . Y11 O [fOB)H(=1) 19 @)+ R
9=0 2
in care coeficientii ., sunt 'dati de ecuatiile lineare
=1
(= Ek+R) =X )
(113) ZCI+ILF'J y_l__@ /.,+h) (b_o:il’]" 1)
18. Din formuIa, generali (92) se deduce un caz parncular important
cind se alege p(x) = 1. Pormula care se obtine este cunoscuti sub numele
de formula lui N. Obreschkoff[2]. Integ1 ala ecuatiei diferentiale
(114) QUK () = (—1)it*

care satisface conditiile (90) si (91) este

i TG (=)
(115) pla) = {1y Eg
si formulele (93), (94) ne arati cd
(b—a)y+ GF it (b—a)+! G
(116) A= (E-I-l)' C',,:I[j » Bi= ('_) (t—l—].)' Ci¢rl

Suntem astfel condusi la formula Iui N. Obreschkoff[2].

z+1 ?‘H ?+f (I—
LR jf i Z( L (z+1r o/ (bH- O (l+1))l (s

éﬁ.}).f (z—a)t (b—a)' /€4 () da.

Cind i=k, formula aceasta devine formula lui K. Petr[3].

3 — Studii si cercetiri
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b A=l

., TP PRV (=
(118) jf(x)dx: & (—1)’CH_IW[fﬂ)(b)),-\__l)ﬂf(r)ﬂ
1=0 2k d 5
I

L

(2% )

Formula (105) in care coeficientii ) gi pg au valori numerice inde-
pendente de « si b, determinate de sistemele de ecuatii lineane' (110) si (111)
este o generalizare a formulei (117) a lui N. Obreschkoff[2]. For-
mula (105) nu numai ci-si pdstreazd forma din ecuatia (92) din care
rovine §i ecuatia (117), dar si structura coeficientilor este aceeasi ca in
formula (117).

De asemenea formula (112), in care coeficientii p, sunt dati de siste-
mul de ecuatii (113) si care sunt independenti de -« i b, este o generali~
zare a formulei (118) a lui K. Petr[3].

4 (’l)k j (.L'-"—Gt)f" ([)“-—-.I')"' ]t(ZJ.-) (.1:) ax..

3

3. Ridicinile polinoamelor Q, (x) in cazul p(x) = 1.

19. S’a aritat 12 no. .5, ci abscisele o, %5,..., %, din formula de
cuadraturi (24) sunt ridicinile polinomului Q,(x) definit de formula (30)
si ci sirul polinoamelor Q,(x) este ortogonal in intervalul (a,b) fad de
functia p, (x) definiti de formula (27).

Se stie cd polinoamele lui Jacobi

o le=a) 2 b —x)'=> dr

(119) J, (A —1 1 2)= (. 1) (b—a)" = o [(z—a)t = (=g

unde 2=> 0 si >0, iar simbolul (g, n) este definit de formula (108),
sunt ortogoaale in intervalul (4, b) la functia (x—a)t=\(b —x)A—! adica
avem

h

(120) 5(1‘—3)‘“'_| (b—a =" J, (A +p-1, s &) Jue M p=1, pp; ) dz =0
pestru w2 == m.

Aceste proprietiti me permit sd precizdm radicinile Xy, Xg,..., Xy
din formulele (24), (101), (103), in céteva cazuri particulare.

10. Sa presupunem ci in formula (24) avem p(x) = 1. In acest caxz
abscisele x,, Xg,..., X, din formula (24) sunt radicinile polinomului
lii Jacobi J, (i+k+1,i41;x).

Se stie ca in cazul particular al formulei (24) cand i—£=0, adici
in cazul formulei (80) x,, Xy,..., X, sunt ridicinile polinomului Iui
Legendre. J, (1, 4;x).

20, Si presupunem ci in formula (24) avem

(121) p(x) = (x—a) F—1 (b—x)o—!

unde « si P sunt numere reale pozitive.
In acest caz abscisele x;, X3,..., X, din formula (24) sunt radd-

cinile polinomului lui Jacobi, J, e +p+i+k—1, P+i;x). .

e e 1 T % ey, i (R R
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In cazul i=k—=0, adici in cazul formulei (80), daci p(x) este dati
de formula (121) wddicinile x;, x5,..., x, sunt radicinile polinomului
fui Jacobi J, (x+-B—1. B: x).

30. In cazul cand p(x) = 1, formula (92°) devine formula (117} a
lui N. Obreschkoff. Am vizut ci din formula (92) se deduc formu-
lele de cuadratura (101) si (103). Deci din formula (117) a lui N.
Obreschkoff, in care inlocuim pe i cu # si ps £ cu &, vom deduce
formula de cuadraturd

=l

h i i—1 . V il
(121) jf f(x)dx :E Cy 90 () + Z Ao fETETD () 1 );; Bg f @+ (p)
a =1 l,5':0

a=0

K—1 i1

Cotl ipe e S CLH (p—pett

) W (b—a) ; . it (b a.)

+ ) e T 00+ Y o P o @+

= CiHly 1) A=l CLR, G+ :

in care restul R, este de forma
b

(122) R=5¢(x}f‘m (x) da (N=2n-Fi+k+i+k)

functia § (x) fiind de aceleasi semn in tot intervalul (a,b).

In formula (121) x{, x,,..., x, sunt rdaddcinile polinomului lui
Jacobi J, (i4+k+d 4+ +1, A4i+1: ).

latd citeva exemple de formule de tipul (121).

Avem formula

(h—-a)P R "

(123) j‘f(x) dx = (b—a) f'(a)‘l'—g* f(x)+R

AT
=

care se deduce din formula (121) ludnd i=k=—0 si i'=1, }’=0. In aceasti
formuld restul R este nul pentru orice polinom de gradul 2#, iar
Xy, Xg..., x, sunt ridicinile polinomului Iui Jacobi J, (2,1 : a).

Avem formula

@

120 fr@a="Lrwrn—"="Y ¢ e R

J=1
care se deduce din formula (121) ludnd i—=k=0 si /'—}'=]I.

Restul R este nul daci f(x) este un polinom oarecare de gradul 2u--1,
iar x;, Xp,..., ¥, sunt riadicinile polinomului lui Jacobi J, (3, 2 o).

Sectia de Matematicd
a Filial2i Cluj a Academiel R. P. R.
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REPATROE COJMEPHRAHUE
Heeroank) Popyuya MeXaUUYeCRLIX RBaIpaTyp
JI. B. HOMECRY

B aroit padore pacemarpusaercs mmrerpat (1), B noropom p(x) Raumas

ROIHEYHAS T MLTETPHPYEMAL (DYHRIMA LEOTPULIATETEUAA B ROHETHOM I SAMKIYTOM
i

1poMe:RyTRe [, b] 11 TaRadg, UTOOLL HHTETPAT 5})(1‘) dx OLLT II0JORITETLHBIM:
E

(1,@ ..., Xn,b) GyAYTH RaRiyM G0 fAerennes MpoMemyTra (a, b), 1A TACTITHBIX

mpoyemyrrax (a, x1), (xr, x2) ,..., (x, , b), uUpmeoelusIOTes ()YHRIFIL ey (),

@2(2) 5 ...y Pt () THTETPATEL ANGHOPLHLUANLHEIX YPABHCHILI (3) TIPIT TPAIITTHELX

yeaosmax (5), (6) 1 (7).

TagyM 00pasoM MLl LPUXOATNM K RBaAparypHoil (opmyde (8), B KOTOpOii
woafugmenter C;, A,, B, 1 oetatomunt wren R Raun dopyraa (9), (10), (11).
(12). B ¢opmyae (12) ¢, ofosuauaer (ymEmmo CoBIAAMOIYT ¢ ¢1(x), @2(x),- .-,
®utt (2) B mpomemyrsax [a, rely [x1, x2], ..., [@a,

Beanr zy, 22, ..., T, DACCMATPHBAIOTCH KOR HEHBBCCTHLIE, TO BOSHIKALT
BOIIPOE, BOBMOMKHO MM TX OLPEAETNTL TaRIM 00pasod, wI00Ll  YAOBIETBOPHTL I
yeaopmsin (23). Takmy 00pasoM Mbl IpuXONmM K KBa/Aparyproii (opiry:re (24), B
ROTOPOIL 2y, X3, ..., Ly — DPEATLHEC, OTTATHEIE KOPHI M DACTIOTORCHHBIC MEmAy
g 1 smorowrera (), (x) =0, Aammoro goparyroit (30).

Oyurius @ (x), BxoAamas B Bupaxenue (30) ocTaToMTHOTO LIEHD (hoparyInL
(24), coxpaHseT IOCTOANIEIL BHAK B upoMemyTre (a, b).

B padore 1of No 10 mparro usmaraeres cryuaii 1 = 0, a uofl No 11 — eryuait
5 — 0, k=)

Ciryuait =10 — cocTaBrser IpeAyer moApoduoro uay e, Mer mpuxoAm
& (opayie kBafparypbl (92), B soropofi (yunuus ¢ (), BXOAMIAA B BHIMKCHIC
(95) ocrarouioro wrera R, COXDAHAET LOCIOAHHELL 3HAK B IIPOMEAYTHE (a, D).

D10 eBoiieTBO (yURIUM ¢ () LOBBOMIET HEPes UPUMEHeLHe KBafAparypuoit
qoparyasr (24) nammears ssafparypuyio (opayry (101), eocrapusoniyro pacmpoc-
TpAHeHTIe RIACCITUCCROIT (popMyTnl Stieltjes-a.

B padore mok No 16 nsywaeres cryuaii, korfa p(x) Rau oparyroii (104). Mer
puxoly k& Kealparypen: goparyaam (105) m (112), apmmommyest 050011
goparyxr (117) m (118), upuuafresampe H. Odpemgosy u K. Ierpy.

ITox No 19 padors lorassiBaercst B crydae p(x) =1, uro a1, o2, ..., Tun —
woprEn aHOrowrena Swoou T, i+ +1, i+1;x). Tawwe B dopyyre (121), ay,.
2,000, Ly — Kopum yHOTOwTeHa L, G+A4+1 +1, B +i+1, ).
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RESUME
Quelques formules de quadrature mécanique
par
D, V. IONESCU

Dans ce Mémoire on considére l'intégrale (1), ot p(x) est une fonction
donnée finie et intégrable dans I'intervalle fermé et fini [a, b], non négative

b
dans cet intervalle et ftelle que |'inlégra'e jp(az) dx soit positive.

(a, x1,...,%a , b) 6tant une certaine division de I'intervalle (a, 0), aux intervalles
partiels [a, @], [x1, x2], . .., [xa, b] on attache les fonctions ¢ (x), ¢2(x), ...,
9,41 (x) intégrales des équalions diftérentielles (8), avec les conditions aux
limites (5), (6) et (7).

On est ainsi conduit & la formule de guadrature (8), ou les coefficients
Cj, A; et B, ainsi que le reste R sont données par les formules (9), (10},
(11) et (12). Dans la formule (12) ¢ (x) désigne la fonction qui coincide avec

les fonctions @y(x), P2'x), . .., Putt (x) dans les intervalles [a, xil, [x1, x2], ... ,
[, b] .
Xy, Xz, ..., Ty 6tant recardées comme des inconnues, on se demande

si’l est possible de les déterminer de fagon & satislaire aussi aux conditions
(28). On est ainsi conduit & la formule de quadrature (24), les zy, X2, ..., Ta
étant les racines réelles distinctes et comprises entre a et 0 du polyndome
Qs (x)=0 donné par la ‘ormule (30).

La fonection ¢ (x) qui entre dars 'expression (30) du roste de la for-
mule (24), garde un signe constant dans lintervalle (@, 6). Au No. 10 de
ce mémoire on résume le cas ¢=0, et au No. 11 le cas 1 =0,k=0.

Le cas n =0 fait I'objet d’'une étude détaillée. On est conduit a la
formule de quadrature (92) ou la fonction ¢ (x) qui entre dans l'expression
(95) du reste R, garde un signe constant dans lintervalle (a, b). Cette pro-
priété de la fonction @(x) permet, par lapplication de la formule de
quadrature (24) d’écrire la formu'e de quadraturs (101) qui constitue une
extension de la formule classique de Stielt]es. -

Au No. 16 de ce mémoire, on étudie le cas ou p(x) est donnée par
la formule (104). On est conduit de cette fagon aux formules de quadr:-
tures (106) et (112) qui sont des généralisations des formules (117) et (L18)
qui sont dues & N. Obreschkoff et K. Petr.

Au no. 19 de ce mémoire on démonire que dans le cas p(z)=1,
les 1, %2,...,%, de la formu'e (24) sont les racines du polynome de
Jacobi J,(i+k+1,i+1;x). De méme dans la formule (121), les a1,
%3,...,2Z, sont les racines du polynéme ce Jacobi T, (t+Ek+7 K +1,
E+id+1;x). §



