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FORMULE DE CUBATURA IN CARE DOMENIUL
DE INTEGRARE ESTE UN TRIUNGHI OARECARE

DE

D. V. IONESCU

Comunicare prezenlali de Academician S. STOILOV in sedinfa din 10 Iulie 1953

1. Si notim cu T un triunghi oarecare din planul wvoy, ale cdrui varfuri
A, B, C,au coordonatele (A5, u1), (Ao o) (Mg, B5). Vom nota cu L, M, N, bari-
centrele maselor («, 1, 1), (1, «, 1), (1, 1, «), plasate in varfurile 4, B, C, ale
triunghiului ABC. LMN este un triunghi omotetic cu triunghiul A BC, centrul
de omotetie fiind centrul de greutate G al acestui triunghi.

Dand lui « valorile oy, o,, ..., ¢, vom avea nodurile Ly, Ly, ..., L,; My,

M, . M,; Ny, Ny, ..., N,. In aceasté lucrare vom expune problema for-

20 - -
mulelor de cubaturd pentru polinoame oarecare, ¢ (x, y) cu nodurile fixe L,
M;, N;, unde i =1, 2, ..., n care si fie de forma
(( e pacay = 3Pt @+ 01 + 0 ) 1)
oap & 1=1

unde ¢ (L;), ¢ (M;), @ (N;) sunt valorile polinomului ¢ (x, y) in punctele Ly
M;, N;. Problema constd in a determina constantele P, P,, ..., P, astfel ca
formula (1) s fie verificatd de un polinom oarecare de gradul n.

Vom demonstra ci problema astfel pusa este in general posibild dacid n <5,
dy, %y, ..., &, fiind numere diferite intre ele. Problema este cu sigurantad posi-
bild cand n < 5 si unul din numerele diferite o;, «,, ..., o, este egal cu 1. Pro-
blema este imposibild, daci n > 5.

2. Pentru stabilirea rezultatelor anuntate, un rol important il au integralele

I, = Sg a® yPdx dy (2)
T

unde n si p sunt numere intregi pozitive sau nule.
Se aratdi cd pentru p = 0 avem formula

28 A n—I_
ardedyp=——— [\ + 27 Qg Exg) b, L
S& (n+1)(n +2) iy
IS O Vs VO BRI | (3)
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unde S este aria triunghiului ABC si anume
Al

28 = A,y 1

Ag iy 1

jar in parantezi avem un polinom omogen in A, A, 74 de gradul n, cu coefi-

cientii egali cu 1.
Din formula (3) se deduce, cu ajutorul unei rotatii a axelor coordonate
de un unghi @ oarecare, formula care da valoarea integralei (2). Se demon-

streaza ci

: 2pl S oo B fed ey O ;
atyfdrdy = - D Qiikr by Mf‘) . @)
SST ' (n4+1)(n+2). . (n+p-+2) 'i%u %(, % i‘rl 5 5|1
unde
Oy n= CE2h 00 4 CBh o g M (Ch R % + GRit CR)
R e (5)

il i i—h 1 : ik - )
 CE (Gl G WB o CiThya X80y 1 4 Chan GERNE):
3. Se demonstreazi ci dacd constantele Py, P, ..., P, sunt determinate
astfel incat si avem identitatea :

SS pdedy— 3l A O e R O ep O
T I T ; fo : '

im

atunci avem de asemenea identitdtile

7 P ¥ g 3
SS wrdzdy e 3 D (@A h A Our o) O Ay o) ()
e'q 5 ARy ) 1

=1 (ot 2)=T

unde r=0,1, ...,n — 1, precum gi identitdtile

S\ aroytdy dy = ' P
ctyy

_— o; A i A )P (e g + ._ P
< (@t 2)" [ 2 + 25 4 a) (o a1 oo ;' pa)? +

+ O F oty Hhg) Pt oitg l*s)p"H)\ﬂL7\2+7\3°‘€)”fp(£11'+ [;.2—1#0.!-}1.3)7’.] (8)
unde p = 1, 2 lubatty of : ¥ :

Din cauza caracterului liniar si omogen al formulei (6) se deduce, bazin-
du-se pe formulele (7) si (8); ci dacd Py, P, ..., P,au fost determinate astlel
incat sd avem identitatea (6), vom avea de asemenea identitatea

3 M \ vor

AL o v dady = 3Pl )+ 9 () g N0
oy =1

oricare ar fi polinomul ¢ (z, 1) detvariabilele x gi y, de gradul n.

De aici rezulti c¢ii pentru a avea o formuld de cubaturd (1), este suficient
sd se determine Py, Py, ..., Py, astfel ca identitatea (6)sd aibi loc, oricare ar
fi triunghiul 7', adica oricare ar'fi A, Agy Ky bl & "

4. Tdentificind membrii ai doilea ai formulelor'(3) si (6) se obtine un sistem
de ecuafii liniare in Py, By ot B, si se demonstreazi ci acest sistem este
incompatibil daci n.>5. . | ]| Loty

(£ [#4 4 &




3 : FORMULE DE CUBATURA 425

Riméane 5d se studleze acest sistém cand e 1; B, 93 4L B L

ving ‘
SS 0 (@ p) do dio e (@) + o () + ¢ V)., ®

P - ) } ;’

f
valabil pentru orice polmom de 0’1"1(]111 miu si oricare ar fi . ‘In panlcula]
pentru o= 1;"se obginé ' o . TOTITERE g ek pl gy
| v iavdy=so@ o @)

T 'y i ;

iar pentru o —+ oo, se obtme
i

{4

SS s T A Sle@re® e )
f A

Aceste ultime ‘formule sunt bme cunoscule. ‘
b. Cazul n = 2. Fiind daté nodurile L MyN; ; L,, M,, Nz, care corespund

la valorile o, i o, dlferlte formula de cuhatum (1) este posibild dacé
2oy - (o + ag) — 4'550.

In acest caz avem formula de cubaturi

S§ o ) drdy = > Pilp @) +oM) +omy] (10)
e 1=

valabili pentru orice polinomi ¢ (z, y) de gradul al doilea in 2 si y.
Dacd «, = 1, avem formula de cubaturi = °

r S | (o + 2 ‘ -
\\ o wazay = N0 @) 4 g a1 + 9 @001+
; 12) (e — D)2
y 4o ] -
+9. il @ (G) ' (11)
( Gy — 1)2 I , {
valabild oricare ar fi o, 5 1. ‘
Pentru o, — + o se obtine formula
g ‘
\We@deay = Cto@y+o® 90 +94 @ )
a IT L0 .

bine cunoscutd in teoria momentelor de meltie
Pentru o, = 0, avem

- S\ o (@ p) duity = —5[@ A)i4g (BY) + 9 (C)] ()
o ]

unde A’, B, €, sunt mijloacele laturilor Lllunghluhu ABC, iar pentl e, =4,
avem , ) (! ‘ |

SS o (@, 1) mdy -i[w<L)+cp<M)Tcp(N)] ar
T

unde L, M, N, sunt ]111_|]OEIU.IE sedmeutv]m GA, GB, GC.
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6. Cazul n = 3. Se demonstreazi cii daca L, M, N, sunt nodurile care cores-
pund la «;, unde i =1, 2, 3, avem formula de cubatura:

. 3

SS ooy drdy = 3 PiloL)+o(M) +o®)] (12
_ dp =1 '

valabili pentru orice polinom ¢ (%, y) de gradul al treilea, numai daci

oy oty oy — (g + ot + atg) + 2 = 0.
Daci oy = 1, atunci formula (12) devine

. . ™ S_ (o + 2)3 (0 — 3) 3
SST LELL A { S Gt B = Re @) + (M) + 9 (V]

, oyl = 5) ] }
+ 271 —3 -— @)Y 13
[ By o ity | R )

ea esle valabild oricare ar fi o, o, 1 diferite intre ele.
In particular, pentru «, = 3, formula precedenti. devine

S
(o paa = L5t @ o@D o) =29 @) 1D
op

unde L este baricentrul maselor (3, 1, 1,) plasate in véarfurile triunghiului

ABC.
7. Cazul n — 4. Se demonstreazi ci dacd L; M; N;, sunt nodurile eare cores-

pund la «; unde i = 1, 2, 3, 4, avem formula de cubaturd
. 4
\( o ity = 3 PLo @)+ 201D+ (V) (15)
Jdp i=1
valabili pentru orice polinom ¢ (z, y) de gradul al patrulea, daca

Ao o 00y — Dogayoy — 2 Dogoy + 5Xa, —8£0.

Dacd «, = 1, atunci formula devine

S oty + 2) 2 atpuy — (g + ) +7
x, p)dedy = — 1 > Ly)-+o(My)+o (N
Sg ¢ (x, y)dzdy 180:2(%_1)2 AT o [o(Ly)+o M)+ (No)]

o [y — (ot ag) £ 71+ 20)) %
e {.'1 Z (o2 — 1)? (25 — o) (‘xz — 0oy) J(P (G) o

Ea este valabili oricare ar fi o, o, g 1 diferite intre ele.
Se pot determina o, si a, astfel ca Py = Py =0. Se demonstreazd ci in
acest caz se obtine formula de cubatura

L

; o S s

SST"P (x, y) da dy 30 | (o — 1)? [o (L) + o (M) + ¢ (ND] 4
+ @&t M Nl (7
(az_l)zl@(2)+<p( ,) + @ (Np) )
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unde
1 _— e e
TR Y10 + V50 + 8V10)
i (18)
# = [0+ J/10 — V50 + 8 V10l
sau
1 | o) e —
y.lzvé-[s — 110 + J/50 — 8Y70l
(18)

% =16 — V10 — /50 — 810}

8. Cazul n = 5. Se demonstreazi ci dacid L;, M;, N; sunt nodurile care
corespund la o; unde i =1, 2, 3, 4, 5, se obfine formula de cubaturi

o @ pazdy = 3 Pilo @+ o 1) + o V0] (19)
T i=1

valabili pentru orice polinom ¢ (2, y) de gradul al cincilea, daci

5 tyotg0igttgots — 2000050 — 2 oy0p0ty + 4 Doyo, — 7oy + 10 £ 0.

Daci ay = 1, atunci formula (19) devine

i S [ oot +2)5 Bogorg0or,—(ory0ty +otg0ty+ots0ty) +-0(etg ot +01) —39
x,y)de dy= :
SST“"(T i 1260{2(«.11)2 (r—0a) (25— (Gg—ts)
[0 (Ly) + @ (M) + @ (N)] + (20)
1943 [2 2[30‘20’3% (otgtty —+ g0ty Fargotg) 5 (otg +otg +01q) —39 [ 207 4o ; (G)}
(2 —1)% (g —0xy) (2g—011) (23— 0%) ;

unde o, oy, 03, og, 1 sunt diferite intre ele.

Se poate determina oy, o, astfel ca Py = P, = 0.
Se obfine formula de cubatura

SS“’(T pdvdy=— {(155 Vi5) [0 (L) + o (M) + o (NI +
T
+ (155 + JT8) [ (L) + @ (My) +<p(N2)]+2mcp(G>} @1)

unde nodurile L,, M,, N,, si nodurile Ly, M,, N,, corespund la
ar.l:4+V1_5, 052:4—Vf'3.

9, Formulele (11'), (11"), (14), (17), (21) sunt formule cu un numar minim
de noduri in categoria formulelor de cubaturd de tipul (1).
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Astfel, daci se pune problema de a se determina numerele P si o, astfel
ca si avem formula de cubaturd
. @0 tmay = P o) + o0 + o (00
T i A :
valabild pentru un polinom oarecare ‘de gradul al doilea, suntem condusi la

formulele (117) si (11”). )
Daci se pune problema de a se i
avem formula de cubaturd

W o pazas=Plo@ +e 0D+ 2@+ P

determina numerele P, o 5i P’ astfel ca s

valabili pentru un polinom oarecare de gradul al treilea, suntem condusi la

formula (14).
Dacéd se pune pro
si avem formula de cubaturd

SS o (5,9) dz dy—P, [ (L) + @:(M:) + @ (V)1 + Py [0 (L) + ¢ O%) + ¢ ()]
T

blema de a se determina numerele P,; o,, P,, o, astfel ca

valabili pentru orice polinom

mula (17). ; :
In sfirsit, dacd se pune problema de a se determina numerele P, oy, Py,

Oy §1 P, astfel ca si avem formula de cubatura

SS o (a, y)de dy=Py[¢(L,)+o(M,)+¢ (N)I+Pyle (L) +o(My)+o(N)]+P'o (_G)

!

de gradul al patrulea, suntem condugi la for-

T
valabili pentru un polinom oarecare de gradul al cincilea, suntem

formula (21). ‘ : :
10. Si inlocuim in formula de cubaturd (1) in care n = 5, polinomul ¢ (z,y)

tu o funclie f(x,y). Vom obtine formula de cubatura

N r@ = > Para o oo+ z 22)
i=1 XY o o . = J

Jop ¥

condugila

unde R este restul.

Pentru a evalua restul R, ne vom plasa in ipotezele urmaétoare:

1° Triunghiul A BC este plasat in unghiul @oy, adici coordonatele varfu-
rilor lui sunt pozitive sau nule. 4

2° Functia f(x, y) face parte din clasa funciiilor care au derivale partidle
in raport cu x si y, pani la ordinul al saselea, acestea din urmd fiind marginite
in domeniul A, pe care il descrie un triunghi A’ B’ C’', omotetic cu triunghiul
A BC, centrul de omotetie fiind in 0, iar raportul de omotetie variind intre Osil.

Yom nota
f syl
Sup
ST k:‘ T s kg
(x, y) € A axﬁ_iay‘-1 PP L=0,01; 6) (23)

In acest caz s¢ demonstreazd ci

18 A T G g
I R| <CT;ZO‘CE J R, (24)
fos
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unde

a et - R HS ML
Jg=Togat+ D | Pl (@ g+ & g+ Ty ) - (25)
=g

In aceastd formuld, I, este ‘integrala fundamentald (2), a. cirei valoare

este datd de formula (4), iar (.1:17, y;), (:c;', y?), (:U;”, y;") sunt coordonatele
baricentrelor maselor («, 1, 1), (1, «, 1), (1, 1, «), plasate in varfurile ABC
ale triunghiului A BC.

Formulele de cubaturd de tipul (19), (20) fiind exacte pentru polinoame
oarecare de gradul al cincilea, pot {i aplicate in practicd, neglijdnd restul R,
la funelii f(x, y) care in triunghiul 7, luat destul de mic, pot si difere cu putin
de un polinom de gradul al cincilea in x si y. Astlel, dacd in formula de cubaturi
(22) functia f(wx, y) este astfel incat si putem scrie

[(@ ¥) =5 ¥+ )
unde ¢z (2, y) este un polinom de gradul al cincilea, iar

[z 9) | <e
5 ]
in triunghiul 7, avem |R|<e(S+3 D' |P;|) ceea ce dovedeste ci daci
i=1
in unele cazuri e este mic, restul R este neglijabil.

11. Formulele de tipul (19) si (20) in care alegem numerele oy, ¢y, 003, 045 &g
nuinere rationale, pot si fie foarte utile in calcule practice, deoarece coordona-
tele nodurilor sunt functii rationale de coordonatele varfurilor 4, B, C, ale
triunghiului, iar coeficientii din formula de cubaturd sunt numere rationale.

Formulele de cubaturd de tipul (1) pot si serveascd la calculul integra-
lelor duble

SS f (2, y) dzdy (26)
JJp

unde D este un poligon oarecare, deoarece poligonul D) se poate descompune
in triunghiuri 7 la care se aplicd formulele de cubaturd de tipul (1).

Formulele de cubaturd de tipul (1) pot sd serveascd si la calculul integra-
lelor duble (26) unde D este un domeniu mérginit de un contur C. Fie D, un
domeniu poligonal cuprins in domeniul D si D, un domeniu poligonal care
cuprinde domeniul D, Dacid f(x, y) = 0 in domeniul D, avem

\S f(z, y)d:cdy<g\‘ I (x, y)d:cdy<5§ f(x, y) dz dy,
b, Jdy

D,
si prin urmare calculind cu formulele de cubaturd de tipul (1), integralele

duble relative la domeniile D, si D,, obfinem aproximatii prin lipsd si prin
adaus ale integralei :

SS [(z, y)dxdy.
D

4 — Buletin Stiinfific—e. 1612
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®OPMYJIbl KYBATYPHI, B KOTOPBIX OBJACTDb
NHTETPUPOBAHHA — JIOBOW TPEYIOJIbHUK

(KPATKOE COEPIKAHUE)

Busonsarea dopmysusl KybarTypst rama (1), TouHBe JUIA  TOJHMHOMOB
9 (z,Yy) OT mepeMeHHBIX T U Y, T/ip T — moGoit Tpeyroasumk, a Ly, My, N; —
HETIONBIHEL  Y8JIH, Hentpsl Tamecrn Mace (L; 1,1), (e lipy 1) 811 Zds

noMemennyX B Bepmmmax Tpeyroibuuxa ABC (1=1,2, ..., n).
Jloxasuiaeres, uro dopmyms Tuna (1) BosMomHEb, ecad 7 > b, Boobme
posmosknbl, ecam’ (o — ®p) ... (o1 — ) £ 0. xorma < b, n HaBepHOe

BOSMOMKHEL, eCJM OJHO W3 Yuceld o;, PaBHO 1.

FORMULES DE CUBATURE, LE DOMAINE D’ INTEGRATION
ETANT UN TRIANGLE QUELCONQUE

(RESUME)

Dans ce Lravail on établit des formules de cubature du type (1), exacles
pour des polyndmes ¢ (z, y) en v et y, ou T est un triangle quelconque, et L,
M;, N; sont des noeuds fixes, les baricentres des masses (a; 1, 1), (1, o 1),
{1, 1, o;) placées aux sommets du triangle ABC (i =1, 2, ..., n).

On démontre que les formules du type (1) sont impossibles si n > 5, elles
sont possibles en général si (o — o) . . (Fn—1— a,) 5= 0, lorsque n < 5, el
elles sont certainement possibles si P'un des nombres «; est égal a 1.



