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1. Pentru a calcula o valoare aproximativa a functiei f (), reald st de
variabila reald z, pe punctul g, cind se cunosc valorile f (ae)s @l = w512, 0 gmi=feil
ale acestéi functii pe n 4+ 1 puncte (distincte) date a;, ¢ =1, 2, R

se poate folosi formula de interpolare

I (zg) ~ L (2, Ty - oy T [ @), (L)
undel B (i, 25,5 4y Tnits 1 a) este polinomul lui Lagrange de gradul n §i care
ia valorile / (z;) pe punctele sau nodurile de interpolare ;.

Vom presupuneyéa nodurile nu sint ncaparat echidistante i ne vom ocupa
de calculul membrului al doilea al formulei (1).cu ajutorul formulei Tui Newton,

n 3 AT A ‘Pt ¥ s . ]
Lz, @3, .., apy1s f | ) = 2 (g — @) (2g — @) o (g — ;) DL, - (2)
) i—o
unde coeficientii DI, i = 0,1,..., n, se obtin din tabloul.nr. 1 a) diferentelor

divizate in care avem, in general,
Di: Di [f] g [:l',;, Ly ooy Tigj s f])
0 .
Di=f; = (x)

@)

folosind notatiile obignuite pentru diferentele divizate ale functiei i (2).
Formarea tabloului nr. 1 al diferentelor divizate se face calculind succesiv
coloanele cu ajutorul formulei de recurenti

: I=lrye _ pi=try
piyy =2 = DU o=t @

p== 1.2, e, s =el L g

L}

Se vede c# acest calcul necesita tmpériri (cu diferente de noduri) din care
Cauza, in general, diferentele divizate nu se pot caleula, de exemplu, sub forma
Practicd de fractii zecimale limitate, decit cu o anumits aproximalie, chiar
e

*) Pentru { =0 termenul corespunziitor al sumei se reduce la LY. O convenfie analoga
¢ aplicd si formulelor (6), (22), (24).
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Tabloul nr. 1

@ / (a) - pl D? n? ... bprtopn
“'5.1 fr 1
Dl Dz
Ty [2 »l : o, .
= 2 g p.n-—1
: s ! /.3 : Dz : C nr
. | ] i v ! pr—i
p In-1 1 .D? A . 2
I n In ’)n——-l n—2 U;JL_.Q "
; 2
T ln n ) DIL'—I
7
Tnp1 /n 41

daci nodurile si valorile functiel pe aceste noduri sint date sub aceastd forma.
Daca insd elementele tabloului nr, 1 se calculeazé aproximativ, erorile comise

se ti mspun asupra pohnomulul de mterpolal e. in-cele-ce-urmeazi ne propunem
s examinam electul acestor erori asupra calenlului efectiv al formulei (2).
- Pentru simplificare, vom presupune ci nodurile s1 punctul @, unde se inter-

l)()l(‘dl,d nu sint afectate de erorl.

2. &Oloanelc tabloului nr. 1 se calculeaz succesiv cu anumite aproximarii

Fie f;,1=1,2, ..., n 4 1, niste valori aproximative ale valorilor funciei

- r {0 o y 0

' pe nodurt st cf ), i=1,2, ..., n41, corectnle respectlve, deci f; = ]‘, + c( )
i=1,2, <., n+ 1. Fie apoi, in general, D} =Dif,i=1,2,...,n+1—j,

valorile aproximative ale elementelor coloanet j, ca]whte cu ajutorul elementelor

deja calculate ale coloanei j— 1 si ci’), i=1, 2,...,n41—7, corectiile

respective. Vom avea atunci

~]:__1 o .—
it (u) ) RUFLT (50 LR

Tabloul ne. 1 al difeventelor divizate se Tnlocuicste atuner cu tabloul ne, 2

al valorilor aproximative caleulate al difeventelor divizate.
4

Tabloul nr. 2
o T ) i 72 o cer D1 T

ay 1 1 e

L. W 1)'1‘3
& ~3
2 9 Dl A) “

~ i 2 Ja; s o
X3 /s < T ~
. + 1 : : I)fl'/
5 : 4 Lid) 3 -1
¥ 7 1 Ul_ 2 ol EF P
n—1 n--1 D, 4 e D3 .

~ ~y -2
n In I;l L n-~1

o n
mn-}-i /n+1
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~

O valoare aproximativi L a expresiei (2) se¢ ob¥ine atunci cu ajutorul
tabloului nr. 2 cu formula e

=

L= T — &) (%o — @) + .. (g — ) D (6)

-
—

r..
I
(=1

sl vom avea
L%, @5, - vy a1 | 2g) = L+ A, (7
7. flind coreclia respectiva, ,

In vedcrea delimitarii corectiel A, vom face citeva observaiii asupra
formulei de vecurentd a diferentelor divizate si asupra delimitarii difercnjelor
divizate, care vor inlervent.

3. Fiind dat sirul de noduri (distincte)

Byy Hgy - - -5 Bt g0 (8)

orice sir de n |+ 1 numcre
'f1,]£2,---:'l[n+1 (9)
poate fi consideral ca fiind format de valorile ;== f (2;), t =1, 2, ..., n-t 1,
ale unei functii f(2) definite pe punctele (8). Acecastda observalie simpla ola-
sificd diferile notalii, care vor urma.
Fie % un numiar intreg nenegativ << n si sd considerdam, pentru j = 0, 1,. ..
cooyn—k, sirul
ULETS ik nin :
D1 [ﬂ> D2 [ﬂo LT Dn.»|—'l—lr--j [ﬂ (10)

format cu ajutorul formulei de recurventi

pit [y — Dt 1 = DT

i+l — iy

P, 2 ST e o e (11)
ande DP* [fl=fis iz, 2, cey b 1 — k. Astlel, ponLru] = () sirul (10) se

reduce la sirul format din primii n'-f- 1 — k termeni ai siraluai (9)

Este clar cii Lermenii sirului (10) se e\prlmd Jiniar s1 omogen in raport cu
primii n 4 1 — k termeni ai sirului (9) si, in general, termenii girului (10),
pentru un j dat, se exprima liniar Sl omogen  cu termenil sirului (IO) pentru
valoarea imediat inferioard a lui /-

Pentru A = 0, avem Di° f]l= t=1,2, ,n-k1—7, formulele (11)
se reduc la formulele (4), iar sirul (10) e I‘CJU(‘L ]a nn‘ul clementelor coloanci de
orcinul j din tahloul nr. 1 al dlf(,renLolol divizate ale [unctiei f (@) pe nodurile (8).

Formula (11) care face legitura intre sivurile (10) pentmi valorile succesive
ale lui 7, sec mail poate scrie

DR ] = D R g, (12)
Mai gencral, avem formula ) ‘ I
DYR [ = D" [DERE [T, (13)

unde 7 este un numiar intreg, 0 << r <.

9 — c. 1540
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Inti-adevir, se observa c pentru 7 = 0 si r = j, formula (13) este evident3,
lar pentru r = 1 ea se reduce la (12). Pentru a demonstra deci formula (13)
este destul a aréita ci, dacd ea este adeviratd pentru r = s (s <), ea va fi
adevaratd si pentru r = s 4 1. Acest lucru se aratd astfel. Prin ipotezd avem:
-1,k . NS RYjs—1 1 j—s—1,k
D; (/1= Ds [D (711,
de unde, dacii finem seama de formula (12), deducem

D;:,k [f] . i k+j~1 [Ds, Jerjomg—1 [D1~~s-—1 k [ﬂ] I‘L.s+1 s R gl U)]--s==1 It f]_l

De aici rezulti lmedlat ¢t formula (13) este adevirati pentru r = s —I—
Simbolic, proprietatea exprimatd de formula (13} se poate scrie

DUTBE . peBh pB
4, In ccle ce urmeazi vom avea nevoie de o delimitare convenabild a
termenilor girului (9).
Diferenla divizatia DY = [2, 2 ,. . .,
seama de formula bine cunoscuta

Zpu1; [1 se delimiteazd usor, tinind

nt+l ;
[.’1}1, Loy« « oy Tpgas /] = S‘———" R

()
unde, © l(2) = (2~ 2) (v — @) ... (¥ — a741). Avem

lD?lgN(fU],mz, ---,xn-}—l) ‘MS
unde
‘ [ . n-l%l 1
N (2, @y ..y Tpyq) = s Al (14)
¥ =tV ()

si M= max (|f;]).!

i=1,2,...,n+1

o LE - J s . .

O delimitare analogi a lui D} ks se poate scrie
I

| DI N (3, @, - Ongt) M (15)
unde, de altfel, M se poate tnlocui cu Cmax (| f]). {
- i=1,2,.;n+1—~R

in formula ( l‘; avem

~h, R
N (@1ai@an o, et oy, SEUDG e o IR 1T |
Il =1 S e
z=1,§,...,n+1—k \~ Vaebeen e D

si deci | =
- "~k k.
Nu (245 @y 2« o5 @ng1) = D1~ 7 [f]
cu condifia si alegem toate numerele f;, t =1, 2,
sau — 1, fn mod convenabil.
Avem

, 41—k egale cu 1

Ny (24, Zgy o vvy Tnga) =N (21, Ty . 1., Tnpa),

membrul al doilea fiind dat de (14). Pentru k >0, expresia lui Ny (z,, Tyse s Tt

este insi mal complicatd.

In formarea lui EF ™ * [/] intervin efectlv numal nodurile =; pentru

i=1,2, ..., n—ky k-+2, k4+3,...,n+ 1 Daca deci 2k=n-—1, vor
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(=3

interveni toate nodurile. Daci insit 2k >n — 1 nu vor interveni decit primele
n — k si ultimele n — k noduri (8). Deducem de aici urmitoarea formula:

.y $n+i) (16‘

dacd 2 k > n - 1. Este suficient s& presupunem k << n, deoarece avem eviden!

Ny, ®gy oo ey Tppa) = J\Tn‘==k-—1 [y s oy ooy Tndes Tht2s Tha8; - -

"ZV" (wl; Loy o vvy In»l-l) =, ! (17)

~b. In particular, s presupuvem ci
By << g < ... < paa. (18
JFormula dé recurentd (11} ne aratd cd dacil termenii girulul {9) sint alter~

nativ pozitivi si negativi, S]U‘ll]( (10) se bucurd de aceeasi proprietate. Avem
atunei, pe de o parte,

G ot = et

~~[|D1‘+'i"‘ 111 +1 DIt )]

fc,+,+;,
Dcoarece, pe de altd parte, avem lotdeauna

L N DI R A1 D A ]

| :L',, AR RN R |

| DPRIf | <

rezulti ci,.in cazul (18\), numérul Ny (2, 2,,. .., Zp41) este dat de formula
: : = gn—hk :
Ny (.’El, Lyy ey {ln+1) = ‘x’; i : (19)

unde numerele af* se pot calcula cu ajutorul formulelor de recurenta

wi=l k| gi—1k

- TS T i NG Y (20)
B Lidj+k — Zi
vy B e AL = e 7 = 1020 U, e R SR

Formula de recurenti (20) ne mai arati ¢, in cazul (18), avem

Nk (xla "1.72,~\-.

Ny (g, @, 1oy Tjpkt1) I :
; Tjtht1 = &y

- Astfel, folosind formulele (16), (17), (21) deducemn, in particular,

' 2
JVO ('L‘l s a:2) B )
A Ladaglih)
2 : 9.
Ny (21, 2, 73) = y Ny(zy, 2y, @) = ———
(@ — @) (25 2) - S Ty @y

L 2 (.’13'4 _l" Ty — X — a;s)
(2= ) (s = ) (25 = 22 (s — )
2(xy+ 25— m) — %) . _ B
4 3 1 2) -~y Ny (@, By, @y, 2g)= ——,
(g~ 2,) (24— 29) (g — ;) .

No (wl, Lo, T3, x4) =

,Nl (x].‘! Xy, Ty, Ty) ==

g

.,.Tj+.k) + le (:cz, Zgy o .,1’j+k+l) ” (21) :



&
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Nee(eh AL
No{ay , &y, ¥g, Ty, V) =

unde M =

1 2 [(mg — 2l) (g — 1?\ + (g

m M) (y '* wg) |- (2 — 21) (25 — @4)]

(%p — @) (w5 — @) (@q —

g y(.TvJ iRk

Tg) (15 = ) (24 —

Ty oo i Y=

/]

) (@5 — )

Azy-2y) (25—2,) (wg—,) + (zy-a) l’Y1—/LJ\) (@g—2) - (T5—) (@g—) (25—25)]

tg) (@4 — @) (5‘5 — @) (@5 — @)

. - 2 (g + @ )
Ny (&g, @, g, €y, ) 5= ——— : i S
' [41"4 — ) (w5 = @) (w5 — @)
2
ATS (’L] y Xgy Tgy Ly, 375) g e
Xy — X

(g — @) (g — 2,) (5 =

Se vede acwm usor cnin se pol. delimita termenil 511‘u1Lu (10} cu ajutorul
rexultatelor

prec edente. Avem

| DI 11 < Ni (@i, @iy, o0y 2
D

igivn) M

‘max
r=ti, i+1,

6..S4 revenim la delimitarea corcctiei 2 din formnula (7).

mat poale serie

din care deducem si

siavem,

ﬂ”w“ﬂ P,

DY Jor-t [D e JJ = B (1_7)/- 0<r<= /1.

.De aicl rezulti e
Dr,]——r [Dl)]» r—1 [I)']‘»r——l] :l Al D/i', j--r [D“jwr »4:'
e L DIT]-BE [T

M -r)‘] 2

. Dar, pe baza formulei (13),

[)Ii',‘f—l‘ [D'l, j—r--1 [l"’)]'-rr—i ] ] _— Dli‘+l, fetr=il [/)I"“V'”‘1]

prin urmare,
l)'t-q"l: jer—1 [D‘j~r—]] = j—r [ﬁj_w'] + DP j—r [c(i"')], p=0,1,...,

Aduunind membru cu membru aceste egalitall, avem

DI D] = WWUL+ZW””HMH

Insi avemn i

DS D% = DEOIf) — Db ° [ = D] — DF [, D2 D] =

fformula (D) se

1.

D}

.\

———
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asa ci deducem formula

DJ | U] + Z D"’I”’ ]_7)]‘

r=0 Vel

Di[fl1 =

Tinind seama e aceastd formula, din (6), (7) deducem
n 1 y . -

A= Z (xg — ’Ll) (g — ) . Z faptia ‘L"] . (22)

“ )2
in particular, dacd LoaLe (‘oreutnle clf) ]dlnlﬂ, in /aloaln absolutd, cel mull
egale cu ¢, pe baza formulei (15) avem

| DY S N (o @,y i) @
§1 putem scric
2] ==V (2) =, ! (23)
unde . T
V (2) = Z [(z— ) (2 — ) ... (38— 2)) | [Z Nigtln(a3] ;1:2,!. ! -,-’Fi+1)]~ (24
i=0 r=0

Cind valorile functliet sint exacte, deci cind cl“) 0,.=1, 2, s
se poate lua chiar '

3 i
B (e Z | (=) (@=@) .. (m—a3) || > Nip(2y, 25, . ., L,+1)]; (20
=1 . r=0 '

Y. Vom incheia aceste” considerafii cu un exempla nameric. Fie functin
{(2) pe nodurile’ @ = 14, x, = 17, 'wy = 31, x, = 35, data ‘¢’ valorile ci
exacte: .

© ] 14 A7 31 35
f(a)] 68,7 640 44,0 39,1

Avem aicl n =
notatiilor.
Formulele precedente ne dau, in acest caz,

Nl (;vl, ’Lz) = ‘1,

g1 sintem in cazul (18) prin alegerca convenabili «

Ny (@1, @y @) 4 Ny (0, @9, 2) = 1 + —F =1} 2 < 1,42,

Ty — Xy 17

2

. 7 / g N ] b :
Ny (1, @y X3, @) + Ny (g, 29, 3, ¥) + N, (2, 29, 75, ;34) =

:l_|_ 2 + 2(‘%4—1—:”3"771'“'332)
T

Ty — 2

— —<1I|
2) (@ — @), F %* 459

Avem prin urmare, interpolind in punctul xg = 27,

V (w5) <13 413 X 10 X 1,12 + 13 x 10 % 4 X 1,11 < 736
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Daca in vederea formirii tabloului nr. 2, calculam diferentele divizate
prescurtat la k zecimale, vom avea
736 368
\)\I it E R
| F k Tt
2.10 10
Pentru a putea objine cel pujin o zecimali exactd in valoarea poli-
3 N 8 - = It L, . =
nomului (2), trebuie si avem cel pugin 368.107" <-0,01, deci cel putin e = b.
Luind k == 5, cu datele din tabloul nr. 2 se obiin datele din tabloul nr, 3.

Tabloul nr. 3

T f () It o* o?
14 68,7

-~ 1,56667
17 64,0 0,00812

e 1,42857 0,00015
31 44,0 0,01131

~ 1,22500
35 39,1

Avem atunc
[, == 68,7 - 13 >< 1,6667 4- 130 x 0,00812 — 520 x 0,00015 = 49,31089
si | A] << 0,00368,

dect

29 37021 < L (14,17,31,35; f | 27) < 49,31457.

In felul acesta 'p(l)linomul (2) este obtinut cu trei zecimale exacte, ceea

fata de datele problemei este sulicient. _
Seclia de malematicd

a Filialei Cluj a Academiei R.P.R.

0 TOUHOCTI UYBCIEHHBIX PACUETOB IPU WHTEPIIOJIAIIN
' HOJIVWHOMAMM

(KPATHKOE COJIEPIRATUE)

Tl w010 wrofnl BEMECIUTH TPUOMMKEHHOe SHAYCHIE $ymrgn f (x)
5 moure @, mpu momomu gopwyasr (1), 8 1®OTOPOIE BTOPOH WIEH SBIACTCH
METePTIONANEOHHEM TojmHoMoM Hpworoua Qopmsr (2) mia coydas y3ior
2, t=1,2, , -1, me o0ABATEJBHO PABHOOTCTOAMNMX, HeoOX0ImMO
- [ o RO R } 1 . | ) ‘ ' ;
APEABAPUTEIBI0 COCTABNTS TAGIHIY 1 pasaernenanix pasgocreit. pu cocras
JEHWM HToY TabIIMIE IPIXOJATCS TOCIEOBATEIBHO BHUMCITTE  9JIEMEHTH
cTOoA61{0B, TPUYEM BRPALHIBAIOTCA TOIPEITHOCTH, BIMAIOIE Ha BLITACICHUE

' 1 . i : o .

spagerns Hommmoma Hporoma. Obosnaunm vepes U} meuncaenusie mpnbimm-

JRCHIbIe SHAUEHVA »ieMeHTOB D} mabuauupl pasjcieHHHX pasHOCTeit, JaH-
e gopmyiroii (3), w depes cg’)), COOTBETCTRYIONIAE IOTPABKM; IJIOMPABRA
% BITHCJEHHOro LpmOIMKeHHOro sHauems mosgunoma lrporoma (2) naHa
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dopmyaoit (22), B woropoit BHpamenus D’;'k [/1, orxocsammecs & yanam (8)
u K nocieposarensaocrn (9) sHaveHuit »THX Y3108, KaHLl popmysamm (11).

Eeau mmveen |C§-’) [g € JUIS BCeX IOIPABOK pPAaBIeJIeBHEIX PasHocTel, 1o
ug ouenru (15) rrBogmTest ouenra (23) amst A. ITpu avon Ny (2, @y, oo vy Tppr)
ABJISAIOTCA HEKOTOPSIMU  BEIPAKEHMAMU, BABUCAUMMH TOJLKO OT Y3708, &
V () mamo dopwyusoii (24) mum, eciam smavemms Qynumum He cojtepswar
worpemnocteit, gopmysoi (25).

B wonme nmpumogurca unciienHmii mpumep .

SUR LA PRECISION DU CALCUL NUMERIQUI
DANS I’INTERPOLATION PAR DES POLYNOMES

(RESUME)

Pour calculer une valeur approximative sur le point #, de la fonction / (z), &
Paide de la formule (1), ot le second membre est le polynéme d’interpolation
sous la forme (2) de Newton, il faut tout d’abord construire le tableau 1 des
différences divisées. Les noeuds z;, t=1,2,..., n+ 1 ne sonl pas néces-
sairement équidistants. Dans le calcul des éléments des colonnes successives
du tableau des différences divisées, on commet des erreurs qui se. transmettent
au calcul des valeurs du polyndme de Newton. En désignant par D/ les valeurs
approximatives calculées des éléments D] du tableau des différences divisées,
donnés par les formules (3) et par ¢’ les corrections respectives, la correction A
de la valeur approximative calculée de la valeur du polyndme (2) de Newton
est donnée par la formule (22), ou les expressions D¥* [f], relatives aux nceads
(8) et & la suite (9) des valeurs sur ces nocuds, sont données par les formules (11).

Si nous avons | c‘i”lg e, pour toutes les .corrections des dilférences
divisées, de la délimitation (15), on déduit la délimitation (23) de A. lei
Ny (2, @, . . ., Tpes) sont des expressions ne dépendant que des noeuds et V (z)
est donné par la formule (24) ou méme par (25) lorsque les valeurs de la fonction
ne sont pas affectées par des erreurs.

A la fin on donne une application numérique.



