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O GENERALIZARE A UNEI PROPRIETATI
CARE INTERVINE IN METODA LUI RUNGE
$I KUTTA, PENTRU INTEGRAREA NUMERICA
A ECUATIILOR DIFERENTIALE

DL

D. V. IONESCU

Comunicare prezenlatd de academician GH. VRANCEANU in sedinta din 1 decembrie 1955

In aceastd lucrare vom extinde la sisteme de ecua tii diferentiale si la ccualii
diferentiale de ordin superior rezultatele din lucrarea [2].

§ Sisteme de ecuatii diferentiale
1. Sa considerdm sistemul de ecualii diferentiale

y.:':ff (.TT, Uis Yase o9 Un ) - -(1)

unde j =1,2,..., n. Presupunem ci sint indeplinite toate conditiile, pentrn
ca sii existe un sistem de integrale y,, y,,. .., y,, care se dezvolta in serii inlregi
dupé puterile lui x — x,, convergente in intervalul [z,, z, + p] si care satisfac
la condifii initiale in punctul =z,

Fie x un punct al intervalului [xy, 2, + p] si y; (2), Ya(2), . . ., Yn () valorile
corespunzitoare ale sistemului de integrale in acest punct. In punctul 2 + h,
care de asemenea aparfine intervalului [x,, X, + ¢], se poate calcula y; (x + h)
prin dezvoltirile in serie

i i . h?
g (x4 h) — y; (x) + ﬁ ¥ (2) + 2—{ ¥ @+ .. 2)

dupd puterile lui h, coeficientii acestor dezvoltiri calculindu-se din ecuafii
diferenfiale (1) si cu ajutorul lui y; (2), y, (2).. .., y,(2) prin deriviri succesive.

5
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C. Runge si T1. Kin ig[2]au arilat ci, dacd se construiesc urma-
toarele functii de h

m, — s TG M silst ) s
(1 (1)

h my m,
m® — | T4+ —, 0 F— i I+ —1> 3
J ) ( 9 Uy + 2 T 5 ] (3)
m,fd) = hf; (x + h, gy mi) 0 oY),
m, = I (t + h, y; + miﬂ’ v s il mf, 4
atunei lunetia
(1) (2) (%)
R S R "
M (h) = gy (@) + : (3"
)
dezvollata dupa puterile Ini f, se scrie
h ’ hz 2 ha rer
MP =gt =g+ —g =y + (3)
s ek R

care are primii palru termeni identici cu primii patru termeni ai dezvoltarii
lu’ y(x + h) dupd puterile Iui h.
W K utta [3]a arilat cd, dacd se construiesc urméitoarele functii de h

mi? = B, (25 By oivstn) s

; l' (1) (1)

m, *h/,( ! . Yy m?1 S s ”12" ) ; 1
I 7 mf 2) m(l“

mfm —hfj(fl" + ? 1]1 T '_‘2’ ye ey Un + l)? ]s

(4 . (3
m;* = hf; (x +h y, +mi s, A m),
alunci funetia

(1) -+ 9!:1}) + Em(d) —I— m“)

M; (hy= y; (x) + - (4"
8]
dezvoltald dupd puterile lui h, se scrie
B eam B i B e R
MW=y +—uy + — Yy +—uj —l—#y()Jr B 4"
LT e e ey )

care are primii cinei lermeni identici cu primii cinei termeni ai dezvolldrit lui
y(x 4 ) dupd pulerile Iui h .

in aceastdi luerare vom arita un procedeu regulat pentru construirea unor
funelii ]\[(’) (h) analoge ale lni Runge i Kutta, care dezvoltate dnpa
puterile [111 h, sa 'ul)n primii p termeni — oricare ar fi p — identici cu primii
p termeni ai dezvoltarii lui y(x + h), dupd puterile lui h.

2, Sa considerdm formula de evadralurd

a+h r

R @(s) ds = Z‘ A o (e + » h) + R (), (5
] i=1

unde 2 L+ ah sint noduri date, § = 1,2,..., r, iar coeficienlii A; se determina
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astfel, ca restul R si fie nul, cind ¢ (s) este un polinom oarecare de gradul
p=>r— 1. Este evident c¢a vom avea ecuatiile

h

Z—l)\,:_ (R0 o D)) (6)
i=1 k
iar )
Z A WP £ i (7)
p+ 2

In formula de cvadratura (5) si inlocuim pe ¢ (x) cu o functie, care se dezvolti
in serie intreagd dupa puterile lui x — x,, CU]]VCIgCIltd in intervalul [y, @, + ¢].
Presupunem cé punctele @, x 4 h, @ + M apartin intervalului [10, z, + pl
i s demonstram cd restul R(h), din formula (.)) se dezvoltd in serie intreagi
(lllp'l puterile lui h, care incepe cu un termen in hP+3,

Intr-adeviir, formula (5) se mai scrie sub forma

h r
g o (@ + ) df = Z‘ Aip(x+nh) + R (6%)
20 i=1
si inlocuim
@ gk (.':}( )
Rl = = e — ¢\ (1),
o ( ) 1;1‘ i )
[oe} Rﬁ hk
¢+ A h)=3—— b)),
= k!
din formula (5") deducem ca
Ry =3[~ 34 *") 0 (8)
- —— ihi | — oW (2).
= AT
S4 notéam
Z‘l M =Bilk=p+1, Pt 2,...)

i=1
si s dovedim ci
B}.’.- _‘hbk, (]i :'—p+l, P -+ 2,

unde by sint coeficienti care depind numai de numerile A, 25,... &, .
Pentru aceasta scriem ecuatiile

A MTTRN L AR T e e Bl L )
l i p—r- 2
/
Ayl AR ok o, ol R
Pl

AN A MY AR =By,

A S —r+1 —r41 p-- k1
intre care elimindm pe A, A}, A, ML, A, 0 .
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Yom avea
!
| bl ’
i1 -1
1 2 2 Wll____
p—r-+3
........................ =
— = = li
gy L oA L e
Pt 1
)\'l. ): 7\: B.'J +1
de unde se deduce ca
1
1 1 1 e
p—r-+2
|
A Ry A
p—r-+3
il i L 1
/AT VR
Pl
A Al = 0
B,i1=h =hb,,,
1 et s |
M Iyl S A
71 Pl r—1
A Az . A
La fel se arata ca
1
1 1
p—r—+3
- ...... — ..... _ ....... 1 .....
o T -
Tl
L e e
A 7R 0
Bypa=h- = hbpia
1 1o g b
N Ne e idip
)\I—l )\g—l )\r—l
v Ry

si asa mai departe.
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o

Revenind la formula (8), vom putea deci serie

Ry = $ [ — 6 ) E o) (8)
1) = —_— — O 0T
k;%’+1(k+1 ’") PRL

si primul termen al acestei dezvoltari este
het2 (1)
ety
p+2 (p+1!

care in baza relaliei (7) este diferit de zero.
2. In formula de cuadraturd (5) sd inlocuim ¢ (s) = y;. (s). Vom obtine

yi (@ + h) — y; (x) = Z A; y;. (x4 x ) + Ry (h). (8"
=1
Sa presupunem cd se cunoagte dezvoltarea lui y; (x 4+ 2h) dupa pulerile lui
A h, din care punem in eviden{d primii p + 1 termeni, adica
L O hye

. ’ Mh o4
y; (x + Ny = g (v) + ETRL (@) +. .. 4 o yett (x) + g (N h).
p

Formula (8”) ne da atunci

- hp+!
(x -+ h) = o li ‘ 4____, {_p+l) PR e
b @+ h) yuw{gz)mm+ i

u he r )
=i ( ;A,: ?\f)‘;‘l y§p+1) (x) + R (h) + ;Ai oi (i D).

Tinind seama de ecuatiile (6) vedem cd aceasta formuld devine
hp+l1
(p+ D!

|
5 Z A pj (Aih),

he . :
g @@+ B =y @+ v @ Fo g+ () + By (k) +

T
unde termenii- R; (h) + >’ A:i pj (i ) confin puteri ale lui f
i=1

de ordin > p + 2.
De aici rezultd ci, dacd se cunoaste dezvollarea in serie inlreagd dupd

pulerile lui h a funcfiilor yj (x + N h), unde i = 1,2,....r1 pind la gradul p
in h, alunci [uncfia de h

M; () = y; (¥) + > A y; (x4 N h)
=1

dezvoltatd in serie dupd puterile lui h are primii p + 2 lermeni idenlici cu
primii p + 2 lermeni din dezvollarea in serie a lui y; (x + h) dupd puterile lui h.

Sa presupunem cd g (), Yy (¥),- . . » Yu (¥) formeaza un sistem de integrale
ale sistemului de ecuatii diferentiale (1). Atunci

y;. (x + Nb) = [; [2 + Nh, gy (@ + N B), Yo (@ £ Nft)se s Yn (x + Mh)] .
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Tinind seama cd dezvollarea in serie a lui y]f (x 4 Mh) dupd puterile lui h,
revine la dezvoltarea in serie a functiei

fi %+ Nby gy (T + Nb), gy (@ + Mh), ..., g (2 + AR
deducem, din consideratiile precedente, urmitoarea teoremd fundamentald.
Dacd se cunosc primii p + 1 lermeni din dezvollarea in serie dupd puterile
lui h ale funcfiilor yy (x + N\ h), adicd se cunoagte polinomul

ks (2 hy?
p!

Mh
Yi () + 11 Y (@ + ... yP (x),

pe care il vom nota mai scurt cu yy (x) + ax (\; ), alunci funcfia de h

‘n’[f (h) = (.11) i Zr| ¥ fj [2-+X; A, nhtag O“)l Uy +ay (7\") reees Un (7\'7)] (9)
i=1

dezvollatd dupd pulerile lui h, are primii p + 2 lermeni identici cu primii
p -+ 2 fermeni din dezvoltarea dupd pulerile lui h, a functiei y; (x + h), adicd
avemn

h hetl

M () = gy @) + Yoty (2) 4., )

! & —_—
LAty
unde termenii nescrisi nu mai coincid cu termenii corespunzitori din dezvoltarea
lui y; (z + h) dupa puterile lui A.

Ramine acum si ardtidm cum se construiesc, din aproape in aproape,
functiile M; (h), alegind convenabil formulele de cvadraturi ).
4. La sistemul de ecuatii diferentiale (1) sa atasdm formula de cvadratura

S’J (ods = hor(a) R ), (10)

unde R (h) = 0, cind ¢ (x) este un polinom de gradul zero, iar R (h) dezvoltat
dupd puterile lui h, incepe cu un termen in 42, Si inlocuim pe ¢ (s) cu y; (s)
si sa finem seama de sistemul de ecuatii diferentiale (1). Vom obtine

yi (@ + k) = g; (@) + hf; (@ g - . ., go) + R; (h).

Deci, punind

;= R, Trae = - 5 U) (i} = e I (11)

functia de h
M () = gy (@) + m; (12)

se mai scrie
M () =y (2) + h oy () (12')

§i ne da primii doi termeni ai dezvoltirii lui yj(x -+ h) dupd puterile lui h.
Inlocuind in M}” (h) pe h cu ph, unde u este un factor independent de

h, avem
M{" (1w h) = yi() + o my (13)
51 aceastd formuld da :
M (b = (@) + p hyj (2). (13
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Vom nota cu P; procedeul dat mai sus pentru a se obtline formula (12),
(12, (13) si (13).

5. La sistemul de ecuatii diferentiale (1), si atasim formula de cvadratura

@+ h Tl
S o (s) ds = E[CP (@) + o (z+- h)J + R (h), (14)

unde R (h) =0, cind ¢ (s) este inlocuit cu un polinom oarecare de gradul
intii, iar R (h) dezvoltat in serii dupi puterile lui i, incepe cu un termen in A3.

Inlocuind pe @ (s) cu yj(s) si tinind seama de sistemul de ecuatii diferen-
tiale (1), vom avea

yi(x + h) = yi(x) +
+ g Ui, Yoo oo yn) + file + by (2 + B, .., g + n] 1+ Ryh).

Procedeul P; ne da prin formula (13) primii doi termeni ai dezvoltarii lui
i (x + A h) dupd puterile lui Ah. Atunci, conform Leoremei de la punctul 3,
punind

m? (\ ) = Bffe+ My gy + Amy,. .. O sE (15)

functia de h

(1) (1)
MP =y + 1 S ) (16)

dezvoltatd dupd puterile lui h
e, AR N
m? (h) = yy(x) + SYH@+ =y @+ (16')

da primii trei termeni ai dezvoltirii lui y/x + h) dupid puterile lui h.
S& observidm cd avem

m? (O wh) = pm” O g, ), (17)
de unde rezultd ca
MP (uh) = y(2) + p m{" (0, h) —; m" (u, h) (18)
si este evident cii avem :
MP (uh) = yi(x) + !:—'h-y; () + f“g_’;)‘o‘ yi (@) +. .. (18")

Vom nota cu P, acest procedeu, care ne-a dat formulele (16), (16") precum si

(18), (18").
6. La sistemul de ecuatii diferentiale (1) si atasim formula de cvadraturs

@+h h 2h
g @@NS*E[¢@)+3@FFFE”+JﬂM, (19)
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unde R (h) = U cind o (s) este un polinom oarecare de gradul al doilea, iar
R (h) ([ezvollat in serie dupd pulerile lui &, incepe cu un termen in h. Inlocuind
pe @ (s) cu 11 (s) si tinind seama de sistemul de ecuatii diferentiale, vom avea

. 2h 2h
i+ h) =y (2) + 7 {/(:L‘, oot Un) 371 [.7: + 7 yl( T~ ?) s

)
,mmﬁ+ﬂn+&m.

Procedeul P, ne da primii trei termeni din dezvoltarea lui q,(L + ph),
dupa puterile lui p, h. Atunci, aplicind aceeasi melodd ca mai sus, si notim
Tf(l) (0,h) + m;(M (A, h)
2

L

a; (hy X)) — A (20)

si s calculam
mB @, h) = hfi[e + Kby O R, g+ a, R (21)

TFunciia de h

2
m{» (0,h) + 3 m(® (l h)
3 (22)
M(J)(h) = y; (2) + - 3 )
dezvoltatd dupi puterile lui h
= (s 2 ;
MO () = 4 () + % v7 () + -w()——y()F . @)

di primii palru termeni ai dezvoltérii lui y; (x + h) dupd puterile lui h.
Sa observim din formulele (20) si (17) ed

al' (?\, {.Lh) e ﬂf ()\ s h) 3

de unde rezultd ca
m® (n, ph) = pm R (K, ). (23)

Deducem atunei ci

2
mﬁ?J (0,h) + 3m§2) (é_‘_" - h)

: : (24)
) M (uh) = y; (2) + p 1
si este evidenl cd avem
he ., e ., H)S '
mmm:mw4%%m%%%m+%%%@nan @1)

Procedeul de a se ajunge la formulele (22), (22') si (24), (24’) va fi notat

cu Py,
7. La sistemul de ecuatii diferentiale (1) si atasdm formula de cuadralurd

gmtp (s) ds _E[ (2) + 1@( IE) f,r;(r+h)]—|— Ry, (25

&£
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unde R (h) = 0, cind ¢ (s) este un polinom oarecare de gradul al treilea, iar
R(h) dezvoltat in serie dupéd pulerile lui h, incepe cu un termen in A% Daca
inlocuim pe ¢ (s) cu y' (s) si tinem seama de sistemul de ecuatii diferentiale
(1), vom avea

h h fi
yi(x + h) = y; (r) + E{ (2 Yoeo s ) +4 fi (-1' H ;J- i (il' -+ *21-} R

=

2

&

p..,yn(a-+—-ﬂ)J 4 n[a-+h.y1(x 4h%o-u!thUL’U}} R ().

Procedeul P; ne dd primii patru termeni din dezvoltarea Iui g: (v - I) dupi
il ; LA I
puterile Tui p h. Procedind ca mai sus si punem

2
() (0, h) + 3 m2|== }
m{ 0, h) + m¢ (3 1] (26)
A e

bi(A, ) =2
si sa calculam
m;_i%l B =hfi[z+xh g+ b A\ B, yp + b (& D] 27)
Funeclia de h

" il
3 L4 e 3 (1. b
m(® (0, h) + 4 m J(2 ; h) + m{® (1, h) (28)

MU (h) = y; (v) + G )

dezvollata dupa puterile lui h
MY (h) = u; (v) + & g (x) %h—z 7. (x) - e () 4 it ) (g 28
M = T3\ ']IJ-"' 21.];-).3!!1,- ) ﬂy}' () + ..., (28)
da primii cinei termeni ai dezvollirii lui y; (x + h), dupi puterile lui h.
Si obervam din formulele (26) si (23) ci
by O, wh) = by (g, ),
atunci formula (27) arald ca
3 - 3 20
m®(x, ph) =p m@® (A y, h). (29)
Din formula (28) rezultd ca

mg.a) (0, h) + 4 m§3»‘ (—;l - h) i mﬁ‘” (w, )

L (30)
‘]‘[j )(V' h) = Yj (%) + i* 6
si vom avea
e n . ph , (s  (wh)® L,
MP @ =gy @+ Eyi@ By @+ By )+
] g 4 a0
+%)~y§”(fv)+ (307)

Vam nota cu Py procedeul care da formulele (28), (28') si (30), (30').
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8. Penlru a ajunge la formule de tipuri (28), (28") putem folosi chiar for-
mulele lui Runge (3), (3'), (3""). Pardasind pentru un moment notatiile precedente,
sd notam

p] (h) i h/,l (:I', Yisevoos UYn );

I Ap(F n(f)
q; (A h)hf,[l—l—;\—l, g - P;(l) ijf)(l) ;

ri(h h) =hf; [+ Ay gy FAp (). Yn AP (W),
s ) =hf;[z 4+ M,y 1 O B U A0 )]
Atunei, conform procedeului lui Runge, functia de h

, Pi (1 (M) + 4g; (WD) + 55 (O h)
6

t; (A h) = y; (@) +

dezyoltatd dupd puterile lui h, da

5oty =y @+ S o)+ Oy + B @+

._4

Punind atunci
(N +4 ¢ (00 +5; (00 h)

o (ko ) = A ELE :
0

sia caleuldm
Wi (A h) = hfp[z 4+ My gy +og QW R) ..oy Yn -+ an (B, B)]

si aplicind teorema de la punctul 3, funclia de h

re

MUI)—J,(?H—U() y()+~J(r)+7J"”(-’BH—
dezvoltatd, dupd puterile lui f, ne va da
R e h {(z) - hE @) +h_3 ) + h? 1By )
0 S T MBS R b (0 [ D T

adicd primii cinei termeni din dezvoltarea lui gy, (x + h) dupa puterile lui /.
9. Revenind la metoda generald, la sistemul de ecuatii diferentiale (1),
s atasam formula de evadraturi

x+h

o (s) {15:—{19(1)%(16[|f{))9(1+ -

= (31)
+(m—VQ@(x+ if“h)yiRmx

13,

unde R (h) = 0, cind ¢ (x) este un polinom oarecare de gradul patru, iar R(h)
dezvoltatd dupa puterile lui h, incepe cu un termen in A% Inlocuind pe ¢ (s)



olr]

[

O GENERALIZARE A UNEl PROPRIETATI

cu Yy (s) si finind seama de sistemul de ecuatii diferentiale (1), vom avea

I .
.Uf' (1' 'rF' h) — U; (L) + i = 4 .'r,u' (913 His HYosoo vy .i/n) = (“)I + 1/6)

e I 6— i L /—_ =
Eud (.T? £ If()- h). y,,(;v —{—b LB h)J ==
10 10

/,-[ Eoe—— i

10

- VG
+(16—)6) f,.[;r; 9 tou h, y,

Procedeul P, ne da primii cinci termeni de dezvoltare a lui y; (¢ + p h) dupa

6+ 16 6416,
T - T | i o h |+ R (h).
( a0 ) "( 10 J 1)

puterile Tui wh. Procedind ca la punctui 7 si notam

o [ A
1111(3) (0, h) + 4 m}f’) (E , lr) + m}(ﬁ) (A h) (39)

G =R — -
(33)

5154 caleulam

mf(.f') (Ah) =Rz + My + o(WR), .. ga - o6 W]

Functia de h
e 6—)6 . = w66
A0, ) +-(16 -+ 6)m | — 2 | (16— By mB 2L p)
{000,R)+16-+YB)m{| — =k ) - (16— 6) m 0" 0

Il-lg_m (M) =y(x)+ o
dezvoltatd dupa puterile Iui h, se scrie
W i 11
MO (h) = y; (v) + il (%) + o1 Vi (x) FB._l y;" (z) +
4 iz Y@ (2) + L y )i oy Ft
A S Bl

adicd primii sase termeni ai dezvoltirii lui y (x- h) dupid puterile lui h.
Observam cd din formulele (32), (29) rezulti
Cj' ()\, H}l) = C? ()\{J., h),

iar din formula (33) deducem ca
m® (A, ph) = pmi® (g, h). (35)

Atunci, formula (34) ne arati ca
= 6—]/6
4m® (0, h) + (16 + Vb‘)m}("*) ( % s h)
M® (uh) = y;(z) + p = i
— 64+)6
16 — )6y m | —L =, &
16— 8 mpo (2T . 1) o

is 36
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si aceastd functie, dezvoltatd dupd puterile lui h, se scrie

h , ne ]

MO (u, B) = y; () + [:_l v, (@) + (5’“_‘]) ¥/ (@) -+ (yt r) g () +
4

+ By @) 4 (p‘ ) g @)+ .. (367)

4] 7
Notdm cu Py procedeul care a dal formulele (34), (34") si (36), (36).

Am ardtat mai sus procedeele P;,. .., 5, ce permit si se construiasci [unc-
tille MO (R),..., M® (h), care dezvoltate dupd puterile lui k, dauw primii
2,...,06 termeni din dezvollarea lui y, (¥ + h) dupa puterile lui A.

2 » o\ l

Este important de semnalat procedeul Py, pentru cé el permite sd se treaca
peste dezvoltarea pe care o oferd procedeul lui Kutta. Si evident, din aproape
in aproape, se pot continua procedeele precedente oricit de departe voim.

10. Procedeul Pjfoloseste formula de cvadraturd (31) cu un numir minim
de noduri, insd are dezavantajul ¢ nodurile si coeficientii sint numere irationale.
Se poate aplica si altd formuld de cvadraturd, de exemplu, urmétoarea formula

z+h
R o (s) ds = "79% 251 ¢ (x) + 646 ¢ (v + h) — 264 ¢ (x + 2h) +

)

a L

+ 106 @ (x + 3h) — 19 ¢ (v + 4h)} + R, (h),

care utilizeazd noduri exterioare la dreapla in progresie aritmetici cu ralia
lui h [4]. In aceastd formulid R(h) =0, cind ¢ (s) este un puhnum oarecare
de gradul palru si R(h) dezvoltat in serie dupid puterile lui h, incepe cu un

termen in 18,

Pentru a scurta calculele este util si se foloseascd formula precedentd,
combinatd cu procedeul lui Kutta.

Parasind notatiile generale precedente, s notidm ca la punctul 8

Py (h) = hi): (x, ¥, Ypse + o s Yn)s

_Ah A py () . A pp(h)
f!i(lsh)—hfi[ﬂ"}‘—i"%‘l‘ ; ’---slni';Jv
1"]' ()\., h) = h/’ [E -+ A—h, Uy S lql()\"h')'; e Un + 7‘qn(ll h) !»
2 2 2
si(A ) = hf; [z + M, gy A+ W (W R) . = A Pr (A D)

Conform ]nocedeu]m lui Kutta, functia de h

lj (7& h) = U: (L) 4 )\p] (h) + 2 qi (7\! h) 1 2 I‘! ()\, h) i S (?\s h)
: ] T 7 ¥ 1
6

dezvoltald dupd puterile lui h, se scrie

| AL, Ah)2
501 =y @) + 2 @ +‘;3 gy (it

Aplicind teorema de la punctul 3, si punem
[3’. ()\’ h) =% B]‘ (7\) -+ 2 Qj; (;\, h) + 2 I'J' (?\, ]l) J,— S’- (7\, I'l)
6

(3 h)?
31

()\ h)

¥y (x) + - y@ (x) -+
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si si caleulam
Wi B) == hfy[x -+ My gy - By B,y Yn 4 B O D).
Functia de h
2 546 — 264 pA2.0) 106 w; (3, 1) —19u. (-
M;(3) = y; () + o1 p/(0, 1) +646 y,(1,h) b;pg( )+ 106 y; (3, h) — 19, (1,h)

dezvoltatd dupa puterile Iui h, ne va da
5

: H fif s I h* h
MM =y,(@D4+ — g, @+ — y/'@) + — ¥y, (@) + — g® (2) +2Z y® (2)+ ...
i) =1, (2)4 “y,(szzly_,(r)+3!y,,(t) b 0@ e i ()

adicd primii gase termeni din dezvoltarea lui Y (- 1) dupd puterile lui h.
11. Incheiem acest paragraf dind schemele de calcul asa cum rezultd din
consideratiile precedente, méarginindu-ne la procedeele Pise - s Pg. Sislemul de
ceuatii diferentiale este
e R e
1° Se calculeazi
my; = B (@ .- - Und,
M}(” (M) = y; (x) + m;.
Avem
M (h) = y; (x) + hy; (2)
2° Se calculeazi
m; = hf; (x, yq,. . -5 U),
mit) W) =hf [z + Ah gy + Nt o, B+ AmgT,
m{V (0, 1) + m{" (1, h)
5 .

&

Avem
M3 () = y; (2) + & y(z) -+ 1—12 yE (@) -
/ b i 2y
3% Se calculeazi
m; = hf; (T, Yy, . 0 Yn)s
m;') ) =hf[x+Ahy+rmy,. .., g, +-2mg,l,

m? (0, h) + m{® @, h)
2

”f (7\, h) — 7\
mj.ﬂ)()\, h) =hf; [ +Xh gy + ag (WR),. .. ... U = on (3, 1],

2
mf?) (0, h) + 31115-2) [;, h )
J\!}.‘r“ (W h) = y; () + - : .

4
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E0w. _- - T Iomte iy D5
Avem
MP () = gi(a) + — 11, (o) -+ y, (@) + =5 U: (@) +.
Hese calcuieaza
;= hfi (2, yp,e - -, Un)s
mt)(?\ h) = hf;[x 4 A, gy -+ dmy, oo Y Mg
ﬂ)'(}\ h) = ?\ ,n-;l) (O’ h); m.gl) (;\" }1)1
m® (b)) = hfy [x 4+ My g + @ O B, Pn 4 (D),
mﬁzj (o, h) + 3 m(z)(?; h )
bi(2h) = A 7
m” (A, h) = hf; [x + Ah, g, + bl (x h), . ..,yn + ba(n D],
Wwfhm+—M)+ wﬂ+ mu+m#%Hm
Avem

MWM=m@H*‘Mﬂ+—hWH H,m yﬂm+

5% Se calculeaza

» — 6 —V6 _ o 355051005, . . A; =16 + 6 = 18,44948974. . .,

: 10
g J;DVG — 0,844948074. . .; A, =16 — |/ 6 — 13,55051025 . . .,

my; = Ny, Uise o o Un)s
mJI) By = Ny [ + ML, 1y - dmy, .., T+ AM,];

m{® )
EORY = (0, h) ;m (A, h)

m® (O h) = hf; [v + Mgy + ap OB, Y+ ag(WB)];

mfz} (o, ) +3 rn§3) (o, h)
4 »

m? (\, ) = hfy [ + Ay gy - BOGA), « . oy Ua + Da(h B
m;” (0, h) + tm‘?')( ) 1:]4 m;” (A, k)
{"-(7\, n’?) =) i s

by (A, ) =2

m, Y h) = Rfp (@ dlty gy + by (M B)ss o o5 Un + 0 (A, h”

. A &) ) )
M® () — g, (2) + imf* (0, h) + A, mj 3(31, h) + A, mj” (3, h)




v
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Avem

i h . . o noy, h®

M (h) =yi(x) + — () + — gy (@) —uy (x) - =y (x — O ().
i () =yi(x) + ”y,(t) . er;(t)fmy, () 41y’m+5zyf ()

6° Procedeul precedent poale fi inlocuit cu urmitorul,
Se calculeaza

Pih) = hf;(x, gy, - . Yn)s

A Apy (h Ap, (h
4, ) :h/’.[;p S Sl e y”+_P()J
2 2 2
r(\ h) = b [.r + M, 3y + ng‘ B L"g’ L J

s B) = hf; [ 4 Ay gy + Ay (W), .., g, + Ar(h, B,
wi(h k) = hfj (2 + M, gy + By (0 By vy 0 + Br(d M1,
Bi()\s h) A P}U‘l) i 2(]}()\! h) —I_Gzrf(}\, h) S S]'()\! h) ;
M; (h) = y(x) 4
i 251 py(o, h) + 646 wi(1, h)— 264 i (2,h) + 106 wi(3,h) — 19 p; (4, h)
720

Avem

: h iy B h h® s
M) = 5@+ Fu@ +Z 0 @+ = 0@ + Sl @+ i@+

§ 2. Ecualii diferenfiale de ordin superior

12. 54 considerdm ccuatlia diferentiald de ordinul n

¥ =[x, g, Y’y ., g (D
§i sd presupunem ca sint implinite toate conditiile ca si existe o integrala
y (z), corespunzind la condifii initiale in punctul x, si care se dezvoltd
impreund cu derivatele ei succesive y@ (z), unde ¢ = 0,1,. . ., n-1, in serii intregi,
dupd puterile lui 2—x, convergente in intervalul [z, x, + e]. Fie x un punct
din intervalul [, &, + p], unde valorile integralei si ale derivatelor ei succesive
sint y(x), y'(2),. .., y»=D(z). In punctul z + hal intervalului [%g, 2y + ] se
poate calcula integrala si derivatele ei succesive prin dezvoltirile in serie

n—g—1
Y@ (x + h) =y (x) + i yath (@) + ... + e y—1 (2) +
1 (n—g—1)1
_i__hu;qy(n)(m){».._‘ (2)
(n—gq)!

unde ¢ = 0,1,. .., n — 1. Coeficientii din aceastd serie se calculeazi cu ajutorul
lui y(x), y'(x),. .., y»=" (x) si al ecuatiei diferentiale (1) prin deriviiri succesive.

6—c. 502
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Prin procedeul lui Runge-Kutta [1] se pol construi functii de h, pe care
care le notim cu MY (h), care dezvoltate in serii intregi dupid puterile lui k
sa dea primii n—gq -+ 3 termeni ai seriilor (2).

In aceasté lucrare vom da un procedeu regulat pentru construirea functliilor
IV],(?” (h), care dezvoltate in serii intregi dupd puterile lui h, si aibd primii
n-—q—1 -+ p termeni identici cu primii n—gq—1 -} p termeni ai dezvolliri-
lor (2), oricare ar fi numérul p.

Formula de integrare prin pirti generalizate, arati ci:

y(‘?) (_1: + ]1) = y(‘i‘) (:1;) - _{1_. y('-]'f'l) ('L) + 5 ._P -Lﬁl—l y(n-—l) (.’tf) _I_
1 (n—g—1)!
z+h' _ e\yn—q—1
e LIOT Tl
5 (n—gq-+ 1)1

unde ¢ = 0,1,..., n—1. Aceastd formuli pune in evidenla integrala delinitd

ga-+h (x + h — s)n—o-! o (5) ds, w

A S DR

asupra cdreia vom stabili teoreme analoage celor de la punctele 2 si 3.
13. Sd consideram formula de cvadratura

a+h __ \n—g—1 r
(eI i = Saip @b+ RO, G
(n == RS Ll i=1

il
unde x -+~ Mh sint noduri date, { = 1,2,. . .,r, iar coeficientii A; se determini
astfel ca restul R(h) si fie nul cind ¢ (s) este un polinom oarecare de gradul
p > r—1. Inlocuind pe ¢ (s) cu (s—a)*, unde k= 0,1,..., p, vom obfine

x--h

r g = =1
B3 A0 = (@ PR = SPTIT .
iT1 . (n—q—1)!
Insii avem
x4-h
(BFH—8rt e g . TR T
(mn—q—1)! (k! (n—q+k)!

astfel cd sistemul de ecuatii liniare, care determina coeficientii A;, este

r hn—1
A e R ———, (6)
= (n—q-+1k!
unde k = 0,1,...,p. De asemenea avem
r _ hn=1
DA Nt £ (p + 1) (@)

=} (o =gt p 1)

In formula de cvadraturi (5), sd inlocuim ¢ (2) cu o functie care se dezvolta
in serie intreagi dupd puterile lui © — x,, convergentd in intervalul [z,, z, |-¢].
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Punctele x, * - h, @ + A; h fliind situate in intervalul [z, xy + ], s& denon-
stram ca restul R(h) se dezvolta intr-o serie intreagd dupa puterile lui h, care
incepe cu un termen in Ar—7+p+l

Intr-adeviir, formula (5) se mai serie

I (h il e lf)n—qgl h N I r - :
= = pi(m )k — 2 Ai o (v + 2 h) + R .

Jo(n—qg—1)! =
Inlocuind
) ti'.'
oz 1) = Z‘ — o (2)
i=o k!
si
oL {.' Kk
o(x -+ Nh) = M ¢ ()
=0 k!

VoI avea

o 0 (h o [)n—q—j !k hI.- r
R (h) — [S bl e ol O B R
,Z(; h (n—q—1)1k! k!,’:z;

sau

r k
Z A )\‘:‘}?_I r].;,l‘-’-‘) (x).

n—qg+h! =

R(h) = >

@® { =
k=0

Tinind seama de ecuatiile (6), R(h) se reduce la

] sy # . ke
k1pn—e - > 4 w‘r‘—c“" () -
“ iy

R (h) —= e B e
() 2‘ [(nq+1c)! ——

k=p-+1

Notind
o
B, = E ANt (k=p+1, p+2...)

i=1

si dovedim ca
By ==, (h=pit L p-k 2.0
unde by, sint coeficienti care depind numai de numerele 2, Bave ot Ae
Este suficient pentru aceasta si se scrie ecuatiile
(pe—r- 1) | hr=1

;11 M}—r-H s Az 7\P*r+‘l A £ () l;l.i—l“ﬁl ;
(n—q+p-—r+1)!

2

pl hr=¢
141 )\f + /’12 7\:}? '11' [ + ;"1’. ?\f =%
n—qg+p!
A MpFF L A WP AP = B

6*
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Eliminind pe A, ="+, ..., 4, 7;;""f+‘. deducem ca
! i | @l |
n—qg+p—r+nI
; 3 ; (p—r+2l
Ngs sols g
. B (n—q-+p—r+ 2)!
............. 0 s e R
T G L
y - y (n—q+p!
R " 0
Byt = e = "= by
1 1.
T e A
AR Ve A
In mod analog se arata ci
]gp+2 = hn—1 I'JerQ O
de unde rezulta ca .
0 l[; | hn—a+k
R () - P—————bﬁ] o (@), (8)
ﬁéilm—v+m1 i T

ceea ce dovedegle cd R(h) incepe cu un termen in hr—9+r+l deoarece conform for-
mulei (7), avem

(p+ 1)!
— b ;
(n—q-+p-+ 1! 0

14. in formula de cvadraturd (5) si inlocuim ¢ (z) = y® ()
Tinind seama de formula (3), vom avea

hn—a -1

e gn— T 9
(n_q_l)]y () 9

WWH@—ﬂM@—%W”@%m.

= 3" A; y® (x + ah) + R (D) .
=1

Sa4 presupunem ca se cunoaste dezvoltarea lui y" (x + A h) dupi puterile lui
hi I, din care punem in evidenltd primii p 4+ 1 termeni :

Ai h
|

5 14
1 y(r1+1) (1‘) o e w y(ﬂ+P) (;1) 1 o5 (N -
P

Y (3 + Wh) =y (z) +
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Formula (9) devine

] hr—a—1
ymu+m—www‘ﬁmWWﬂ+~*?fq7iW“””+

r r h
-F(%Ai]y‘”’(x)+(£§1Ash]ﬂy("+” (@) ...+

& hr I
s A; W | — gnte) (g R (h) - A; pi (h
4(; ‘hﬁ CERICES WIAT

sau, tinind seama de ecuatiile (6), vom avea

n—qg—1
yO(z + h) = yi(x) + ]_1 y(rr+l)(_1-)_|_‘ - _hL_ y{nml)(.t:) i
11 (n—qg—n!
felio hiesal hn—a—p
4+ — g (;1:) +—— yle+D (A yete) () L
(n—q)! (n—q+1)! (n-q¢ + p)!

+ R+ 37 A o ().
i=1

unde termenii R (h) - Z’ Ai i () contin puteri ale Ini h de ordin n — q -+

=1
i) e b
Din aceastd formuld rezulti urmitoarea Leoremi
Dacd se cunoaste dezpoltarea in serie intreagd dupd pulerile lui h, a lui
y® (x + N h), undei =1,2,..., r pind la termenul in he, alunci functia de h

h hr—a—1 r
Mg (=g (@) + — g+ (@) +. .. +—— yo=1 (2) + 3 A, g0 (7, )
4 )+ 1 N (n—q—1)! Z:I
dezvoltatd dupd pulerile lui h, are primii n—q -+ p -+ 1 lermeni idenlici cu
primii n — q + p + 1 lermeni din dezvoltarea lui Y@ (x + h) dupd pulerile
lui h. ;

Sd presupunem ci y (x) esle integrala ecuatiei diferentiale (1). Avem
yW (@ + N h) =f[z+ N b y(z+ N h), Y@+ nh), ..., g0 (x4 ]
§i prin urmare, din teorema precedenti se deduce urméatoarea teorems funda-
mentala.

Dacd se cunosc primii n — q + p lermeni din dezvollarea in serie Tnlreagd
dupd pulerile lui h, ale funcfitlor y©@ (x + a; h), adicd polinomul

(O hyn—a+p

¥ (@) + LG @ yon (@),

(n—q+p)!
pe care il vom nota cu y? (x) + a, (&), alunci funclia de h
n—q-=1
_ﬂ,fq (h) _ y(ﬂ) ("L) -t _[i y(fH-l) (_Q:) +... 4 ._4_.].]* y("—l) (’L) -
| (n—q—1) 1

r (10)
+ 2 A+ Ny a0, Y+ @ e 5 A apy )],
=1
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dezvollald dupd pulerile Jui h, are primii n — q + p - 1 fermeni idenlici cu
primii n —q + p + 1 lermeni din dezvoltarea dupd. pulerile lui h, a funcliet
y @ (x -+ h), adicd avem

h : hr—a—1 1 :
My () = y@ (x) + — y@D (@) +... + = L)
11 (n—g—1!
huéq : ]-n—n]«lfp
s s y{n) (I) _'_ e __17 yn"u—e—p) (]) A e
(n—q)! (n—q+p)!
& hr=tte e
unde lermenii’ care urmeazd dupd fj; yin+e) (x) nu mai coincid cu fer-
n—q+p)l

menii corespunzdtori din dezvollarea [ui y (v 4 h) dupd pulerile lui h.
Vom ariita, mai departe, cum se construiesc, din aproape in aproape,
functiile M, (h), alegind convenabil formulele de cvadraturd (5).

15. La ecratia diferentiald (1), si atasim formulele de cvadratura

re+h (o il h — s n—g—1 hn—a
\ E@t+h-—3 o (5)ds = ———— @)+ Ry () (§ =0, 1,...n —1)(11)
A5 (n—q—"0! (n—q)!

unde R, (h)=o cind ¢ (x) este un polinom de gradul zero, iar Ry (h) dezvoltat
in serie dupd puterile lui h, incepe cu un termen in A"—0*!. Si inlocuim pe ¢ (s)
cu yt (s) si sd linem seama de ecuatia diferentiald (1). Vom obline

I ket
yr.‘l) (1,' -+ h) —_ y('i) (;L‘) - _.I_- y(f(‘l'l ](T)+ il _{_ _._—-1 y(”—1) (CU) -
1! (n—q—1)!
Filet :
— @y Y )+ Ry (D).
(n—g)!
De aici rezultd cd, dacd punem
e ="l (0 s (12)

functia de h

MO@ = O + - g0 @)+

hn—a—1 I n—ip—1
Ty (n) o m, (13)
(n—g—1)! (n—q)!
dezvoltatd dupd puterile lui A, ne da primii n — ¢ + 1 termeni din dezvol-
tarea lui y@ (x 4+ h) dupd puterile lui h, adicd

I : n—a=—1
J]“) (h) — y('i') (_’[;) _i_ _1 y{’1+|) (.U) + L= + _h y?l-*l (L') _:
4 1! (n—q—1)!
= (13%)
My @) +
w—gl”
inlocuind pe h cu wh, unde peste un factor independent de h, avem
wh (phr=tA e ;
(1) — @ (x) + — g+ (x e n x) -
MO (ph) = y@ (@) + 5§ (@) + Tl (x) =
4)

n—q
.L(P'l_ m -+
(n—q)!
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si aceastd formuld ne da

n—q—1
ﬂ,j[gi] ((Lh) = y("n‘) (1) oG l&l:y('huﬂ (;p) - ,(_(M#y(ﬂ—‘l) (1) =
n—qg—1)1
: (14)

e ym(x) + . i,
(n—q) !
Vom nota cu Pi' procedeul aritat mai sus pentru a obtine formulele (13), (13"
si (14,), (14').
16. La ecuatia diferentiald (1), si atasim formele de cvadraturi
Y“w+h—mﬂ* =1 [(n—g) o (&) + ¢ (x + h)] |

o (8) ds =
(—g—1)1 ? () ds (n—q) ! n—q+1 " (15)

SRl (g =01,..., h—1),

unde R (h) =0 cind ¢ (x) este un polinom oarecare de gradul intii, iar R (h),
dezvoltat dupd puterile lui /i, incepe cu un termen in Ar—2+2
Inlocuind formula de cuadraturi

8 ) =40 () =f[5 4o, g (). .., yo—(s)]
vom avea

24-h (.’E Al Jih— S)n—v?——_l Y hin—a
Rt s - €T L pgte—1)
S T el eyl LG SR g

+flx+h y(+h,.. . 10D @+ b} + R®).

Procedeul Pq ne di pe y@ (x -+ ph) dezvoltat dupa puterile lui @ fi pina
la ordinul n-q. Atunci, conform teoremei de la punctul 14, formula de cvadratura
(15) ne va da pe y@ (x 4 h) dezvollat dupa puterile lui h pina la ordinul
n—q -+ 1.

54 punem

my(Mhb) =hflxe+ 2k g+ Ahy',.. ., y—2 4 Mhy(—=1), y—1) 1 aml. (16)

T'unctia de h

I n—g—1
M® (h) = y@ (v) + lily(q-!-i)(x) N _;_( e [ Y= () |-
n—g—1) .
17
o hn—=1=1 (n—q) m; (0,h) + my (1, h) L
(n_fI) [ n_q'—ly s
dezvoltatd dupa puterile h, se scrie
h fin—i—1
M@ (h) = y@(z) + — yetD (@) + ... + ———— y(a) +
g 131 (n—g—1)1 .
Gl ) (@) + L R +) (2) e
y n T Sy n P + Sk
(n—q)! (n—gq+1)!

adica ne da primii n — ¢ 4 2 termeni ai dezvoltirii lui y@ (z -+ h) dupa
puterile lui f.
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Se observa ca
my (A, ph) =pm (N, h), (18)

de unde rezultda ca

n—g—1
ﬂ]l?) (“’h) — qu) ( l) _|_ ([Jd ) J(’l'i‘“(-t) + Mﬁ_ u(ﬂ—l}(l') +

(n—g—1)1 °
LRy 4 T () m (O 1) + my (uR) L
(n—q) ! (n—q)! (n—q + 1)
si este evident cd avem
IU(“) (ph) = y@ () + ( )y(l’H D) + ... - ((Hh)”r;)! g0 (x) 4
n—gq—
(hy— (=t 1)
4 SEVET g () o Yyt (z) -+
(n—q) ! (n—g-1) |
Vom nota cu P, procedeul care ne-a condus la formulele (17), (17°) si (19).
(19.
17. La ecuatia diferentliald (1), s atasim formulele de cvadratura

. J 20
hr—a (n—q) ¢ () +(n—q-+2) ¢ (74 Fm‘)ﬂ)

@ +h (:L'+Il-—*.5‘)"“_q_l " T
Sh E L e 2 (i—q + 1) g
+ R (h): (Q‘:O:l»- ) H—]), (20)

unde R (h) = o cind ¢ (s) este un polinom oarecare de gradul al doilea, iar
R (h) se dezvolta in serie dupa puterile lui h, primul termen al dezvoltirii fiind
=t

Inlocuind in formula de cvadraturdi (20) pe ¢ (s) cu y™ (z) si tinind seama
de ecuatia diferentiald (1), vom avea

S”*h($+h-s)”“"1 7 () 8 = e D (5, - )
o (A amg =1 )l (n—g) ! 2(n—q + 1)
{‘” 21;2’y[”%—a““’y("'”(”*iﬁ”
n—q n—q n—q
] + R (h).
+(n—q+2)f 1) R (h)

Procedeul P; ne di pe y (x 4+ ph) dezvoltal dupd puterile lui p h pini la
ordinul n-¢ 4 1. Atunci, aplicind formula de cvadraturd (20), vom obline con-
form teoremei de la punctul 14 dezvoltarea lui y@ (x + h) dupi puterile lui
h, pina la ordinul n-g-4-2.
Formulele (19), in care ¢ = 0,1,..., n — 1 ne dau primii trei termeni din
dezvoltarea lui y (z + ph), y' (x + ph),..., y@=" (z + wh) dupa puterile lui h.
Vom calcula

(711)

ay ()\ h) = s J J{n'H'l)( ) ot Ur-} 2) ('U), (21)
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pentru k = 0,1,..., n-3, apoi
A 2my (0,h) 4+ my (A, h)

A
(in—2 (7\' h) = ]_: y(nk” (-1") + A

2l 3
1 : A
ap—1 (A, h) = e my (0, h) +my ()
2

si. In sfirsit,
my (A, R)y=hf [x 4+ Ah, g (¥) 4 a, (Wh), y' (v) + ag (A h),. .., (22)
Y (@) + an (M) T
Functia de h
3 h : hn—-q‘l o ‘
MR (h) = g (2) +— g (@) + ... + ———— N (2) +
3 1! (=5 =1y 23)

=1 (n — q) m, (0, h) + (n — ¢ I e
(=m0 1) (g 4 Dy ]

- 2(n—q+1)
dezvoltatd dupd puterile lui h, se scrie

n—q—2

MO (hy = y2(x) + i yath (x) + ... + —i——y(”-—” (x) +

iy 15 (n—g—1)! 23"
hr—t h"‘qul hn—q+1 ; :
= M (x)+ y(n‘+l)($) L = y{n+2) (@®+...,
(n—g)! (n—q+1) (n—g+2)|

care ne di primii n—gq + 3 termeni din dezvoltarea Ini g9 (x + h) dupa pulerile
Iui h.
Se observa ca
my, (A, wh) = pm, (Aw, h), (24)
de unde rezulld cé

n—gqg—1
ﬂ@mm:www$%WWﬂ+uﬁugi——WH%ﬂ«

(n—g—1)!
2 20)
(b (n —qymy (0, h) + (n—q+2)m, (n——ﬁ' h) (
Y 2 (i—q 1)

si aceasta, dezvoltatda dupad puterile lui p &, devine
n—q—I1
M@ (ph) = y@ (x) + ihy"f*” ) S +L g1 (2) +-
1 (n—g—1)! 25')
n—q n—i+1 n—q+2
(p.h) y(") (.'L) (8 (”h) y(,(+1) (.T) + (I—Lh) y(11+2)(:c)+ My
(n—q! (n—g-+1)! (n—q+2)!
Vom nota cu Pj procedeul care ne-a condus la formulele (23), (23%) si (25),
(25).
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18. La ecuatia diferentiala (1) si al‘asﬁm‘ formulele de cvadratura
&4k
. " — e\n—q—1 n—a . . 2 =
(x + h — ) (D) ds — h (n—q)(n —q+ 1)*¢ () L
. (n—q—1)! (n—aq! 2(n —q + 1) (26)
21
(m—qpnn—q-+3)2%¢ (.L‘ F : 3] + 4o (x+ h)
-+ Lawl i — + R (h)
2(n—q+2)

unde R (h) = o cind ¢ (s) este un polinom oarecare de gradul al treilea, iar R(h)
se dezvoltd in serie dupd puterile lui h, primul termen al dezvoltdrii fiind in
hn—q{-fi_

Inlocuind pe o (s) cu y™ (s) si tinind seama de ecuatia diferentiali (1),
vom avea

*xth (’L "i’ = S)n—q—] hr—1t 1
\ PeR(s) s — =
% n—q—1)1 n—@!2n—q-+102%n-—q-+2)

ln—q) (=g =102 f @y =) L (n—q) (0 — g + 3)2]

|
9 2
rin: 1 gl y y(.n + *—Lv), il yf“—')(.r + — ol ]J +
n—q+3 n—q-+3 | n—q-+3

+4 f Irrr—f—h, y(x-+th,..., y‘"‘”(:v—t—h)]}+R(h).

Procedeul Pd ne da pe y (v + ph) dezvoltat dupa puterile Iui w h pina la
ordinul n-g + 2. Atunci, dphcmd metoda generald, formula (26) ne va permite
sa obtinem dezvoltarea lui y@ (2 - h) pind la ordinul n—q -+ 3.

Tinind seama de formulele (25), s punem

J\h (J\h)

b (A, ) = e gl () + (Ah)

B f o ) () (27)

pentru &k =0,1,..., n—4, apoi

3myg (0,h) +51n2( 2_)‘ ,
)2 5

R ) t -
bys (M) = — yo=2 (x)+ —— y— () 4 & 27
3( o (2)+ . (2 5 5 (
2y, (0,01) 4 lmz(%- h)
A (All)
.u 2 }‘I =— g1 f =
LB 117 i 21 6

2n
m, (0,1)+ 3 m, (T R h)

Dy (A1) =20 —
1) =Xy 4
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Dupd formulele (25") avemn

3
gk (x) -+ by (Ah) = y® (2) —f——i\i: g+l (o) (M)

Ah)? 9 e
| (7} ylk+2) (.‘E) | yum-M (©)+...
2 3!

pentru E=10,1,.. .; n-1,
Se calcnleaza

mg (Mh) — 0 f [x -+ b, g (2) + by (AD), y' (2) + b (M

(28)
.Un_l (f) ’E’ bnﬁl (7\9 h)l
si aplicind teorema de la punctul 14, se formeaza functia de h
; b i n—q—1 '
MP W = g + L gt @y .., 4B g™V (a) +
1! (n—g—1)! (29)

2
neqg—t (M=) (n—q+1)2my(0,h) +(n—q) (n—q+3)2my| ————, h +4mg(L,h)
i n—q-+3

: (n — q)j S : 2(n—q¢ - 1) (n—gq+42)

s1 vom avea

: I (n—q—1) S
ﬂt[,(f‘)(h) = pY(z) + %y‘””(w) + .o+ h : ly( Y (x)
(n—gq—1) (29')
—;;ﬂ‘ y™ (x -—_hn:;r(”“) x) 4 ﬂy“’*ﬁ ()
(n—q! (n —q1)! (n—gq+2)
hn.-vq-j-.'}

+ —-——y(nfﬂ) (’L) o
(n —q+31
adica ea da primii n — ¢ + 4 termeni din dezvoltarea lui y@ (x+h) dupa puterile
lui k.
Diu formulele (28), (27) si (24) se observa cd my (n, wh) = pm® (A , h). (30)
Inlocuind in ;‘!I,(]“ (h) pe h cu p h vom obline

MP (uh) = g @) + B2y @) 4y @ g
1! n—qg—1)I 31)
q

&

n—q1 M—@)(N—q +1)2my (0,h) +(n—q) (n —q—}—3)2m3(‘-—i—,§, h) +dmg(ph)

e (ph) =
- Gi—q)l 2(n —q+ 120 —q+2
s evident, dezvoltind in serie dupa puterile lui ph, avem
4 h n—q—I1 o
MP ) = g9 (@) + S g @y . BT e
11 (n—g—1)!
n—0 . (n—aq 1) ] n—g+2 g T
+ )y gy 4 T it o I e o (a1
(n—q)! (R—g 1)) (n—q+2)

B L
(n—q 31

g
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Vom nota cu P; procedeul ardtat mai sus, pentru a se ajunge la formulele (29),
(29 si (31), (31')
19, La ecualia diferentiald (1) atasim lformula de cvadratura

zth oy an—g—1 n—q
g el o () ds = [4,0(2) + A (@ +
+ mh) + Ase (2 + Nh)] + R (h),
unde
v 3n—g+3) —V3(n—g+ D —q+3)
- (n—qg+3)(n—-q+4) (33)
% _3n—q+3)+)V3n—q+1)n—q+3)
(n—gq+3) (n—q+4),
2
T n—gq
3(n—q-+ 2
A, — 2(0—g+D¥n—q+3)—[(1—0)*+2 (1—) ~21/T n—g T DN(n—q+3)
G(n—qg+4+1)2(n —q-+2) (34)

Ap— 20—+ 1 (n—g+3)+[(n—¢* + 2(n—q) —21)/3(n—¢+1) (n—q +3)
6(n—qg+1)2@ —q+ 2)

In formula (32) R(h) = o cind ¢ (s) este un polinom oarecare de gradulal
patrulca, iar R (h), dezvoltat dupd puteule lui h, incepe cu un termen in hr—9+5

Inlocuind pe ¢ (s) cu y" (s) si finind seama de ecuatia diferentiald (1)
Vol avea

r+h
(4 h—s" $) ds —whn'q Af (x, uy, y’ gt

r €Ly, Iy 3 «on 'y _}_
TRl P () ds = sy {Af (& 0y g

-+ Asf [z + Ml ylm =+ Wh),. . & 7 Vi - Ah)] -

Af [= + Mh gz 4 R, .., g™ V(@ + B)] ) +R ().

Procedeul P’y ne did pe y@ (x-+p h) dezvoltat dupd puterile lui h pini la ordinul
n — ¢ + 3 prin formula (31). Atunci conform teoremei de la punctul 14 cu aju-
torul formulei de cvadraturd (32), vom obtine dezvoltarea lui y (x-+h) dupi
puterile lui h, pind la ordinul n — ¢ + 4.

S4 punem
(?\ h)

(A

Ci (0 by = y”‘“ D (z) + (2];) YRR () o y”‘”’(t) 3 !) yU+i(x) (35)
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pentry k' =0,1, s m—5, i

, 7" (A w2 by
Coei (N 1) = =3 () + (n—2) S =1y -
SRt i1 v (@ 9| y (x) - 3] v (2)
: >
25 my (0, h) + 49 my (Q h ) -+ mg (A, h) @51
L :

41 T3 X :
h — ()\h)
(e O\ ) = ﬁ!(n 2) (1 |
i( ) T 1] ( )

=)

12 my (0,h) + 27 mﬁ{i"g‘ , h) - my (AR
D

L (A h)? i ,
3! 40
- 2%
9 my (0, h) + 25 my ( , | +2mg (2, )
PR PO, & Ah) 5
Gl W) = = g=ig) - AT e :
11 21 45
l my (0, h) + 4 ma(%, A) 4+ my (A, h)
Coa 0\ ) =% — , :
1 (A h) o 5
Dupé formulele (31'), vomn avea
y®(x) + C, (0, h) = g™ () + ;‘lyﬂ'* D () + (53 Fe )
(F" hy? g+ (g) + () yus (2) ... (35")
31 4

pentru &k =0, 1,. .. nn— 1.
Se calculeaza

my (M h) =hflx+ A, y(x) + C (AR, y (2) 4+ COLR),. .., o= (2) +

G =1 (A%, B (36)
Conform teoremei de la punctul 14, se formeazi functia de I

h ‘ hr—a—1 .
MO (h) = y@ (z) + = gath (x) 4+ ... + g () +

(fi%% [Ag my(0, h) + A;my (A, h) + Ay my (2, 1] (27}
si vom avea
MP () =y (1) + = o) @) +. (,Tiﬁ yo= () +
e (—_i"f;l)lyf"w @) + = g )+ 67)
Jin—a+8 hr—i+h

_..J(JH 3) l)

S e (n+ 4)[,{,__.
T+ m—g+H1°
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Din formulele (36), (3@'), (30) rezulti ci

my (A @ h) =pmg(p, h (38)
astlel cd inlocuind in formula (37) pe i cu ph, vom obline
; h _ (uhyr—a—1
Mi(uhy = y® (1) + = yarv @y 4 . T paengg o
A 1! (H——q—l)!J :

(P' h)nfrffl 7 ‘ ) -
+ W [ Agmy(0, by + A, my (2, 1) - A, my (kg N)] (29)

si evidenl vom avea

n—q—1
51155) (e h) =y (x) +- ‘li]:ym-! iy k= vn f ﬁm_l

(n—q— 1)1

(. fyr—0+2

Yo (@) +

n—q hyn—a+ 1 :
LM_.{].)_ U(r!) (1) ,_I_ _EL, ylni— 1y (1) L y(u-l—;‘) (.!f) ik

(n —q)! (n —gq-+1)! (=g -2
q 7+ 2)
n—q-+3 n—q-+4 20’
ARl Yot () 4 LB Ryray gt s (1) .. (897
(n—q+ 3)! (n—qg+ 4!

Vom nota cu Py procedeul care ne-a dal formulele (37), (37) si (39), (39")

20. Procedeul P; dat la punctul precedent desi intrebuinteaza formula de
evadraturd (32), cu un numir minim de noduri, are dezavanlajul de a intre-
buinta in general, noduri irationale si coelicientii A, A, irationali. Pulem reme-
dia acest dezavantaj, luind o altd formuld de cvadraturd. in care R (h) =0
cind o (x) este un polinom oarecare de gradul patru. S atasim, de exemplu,
la eeunatia diferentiald (1), formula de cvadraturd cu noduri exterioare

wHh (b — g0l W=t
— o (s)ds =——[A, o(a) L Ao (x 1 i
e O b = e 0 @)+ A (a4

+ Ayo(x +2h) + Ay o(x + 3h) + Ay o (x + 4 1)] + R (h), (40)

unde

C(n—g@[12(n — g)® + 95(n — q)% + 230 (n — q) + 168]

4 =7 it =g A — e OB B (gt )

P 12(n —g® - 82(n —q) +F157(n —q) + 72, (1)
3dn—qg+ D(n—q+2)(n—g+3)(n—q+4)

My (n—q)[6(n —q)% 4+ 35(n — q) + 47]

C2n—qHt D(n—q+ ) —g -+ —q+4)

£ (n —q)[4(n— g%+ 22 (n — q) + 27] )

¥ 3(!1—([—|—1)(n—q+2)(n-fq—l—S)(H—q+4)’
(" — ) [3(n — @) + 16 (n — g) + 19]

120 —q+ Dn—q+2)(n —q+3)n—q+4)

In formula (40) avem R (h) = 0 cind © (s) este un polinom oarecare de gradul
patru iar R (h), dezvoltat in serie dupd puterile lui h, incepe cu un lermen in
hn—1+6

Ay = —
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Folosindu-ne de metoda de la punctul precedent si de formulele (35), (35%),
(35"), (36) vom forma funclia de h
hr—1—1

h
MP®) =y () + —gat) () f ...+ ——  ph=b(g) L
17 (BY= 3R SR gt Ui () e (%) (42)
n—q—1
-+ (j—lm—)—][z'lu my (0, h) + Ay my (1, h) + Ay my (2, h) -+ Agmy (3, h) +
L —=q
+ Ay my (4, h)]

si vom avea

hn—g—1
A_’]fgﬁ) (h) = y@(x) + A yord(a) 4+ ... + J—ljz ye—=1 () +
i1} (n—g—1).l
+ n—q ()( ) " Ji—a+1 (a+l)( ) 5 hr—a+2 ¢ 42'( ) .
‘_—y" T) - ——4—-——r-_—y' T — gt ()
(n—q)! n—qg41)! (ll—q—}-2)!J
427%)
n—n+3 n—q-+4 (
o hn—1 gt () - hn—t gt () + ..
(n—gq+3)! (n—q-4)!

Observim cd procedeele P; si Pj sint importante pentru cii prin ele se trece
peste dezvoltarea datd de procedeul lui Runge—Kutta. Aceste procedee pot fi
aplicate din aproape in aproape oricit de departe voim.

21. Vom incheia acest paragral dind schema de calcul pe un caz precis, asa
cum ele rezultd din metoda de caleul expusd, de exemplu pentru ecnatia dife-
rentiala

=19y, y")
de ordinul n = 3.
1% Se calculeazi

I :lll(ﬂ:, I, lJ's y”)

9 3
ﬂ/[((Jl) (h) — g (¥) + %_ y' (;[;) _f_‘_?‘h_[ yu (z) + ;_l m,

Vi 2
MO (1) = V@ gt @+
(1) v 1
Mz’ (h) = y'(x)y + o m.

Avem
MO W) =y @+ @+ g @+
f v SR 31

: ’ h " 112 rr
M () = y' (x) + Y (x) toT v @,

=

jex
MEY (h) = @+ @
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2°, Se calculeazi
m = h(z, y, y's y"),
my (A, h) = hf [z +Ah, y + 20y, ¥y + N hy”, y” + Am],
h? 3 my (0, h) + my (1, )

M (h) = y (z) + ~z; (z) -~—]u ‘(@)

31 4
9 : [ h 2 (m, (0, h) +m (1, h
J"\f,()(h):- P+ —y' (@) + — (my (0, h) 1 )’
11 2 3
MP (h) = 7 () 1m0, )+ my (1, R
11 2
Avem

M (h) = y (2) -I-—J (%) + J” (®) + —J”'(L) + Bt U“’(b) 4 @i

; h
M2 () — smm+—wm+waH¢wmm+nw
1 21 31
2
M () — wm+%wwH§Hmm+m

3°. Se calculeaza
m=hf( g ¥y, y"),
my(A, h) =h/f(x + rh, y+ Ahy',y" 4+ rhy”, y”" + am),
] (7\1)

“o(h)#l—- y (@) +—— 3" (2),
N1 y” M2 my (0, h) + my (A, h)
l == G ?L e L]
a; (A) oy (2) 4 o1 3
iy omy (0, h) + my (A, h)
a (A) = A 11 5 ’

my (A, h) = hf [x + A, g (2) + ¢ (N, ¥ (2) + & V), §" (%) + &, (V)]

3 m, (0, h) +5 m2(§-,h)

2
“W@fwuL—yu+ JW)*% 8 |
2
2m, (0, ) + 4 m, (—;, h)
MP (n) = Y@+ MU4T : ;

m, (0, h) + 3 m, (%, h)

. 1
My (h) = Y ()l =
M7 ( e T
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Avem
ho R o B
M?@hﬂw+ﬁy®%+1yco+—ﬁ u»‘iw%m+§wmmw~n
7(3) . i h? ht
M3 (h) = y' (x) F y (v )+ J (%) + 5 y () + y“’(t) + s
7(3) i g h? 13
j'l’.[‘_’. (h) = ‘I] (.L) + 0 (1) —‘— T J(é)(l) J_3 l](")(l) —+ e
4°. Se calculeazi

m=hf( y y, y"),
my (2, h) = h/[r + M,y 4+ Ay, ¥+ My, gt - am|,

A
o O by =2y @) 4 O ey
1 91
a (b =y 4 AM’ 2 my (0, h) +my (0, h)
I 21 3
@y [, Ty = N 1Lr m, (0, h) i— my (0 h)

my (A, ) =h [ [x+ 2, y@)+ay(hR), y' (2) +a (A D), y" (2) + ay (3, h)]
my (0, h) 4-j bm, (??: - h)

mw

Ah (7\1) |
b\ h) = —y' () +—L= y” 4 A —= ‘ )
o ( I y'(a 21 (%) 3| 3
2
2m, (0, hy +4m, (T‘h)
by O\ By = By g 2 ; _ 3
. 2\
i my (0, k) + 3 m, (.. .h)
, D
b ,l’ = )\ — E
S 1! 4

mg (A, h). = I f [x 4 My, g (@) + by (0 B), y' (2) + by (WD), y” (2) + by (0, h)],

12 my(0, h) - 27 m{i, h)+m3(] h),
4) h 4 . fitl . 12 3
M (1) = @) + 50 @+ =y (@) + —~

31 40

o
9 my(0,h) + 25 m, (é, h) +2my (1,h)

h h
MP (h) = FlE), = =g () —
1 (h) y' (x) “J() e 5
mg (0, h)+4m3(—;_,i1)+ms (1, I)
MP ) = )l = -
2 () y" (x) 1 -
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Avem

) (h) = y (2) 4 i y' (x) + i “ulael L (x) + i @ (2
M =4 )R e gy d R hEnlT ) ey ) +

hs ht
+ — PO () + — y®(x) + ...
51 61
4 ) h " 'r 'H 4 h4 b
MY = 48 o 1R s ) o J(‘)h) o P+
5
+ _’LI YO (z) + ...

h
MG =g @t = + = l;(")(v) + 0‘5)(1) + —J“"’(tH

5% Se calculeaza
m=nhf@yy, y",
my (A h) =hf[x 4+ My, g+ Ay, y' + dhy”, y" + am],

Ah Al
o (b W) = ¥ ()+( ) y' (@),
L ) FA = 7""2”11(0 W A my O B)
11 21 3
o (g 1) — IL‘ my (0, ) Z my (A, )

my (A h)=hf[x + A, y(2) + a5 (A h), y, (2) + ay (A, B), g7 (2) + ay (A, B)],
9
3 my (0, h) -+ 5m2(—§)\,h)

A h (Al)2 (\h)?
by (0, h) = — ' (¢ +——[" A
o ( % ) () T y'(x) + T 2
o " 2n12(0,h):4mg(?,h)
i 1
b, (A B = e L Y
1 0. 1 @ k= :
| my, (0, h) + 3 m2(27;\, h]
b, (A, h) = e - :
11 4

my (A h) =hf[x 4+ Ah y(x)+ by (M), y' (2) = b, (Ah), y” (x) + by (AD)],

12 my (0, h)+ 27 ma(il—, h 4 mg (2,0
Ah 3

co O ) = 22 U+“’g()+ﬂ”

3l 40
s h] -+ 2my (A, h)

9 mg (0, h) 25 my s

Ah 1
(A h) = — ' (x) + A—
(e ) 11 W 21 4 '

—
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, ©, B + 4 m3( _f)‘_,h) + my (A, h)

CZ ()u, h) = A '1——!— 6 s

my (A ) = hf [& + N, g (@) + ¢ O 1), g’ (@) + e (0 h), g7 (2) + ¢y (4 B,

I "o,
MO (h) =y (2) +1—1! y' () + ‘ﬁ y" () +
h® 1017 my (0, h) + 1070 my— (1, h) — 618 my (2, h) +-258 m, (3,h) —47 m, (4, h) .

31 - 1680
MP () = y' () + J"('L) +

h 367 m, (0, h) - 540 my (I,h)— 282 my (2,h) + 116 m, (3,h) — 21 m, (4, h) .
21 720

MP(h)=y" (2)+

1 251 my (0,h)+646 my (1,h) — 264 m, (2,h) + 106 my (3,h) — 19 my (4,h),
1! 720)
Avem

, I HRH i h*
MP@ =p@+ o§ @ + =@ + 2y @)+ S0 +

-4

_}_%J(m (@) + 1 ![,(a) (x) + —-q(-’)(l) + .

M@ W) = §' @)+ y" @)+ oy @)+ f? ¥ @+ O (@) +
+ % yo (@) + '—] y @ +
MP () = g7 () + 197 @) + 500 @) + 200 @)+ O @

LTy ]
+5]U (@ + ...

OBOBHEHUE OJTHOTO CBOWCTBA, OTHOCAUIETOCA K METOJLY
PYHTE 1 KVTTA, YACIEHHOIO MHTETPUPOBAHUA
OTUOOEPEHIUAJILHLIX YPABHEHUIA

(HPATROE COIOEPHAHUE)

B macroampeii padore pacopoctpanferca ma cmereMul gudepenqnanbEex
ypaenenuit (1,1) u ma puddepenmuanbabie ypaBHEHUA BHICIIEr0 MTOPALKA
(2,1) cmocob wmejieHnHOr0 MHTETPUPOBAHNA, UpPUBeJEHHEHT B samerke [1].
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Pacemarpusaeres wsapparypuas gopmyna  (1.5), B koropoii a - X h
npepcrasiaer codoit gannwe yausl (i =1, 2,..., r) o koadPuimentir .\, ompe-
Jleslensl raw, uroObl  ocraTor K OwLI PABEH HYNI0, HOT/IA @ (8) ABAAETCH
HOMHOMOM p 2> — | cremenu. Torga wosydaercst ocHOBHAS Teopema.

Ecnu nssecrunt nepsuie p + 1 wiennr paznomenns Gpyusiuii yg (x -+ Ag D)
B CTCHECHHBIH pAR 1o h, 10 B QyEruuu (1,9), pasmomennoii B cremeHmbii
PAf 10 h, mepBrle p + 2 udena TOMAECTBEHNLL HEPBHIM p | 2 wieHam pas-
Jgomenus Qyurigun y; (¥ -+ h) wo cremenam h.

W3 aroit reopemsr BEITeKAET BAKOHOMEPHBL CITOCO0 YHCJACITHOTO HHTErpH-
posamma auddepeninansaeix cucrem (1,1) myrem noc/ieoBaTeBHOTO BBe/e-
g gmavenuss p =0, 1, 2,. ..

Jlat ypaBHenuwii BEICITETO HOPAjKA UMEETCS AHANOTUYHAA TEOpeMa,
UCXOMAINASA 113 KBAAPATypuoit Qopayasr suga (2,5), ms rRoropoil BeITeRaeT
38KOHOMEPHOCTD CHOCOO0B HICJACHHOT0 HHTErpuposauus auddepennuambmsix
ypasuenmii Bercmero mopsjgra (2,1),

GENERALISATION D’UNE PROPRIETE QUI INTERVIENT
DANS LA METHODE DE RUNGE ET KUTTA
D’'INTEGRATION NUMERIQUE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

(RESUMI)

Dans ce travail, on élend aux systémes d’équations différentielles el aux
eéquations diff¢rentielles d’ordre supérieur, le procédé d’intégration numérique
donné dans la Note [1].

On considére la formule de quadrature (5) otiles x + a; hsont des neeuds
donnés (i =1, 2,..., r) et les coellicients A; sont déterminés de maniére que le
reste R soit nul lorsque o (s) est un polynome de degré p > r — 1. On a alors
le théoréme fondamental.

Si Pon connait les p + 1 premiers termes du développement des fonctions
Ui (x + A;h) en série entiere de h, la fonction M; (h) développée en série enticre
de h, a les p 4 2 premiers termes identiques aux p -~ 2 premiers termes du dé-
veloppement de y; (v + h) en série entiére de h.

De ce théoréme, il résulte un procédé régulier d'intégration numérique des
systémes différentiels (1,1) en rendant successivement p =0, 1, 2, ...

On a un théoréme analogue pour les équations d’ordre supérieur en partant
d’une formule de quadrature de la forme (2, 5), d’oit découle un procédé régulier
d’intégration numérique des équations différentielles d’ordre supérieur (2, 1).

BIBLIOGRAFIE

1. Kollat L. I, Cislennie melod! resenia differenfialnih urvanenii. Moscova, 1953,
p. 31 —45. .

2. lonescu D. V., O generalizare a unei proprieldfi care inlervine in metoda Iui Runge-
Kulla penlru inlegrarea numerica a ecualiilor diferenfiale. Bul. Stiint. Acad.
R.P.R., Secliunea de stiinle matematice si fizice, t. VI, nr. 2, aprilie-mai-
iunie 1954, p. 229.

3. Kutta W., Beilrdge zur Anniherungsweisen Inlegration lotaler Differentialgleichungen.

Zeitschr f. Math, u. Phys., 1901, t. 46. p. 435 —452.

Mikeladze §. E., Cislennie melodi malemaliceskogo analiza. Moscova, 1953, p. 328.
Runge C. u Ko6nig H., Vorlesungen iiber numerische Rechnen, 1924, p. 286 —325.

S



