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TEOREMA FUNDAMENTALA ASUPRA FUNCŢIILOR „HPLIC.TE 

, * i , d e D . V . l o o e s c n 1. In teorema fundamentală de ^¿«»«„t* î 
<de ecuaţia d e e x , s t e » t * a funcţiei implicite definite 

pe care o vom numi teorema I, se presupune : 

I Funcţia F(y; xx x2 x ) este definită şi continuă în paralelipi-
pedul cu * + l dimensiuni definit de inegalităţile 

a , < x , < b , , c < y < d 1 .2 t - • - , n (2) 

<u centrul 111 punctul de coordonarex? • V o m nota acest para-
lelipiped cu {alt bx\ o t , bt. • • • ;ant b„\ ctd) 

B F 3F 3F 
2. Funcţia F(y; xlt x2,.. .,xn) are derivate p a r ţ i a l e — , — — 

dxk 

continue în paralelipipedul (<n; b i ; * • * ; a„, bn* c,d) unde fc^n 

3. Avem 

F ( y 0 ; x î , ® " , ' • = 0 (3) 

4. Avem 

In aceste condiţii. într-o anumită vecinătate V a punctului de coor-
donate (xl 4 , . " . x„) care aparţine paralelipipedului^,, ' 1 "">' 
ecuaţia ( 1 ) otefineşte in mod unic funcţia 

(5) y = / ( X „ X , , • • • , * » ) 

ale cărei va lon aparţin intervalului ^ ^ ^ J ^ S 
x 1 = x î , . . . , x n = x S . Funcţ ia / ( x , , x , , - • • , * » ) e s ' e c o 

v.Ip , i 3f 9Î . . . Î L continue în vecinătatea V. vate parţiale — . — , 



i tlomonslro.iza teorema II de exislenj 
Cu ajutorul teoremei I se <lon'1 

reia li va la sistemul de ecnat». _ 

(6) 

în care se presupune: 
I Funcţiile Ft(lh.~ Vm> ' *«>, u n d . e * = » ¿ . . . - m sjnt 

definite pi conUnue în paralelipipedul cu m + n dimensiuni, definii de 
inegalitâţile 

o, < x , < b , , c » < V » < d » ( / — 2 - - - , n ; fc «= 1,2, • • -w») (7) 

cu centrul in punctul de coordonale (X2, • • y? . • • Vm)* 
Vov nota acest paralelipiped cu ( a , , b , ; • • •; a„, b„; c , , d , ; • • •; cm, d m ) 

2. Funcţiile F * ( y . ff», X j . X j . x j unde k = l , 2 , . . . , m au 
(ferivate parţiale 

dVi. ' 'dVm 
continue in paralelipipedul (o , , 6, ;• • e M , d m ) 

3. Avem 

Ft (yl, • - •,Vm; x?, • . x S ) = 0 unde J c = 1 , 2 , - • -,m ( 8 ) 

4. Jacobianul 

v„-• ym) 

iLl 
3Vt dvm 

E± df-z . . îLi 
3 y i 

3Fm 3Fm 

9Vi 
îLs 
dVm 

este diferit de zero în punctul ( x ? . - . x S ; j / î , . . . l 3 / ° ) . 

Jn aceste c o n d i ^ într-o anumiţi vecinătate V a punctului de coor-

e o j l w ffiV d ' n P^ le J ip ipedul ( a u b, . a . , A„) sistemul de 
ecoapi (b ; defineşte in mod unic funcţiile 

yt = / « f a , xtf. • x „ ) 

Vm — 1, Xt,' • •, X„) 

( i o ; 
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ale cfircir valori aparţin paraleli pi perii,lm ( c . . 
valorile y1}. y L y ' J , ci ud . . ' c " " d<") 9> « r e iau 

, * „ ) »»"de h - 1,2 „, Mul' r ^ n l m ^ n " ' F L î " c l , i l e h ( * , . * 2 , 
(.*?. xl- • x'i)- m i e l n ^ ' " a l a l e a V a punctului 

Demonstraţia teoremei II se bazează ne l 
«fc obicei ci. ajlitoful metode, mdui.i.e,' c J n p t e t e n ? U f v 5 6 l a C e 

insă, în aceasta lucrare, că metoda inducţiei r ™ J . 1 ' ; o m a r ă l a 

eu 0 metodă analogă cu algontmul l", g Z ^ ¡ ¡ 2 ? U 

lineare ( 3 ) . ' P 1 r u r w o , v a r e a l u a ţ i i 

2. Deoarece determinantul funcţional {<n « j 
punctul de coordonate $ . 3 T 
că notaţii le sînt alese as t fe l ' ca d^ermmVnŞ" f u n ^ i . S i r P r & S U p U n e 

unde r = l ' 2 - : - - / ! î s a f i e d l i e r i l i de zero in punctul de coordonate 
( X ? , * 2 , " " » I r » 2 . ' ' * . «2.) -

Vom nota cu 

,Ftl- • -, Fr) 

y I . • • •. î/r) 

valoarea acestui cfeterminanl in punctul de coordonate ( i ? r •••, i®; 

yS,)-

l n aces t caz, avînd 

cfy i 

ecuaţia in l î ia ( 6 ) , în baza teoremei 1, defineşte într-o anumită veci-
nătate V 

(3,2 _ , ^ + ; . . . ; y o , y> + 5«> ; x? - 5 ? . x? + »<}>. • • 

din paralelipipedul ( c t > d a - •; o * , d * ; a , . a» . *«). f u , l c ^ a 

ale cărei valori aparl in unei vecinătăţi j ţ — 6 * î \ yî + ft « («»»*») 
Func ţ ia /, ( « reduce la y?cind y , = y°2 , -• este continua 

împreună cu derivatele ei 

dy\ 

în vecina la lea V . 
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înlocuind în ultimele m — 
al formulei (12 ) . F3 F„ s 
şi a nui ne 

rn —• 
p m St ICIII41.E in 1--

1«, y . , - • •. ' 0 

(13) 

¿V. (fi» v«»- • 

Funcţiile FV(yx,y»,- . . . x j s î n l conlinue şi au derivalc 
raport cu v,.--,yn în vecină-parţiale de ordfnuÎ' întî i continue în raport Cu y , ,••• , !/„ în vecină-

tatea V. 

Avem (»5. • • £ ; 3? . • • - . I a r <*er V î t l a 

P v . 

in punctul de coordonate (x?, • • a£; 9° , • • - , y£>) este d i le r i lă de zero. 

într-adevăr der ivînd ecuaţiile 

Cfl. fi.- • Vml*l,' ' Xj = 0 

C/.. • y«i «i, -.x,,) 
iu raport cu i/i, avem ecuaj i i le 

P y i 

3yi dvt 9y* 3yt 

înlocuind pe x , , • - •, ; j/ , , • • •, y m c u x ? , . - x l ) yl, • • •. y° şi 

(mind seama câ 0 deducem câ 

(K) 

FmUvt, y»r- ym \ xit-• •,x„) = o 

6 0 



i M d e p l i n i r K / l ° i l l e Pe»»rL, aplicarea teoremei 1, 

WiVs.Vtr • •,ym-,xll-

(¡efiiieşte înlr-o anumită vecinătate V3 

( • & - » ' ? , v W V ; • , 5 , + i î ? ; „'?>, + »'?>; 

din vecinătatea 

C « S — « S + î î ; • • - • . ; « S - » i i ' . a S + i P ) 
funcţia 

Vi = ft(.y*> yt,- ",Vm-, • -,x„) (ia) 
care se reduce la yl cînd yt = y%, • • •, ym «= y® , x, = z?, . . = x°n 
Pentru toate va lor i l ey 3 l - . •, ym , 1 ) ( • . X ( 1 din vecinătatea (15) . valorile 
lui i/2 aparţin unei vecinătăţi 

{y°2-Vî\ yî+V») c s d i S - r î ? , î Ă + r f t . 

iar valorile lui i/t date de formula (12) aparţin unei vecinătăţi 

Funcţia /« este continuă şi are derivate parţiale 

3 f . P f 5 

continue în vecinătatea ( 1 5 ) . 
înlocuind pe y2 în ultimele in — 2 iormule l l - l ) cu fa (ya >- • • 

ym; • • •. xn) vom avea 

(h iei y 3 , - - y m • - , x n ) = F ( | ) ( y 3 , - • • ' - x » ) = ° 

( i i . i» , v » . - • •. î/n.: x» , • • • . x n ) • 0 

(17) 

f « ( i i . i i . » » , - • •.«•) « i . * - - ' I n ) = 0 

şi evident avem 

F l ( f i , /?> ys>- ' •• Vmm X1>- ' X») ~ 0 (13) 

Ft ( i i . /«. y » . - ' •> v « • • . I « ) = 0 

i?» i £ - J , m sint continue 
Funcţi i le Fy ( y 3 , y,„ î * » , - . *„ ) ''<Je « t î i c o i l t ( m , e în 

in vecinălatea (15) şi au clenvale parţiale de ord.iu.i 
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,,, ,, o n „o v ° > t = 0 s l i l e r i v i n i f 
raport cu y „ . . , ym • Aven, i ^ 1 (.V,. V*. * ' ¡ - { J npni 

formulele (18) p r ima (17) in raport a i u ?i i m t r m l 

y . = vS. - • • . ym - vm. •• • •. = : 

I p U T L i f t ) \ 

Sislemu/ de ccuat i i ( M ) se rerf.ice astfel la s is temul 

F,(yityt,y3, yt,'-',ym'xi,"->x») =s0 

^ ' ( î / » . y « . - • - • •» *« ) = <> 

^ « f r » . y« . - - s r * = o 
Se cont inuă procedeul precedent. I n genera l se ob | ine s i s t emu l 

Ftivi, y„- • yr, yr + V • • -r — o 

/ " " * " " " ( 2 0 ) 
" ( y r . » , x t > . • y f f l ; x „ - • x j = 0 

f ' « - " ( y r , y r + f • • Vm , * * • , * „ ) = 0 

unde funcţiile F*rk~l){yf, y f + I t . . x , . • • • , x f l ) , (ic = r , • • • , m ) 
sînl continue şj au derivate par ţ ia le de ordinul întîi c o n t i n u e în raport c u 

Vr, î f r ^ i , " y „ În vec inătatea vr~x 

i y r - V ' r \ y ? + r ; j » : • • •: i A ; 

inclusă in vec inătatea 

A v e m / ^ ' V . = 

(21) 

i a r 

• l D ( V i , V t , ' ' 2/r) '0 
1 ¿>i/r L < D ( F l t . . . 

E c u a f / a 

1 

^ r h ( y r , V r + , ' 

1 D { y x , . . . 

V m t « j , - ' • 

. y r - j l o 

, — o 
d e f i n e ş t e î n l r - o a n u m i t ă v e c i n ă t a t e 

€2 



( A . - ' 4 i - W?M - V I r l ; • . . ; x n + b -n } ^ . 

¡ „ d u s ă i . i v e c i n « » ! « . 

( A < - * • + * - h ' ; • - • ; xH ~ tf», i » + e«>> 

l i r | i ' t i ; l _ 
= (23) 

c j | r c e s U > e o n i i . » « împreună cu d e r i v a ^ e ! ^ ^ ^ o r d i i w l 

rapor t " « Vr M g , " ' . » » vccinâla lea (22) « r e d u c e J a » ? d n d y r + 1 -

feiru' l i a t e v a l o n l e Un v y , . v e c m ă t a l e a 

( 22 ) v a l o r i l e mu 1/r. Vr - 1 • y , nale de formulele 
Vr = i r ( « r + i . • • •, ym ; x , , • . • , X f l ) 

Vr—l = /r—1 far . ' * * , Vm , • • • , X„) (24) 

yi — f i (y».-• •,ym; i , . - - - . i „ ) 

a p a r ţ i n respect iv următoare lor vecinătăţi 

yr (y°r-bV. y»r+b(?) «= {y°r-lV\ y°r+ 

l / r - » . y r - 1 + F f l ) <= - ă * ^ , 

v . ( y ? - & , y î + s ' » 0 ) = ( y î - » V \ y ? + 6 V > ) 

P e n t r u r = m s i s t e m u l ( 2 0 ) es te 

F x f y n l h r -'.Vm'. *«.*»,•••,xa) = 0 

ftytllt, • • ''Vm, Xi,' = o (25) 

u n d e f u n c ţ i a ( y „ , ; i , , « • •, i n ) este continuă şi are derivata 

3 y « 

c o n t i n u ă în v e c i n ă t a t e a ( 2 2 ) în oa ie se înlocueşle r « m — l . 

A v e m 

/ • « ' ; x ? , • • - . x 2 ) = o 

•, f « ) 

\D(yl( •• • . y J 

( D C » " • y M ) 

" i S m - i 
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Ecuaţia 

/Ws^x, . •••.*„)=» 
defineşte intr-o anumită vecinătate V 

( x î - 6 r \ • • x î - c " ) 
indusa în vecinătatea 

( x ? - j > r 2 ) x ? + tf*• •; i î — , xS + tf*) 

funcţia 
Vm = f*. (« i , X , , - • Xn) 

care esle continuă in vecinătatea V şi se reduce la yütCind i , = x¡ 
xm = x¡¡ 
Dacă intre formele 

Vm = fm Xf • x„) 
Vm-l = }m-. (»m ; x , , • • X„) 

(26> 

(27) 

(20> 

Vi = i i ( y ^ - • y* ' ' x , , - • x„ 
eliminăm pe rind peym apoi peym , y m . , ş i în sfîrşit pe y m - l p -
obţinem funcţiile 

l/i = Vi ( x , , - - x j 
= «PrfXj,- • - . x j 

Vm = < f m ( x • X„) 

continue În vecinătatea l-', care se reduc Ia y? , yl, • • y°m cînd x, = 
= x,, • • x„ = x " şi care reprezintă solujia unică a sistemului de ecuaţib 
(6) în y l f î/j,* • •, ym cînd x l P xt,' • •„ xn sînt luate (fin vecinătatea V. 

Cu aceasta teorema 11 este complet demonstrată. 
3. Să revenim la sistemul de ecuaţii (14) şi să demonstrăm că 

(29> f D[FltFV, \D{FltFt,. 
[0(yl>yt,. "» Vm) Jo" \t>{Vi, Vt," Vm) Jo 

Inlr-adevăr avem 

D<Vl< Vi,* • y„ 
o 

dyi 

dyt 

dFy 
9Vm 

9F-P 
3Vm (30> 

9y, m | 

64 



Tnsfl 

e a ( t w i - ' i -

aslfel că puLem scrie 

( D M A , <9FA 
U>(»1 •V*,--,ym) Jo \ d v X 

! . . . _ j 
'o \ 3 y J o 

O 13»» o 

' I) 'tfl/BT '() 
dy„ 

înmulţind elementele primei linii ale determmanlului pe rind cu 

(2£k\ . . . 
\9Vi h \9y, 'o 

şi adunînd la elementele liniei a doua. 
că avem 

a in—a, deducem imediyl 

•) 1 - ) • • 'o \ 3y s .o •) 1 - ) • • 'o \ 3y s .o V3ym 'o 

'o \3y, 
• \—) 

'o \3y, * 3 y J o 
[£>($1, V i , - • Vm) Jo 

l v dy Jo V 'o 
adică avem idenlitalea (29). 

Din formula (30) deducem că avem 

l ? f s \ 

\ t a ^ t U x * . -

,F (2) 

LO(ya, y9,-. ym) 

I n mod analog din sistemul (19) se deduce că 

[ D • . F[l>) 1 | a p Ş n [ P ( F ( i V 
L D ( i h , y * . ' - . y m ) P I * . 

asllel ca formula (31) devine 

Vm) 
(31) 

:<2) 

.2im) . 

~D{y*,' • Vm) • y* i • • • - ym > Io 

(2)1 

n 

6 — Lucrări ;tiin{iiice 



In general din sistemul (20) se deduce că 

r P C f „ - - - . f J l _ W ( o r i ? } [ W ? V i t f ^ l ] 

D ( y „ • • ym) Jo I p y , I b y , 'fi V 3 y r - i U D ( y f Jo 

Insă finind seama de calculele precedente avem 
I3FA [ ¿ f Ş M u ; ; ; , FM 
b y , 'o Ip y . )o " ' U y r - i Jo W(y,, y r) jo 

Deci lormuLa precedenlă ne dă 
f j X F t . - - - . f J ] _ | P ( f , . - - ' . F r ) ] \ D ţ ţ r \ . . . . 

J» L/>Cir t ,--3/r) J o l D ( y r , - " . , y m ) V " " ' 
Să punem în evidenţă elementele delermijiantului funcţional 

L^>(yr,- • Vm) Jo 
In ecuaţiile 

F , (/,, • fr-i, t/r,- • ym; x , , - • x„) = 0 

Fr~i iii,- • U-x. y r • y m \ • = o 

Ft Cfj 1t," *iJr—i* yr.- • -.ym";®!.- • — F ( i ' i y 1 ( - • x„ - . - . x , ^ 
unde k = r, r -f- 1 m să dlerivăm în raport cu y, unde 1 = r, r -}- I ) 
• • m şi să înlocuim apoi pe xlt • • • , x„ ; y , f • • • , ym cu • • - . z î ) ; 
o o 

y i . - - - . y m 
Vom avea formulele 

m m + . . . + ffi) î ^ M + f f i ) _ o 
l^y, la \ Cy, )o \dyr 0 \dy, )0 \3y, }0 

fPFş-, j ( Ş M , , , p 

l^y« /«Uy/ ./o byr- i/oby/ io Uy/ L 

l ^ i M ) , , | p/r_,| 
Ipv, c b y j o " M ^ - J o U f , V b v i / o 

Jinînd seama că 
I ,1*^)1 

(Vi, - " , y r - l J J o 
se deduce din acesie iormuJe că 

_ - - - . y - i . y<) lo 
W A \D(Fir- ,Fr-,f 

ID (yi.-- -,Vr~x) 
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l o im ind determinantu l cu elementele 

! * > ( » . . • • • . y,-i, i / t ) l o 

c ind k ?! I ian va lo r i l e r, r-\ l ni, pe care î l vom nota 

I UMJ/i, • • • . yr-,,V,)la | k. l*ar 
deducem d in l o rmu la (32) ident i ta tea lu i Sylvester (3 ) 

\D(F„ • ' , Fr 

V£> Î3/l » ' • *- V/n) 'o 

scrisă sub lor m a cea mai generală. 

P E 3 I O M E 

OcHoenan reopeua ôah ne rohux tpymmuu 

A . B. H o n e c i ) 

JX a exe a HOBOe îlo k as aTeJlbcT bo ( b k o t o p o m oÔbiqHbiH neToa tiQ.iHoii 
h HAyKu.HK 3aMeneH aiia:iorniiHbiM MeTOAQM aJiropaiţiMOSi faycca ot peuie-
HHH CHCTÊM J1HHÊllH hJX y paBh£HHH. 

R É S U M É 

Le théorème fondamental sur les Jonctions implicites 

par D. V. l a t e K i 
On y présente une nouvelle démonstration, dans laquelle la méthode 

habituelle de l'induction complete est remplacée par une méthode analogue 
à l'algorithme de Gauss, de la résolution des systèmes d'équations 
linéaires. 


