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TIZOREMA FUNDAMENTALA ASUPRA FUNCTIILOR IMPLICITE

de D. V, lopescu

I. In teorema fundamentali de existentd a funciei implicite definite

de ecuatia

F(y;zlnts."',xn)s:O (ay
pe care o vom numi teorema 1, se presupune :

I. Functia F(y,; x,x;...x,) este definiti s | ) N
b i t : -
pedul cu n+41 dimensiuni definit de inegalimﬁ; continud in paralelipi

a(<Il<bI- c<y<d i=1,2,"',ﬂ (2)

«cu centrul in punctul de coordonarex) ,- .-, z3y,- \om nota acest para-
lellplped cu (a;, blv g, b’- LA T ;ana bll! C,d)

2. Funclia F(y, x\, x2,...,x,) are derivate partiale‘-;—f, a—F-, i

Jy I, Ixy

<ontinue in paralelipipedul (a,; by;*«*; @5, 043 6,d) undek <n

3. Avem
F(yo; 3?,3?1,"‘,32)?-0 (3)
4. Avem
oF
9‘;(1/0::?.:3.-”.:':2)*0 (4)

a punctului de coor-

In aceste conditii, intr-o anumila vecinilate V e
=y Qny Valy

donate (2}, a9, - - -, z,) care aparline paralefipipedului(ay, by
ecualia (1) definesle in mod unic funclia

‘y=f(3:“xg.“',3n) (5)

' nd
care ia valoarea Y, Cinc

ale cérei valori aparfin intervalului (¢,d) 3 yeste conlinud i are deri-

0. F ' Xy, 'y In
Ty=af,. .., T, =Za* Funclia f(Tys Te0® " "
l | é'f —‘21- oo —‘21 continue in vecinatatea V.
9z, 9z  ITk

vate parfiale
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J = 174 ¢ [d ” d exlsleh‘“
cu a uiUl UI leoreme 1 se (I( g118 llQ[lL'.llf W feor (g
| e

refalivé la sistemul de ecuiait.

Fy(Yn Yoo Ums T T S x)=10
F-(!hv!l-.'“-ymil‘..-‘f-.".'..-‘l?n) =0 ©
fml(‘s'x-y..“-vy...:rl.x..---.-‘rn)=0

in care se presupune: .,z,) unde k=12,...,m sjny

l. Fum:liile F} (y,,' . ‘-»yl.n: Iy,
delinite §i conlinue in paralelipipedul cu m

inegalitiile
4 <<, G<W<d(=02"m; k=12---m) (7)

+ n dimensiuni, definit de

cu centrul in punctul de coordonale (g3, -« -, 2yl -
Vov nola acest paralelipiped cu (@, by;* - +; @qs bas €15 @it v Cmy d)

2. Funciiile Fe(Y, Yar* * "2 Ym T3 Ta < *, T unde k=12,....m au
derivale parfiale

oF .. oF
s 93]1. .aym
conlinue in paralelipipedul (a,, 8,;- - *; €m, Gm)
3. Avem
Fe(yl, -~ ym;iT, -, 20) =0Ounde k=1,2,-+-,m (8)

4. Jacobianul
‘9_F‘ QE, aFl

. Yy Y, 2Ym
D(Fy, Fyye v, F) _ oFy 3F, IF .
D(y'l, yz," *s y,,,) ayi ayl aym ‘ ()

Fn Fn 3F,

LY

Y, I I Ym
este diferit de zero in punciul (z‘.’,- o zﬂ:y‘.’,- . -,yg.)-

In acesle condiii, intr-o anumits vecinitale V a punclului de coor-

donate (x}, 23, + -, % din paralelipi edul e s i
ecualii (6) defineste 1 mod wnio !;ur;ctiile(ah Bui "3 us by) sisleme de

=02, 2, z,)

Ye=fa(z), 3,0, )
(90,

Y¥mn=fu (X, Xy, + «, )
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ale ciror valori apartin paralelipipe . ) )

= . 0 0 L d i

valorile Y1, 43, * «, Ym cind zom= 2 . o m) dm) 61 care iau
cae,x,) unde k-2,

: + Funclij
: ot 5l continge i v hile 5, (z,, z2,
n
. Br e, 2-

vetinalaleg V 3 punciului
Demonslratia lecremer |1 ge bazears

e
de obicei ¢t ajulorul melode, induclie mr%pl:lfrir?)a 1[2?l %i)mseaizlnle
insd, in aceastd Illcrflre. cd melnda induclie; cm-nplete' poat‘e fy inloc:ilg
cu o melodad analoga cu algonitinul I, Gauss, pentru rezolvarea ecualj
lineare (3). ’

2. Deoarece delerminantul funclional (9) este dierit de zero in
unclul de coordonate (xf, 2., I:;‘y?, ¥.-- ym) pulem presupune
ci notatiile sint alese astiel ca determinantii funchionali
T — ()
D (ylr LITERES yr)

unde r=1,2,...m s fie boli diferili de zero in punctul de coordonate
(::?,J:g. ..y :2, y?r yg! s '-y?ﬂ)'

dithu (e, d,;-

Vom nola cu
D(Fl)Flu"'lFr)
D(yllyt""syr)

. - Q R
valoarea acestui determinanl in punctul de coordonale (x, -- -, =3;
0

Ym)

In acest caz, avind

3F1 0 0 0 .
e 1t Ty s Tty ;0
9111(% Ym; Ty )

ecuatia inliia (6), in baza leoremei 1, definesle intr-o anumita veei-
nalate V

_ - 0 gth D o .
@—5P, 0+ 89; -+ i gh—bW, grt bR s I — b WA

H—0, 2+,
I : MR 5,), funcha
din paralelipipedul (C., d!:' *y Cmy da: &, b,. > Gns ) (12)
h= jl (ylv' ey Y Tt Ty zll)

; st <y L0
ale cdrei valori aparjin unei vecintai y?;—& v y‘—-‘-_;t“l;(:;{edgominua
Functia f, (e reduce la yicind ya=yz," * *» Tn=Tn
impreund cu derivatele ei

in vecinstalea V. 59



i (0 g embrul al doilea
ind i ] 1 ecualii (6) pe ¥ cu M i
Inlocuind in ultimele m dnce 12 Tunclit d¢ ga,** ¥m Tn® Ty

al formulei (12), Fa...,Fgqse re
$i anune
F!{jll Yar* " % Y¥m: Ty 't:l)= Fg)(yl' Yar' =" ym;I“. . .,I‘)= ’ (la]

Fo (fir Yas =" Y Tas --.2.)-=FL'-’(!/.. Yo' v ¥m: Tyy " ) Tp) == 0
i : i tinue si au derivale
Functiile FO(yy, Ys,-* 1 Ymidr * * +»Ty) sinl con si au derival

partiale }1e ordn%uliinl?i conlirTue in raporl cu yy,-<, ¥, [N vecini-

fatex V.
Avem FO (30, - -, 9h; af, -+ -, a8)iar cervala
IFY
W

0.0
“cyTh: Y2,

in punctul de coordonale (z, .-, yh) este dilerila de zero.
Iatr-adevir derivind ecuatiile
F] (fll le' "% ym;zl’. ‘ 'o‘tn) _— 0

Fe i) ¥ 0, yn;In--'.-1-'.)=F_‘z"(y..'--.ym;x. v Zy)

in raporl cu 4, avem ecualiile
o, M OF_,
Yy Y Ve
I, .&+9_f-=aF‘£’
N Y Y e
G Ym CUT], e TR Y, Y 5

Inlocwind pez,,---, x,; %, -

{inind seama ca (LF" 5 0 deducem ci
0

Y
(aFg’)J _ (g g,l,’ 5:)))0 %0
M Jo (a_ﬁ)
91{;0

ceea ce lrebuie aralal,
Sistemul de ecualii (6) se reduce astfel la
Pl Yo s @y - Z,) =0
FO War Yar" s Y Ty -+, Z;) = 0 (14)

.o

ng)(y!! Y- -, yml-xll.' '-zn) =0



Funclia £ indeplining Y i
— l ¢ p oale conditile pentri aplicarea leoremei 1,

O
FZ'(yz. Ya, - ".ym‘.-‘c.,'--,x,,)=0

defineste inlr-o anumild vecinatale V,

0=y L0 Sy, ) - )
(W05, Yabb s e s Yy~ 8D, £ P 204 gD,

15
p oo Ta— 0D 204 32 )
din vecinatatea
<y .0 3 =), = -
(¥5— 85, Y3+ 855 - s ym—Ba), Yn B - 2t pl, 204 80
funcfia
y2=f2(yalyll'."ym;:ll".II") (la)

care se reduce la Y3 cindy, =13, - - Y =Y, T, =B, -, T, =T
Peniru toale valoriley,,- - -, yn, T,,+ - -, z, din vecinatatea (13). valorile
lui ¥ aparfin unei vecinatati

(B—32, ¥+ =@ —8Y. B¥+3Y),
iar valorile lui #; date de formula (12) aparlin unei vecinatati
(B—3P, n+D) =i -3V, ¥+
Functia [, este continud si are derivate partiale

I .. s

3y’ m

continue in veciniatalea (15). )
Inlocuind pe y; in ultimele in — 2 lornmnule (14) cu fy (ys,- - -
Ymi®*+y Tp) VO avea

Fa (f1fa-ya-' * 'vym;xli' £ 'rIn)=F(g)(ySs' oy Ym T '-xn)=o
F4(flvf8- Yoo " v Yms Tay =0 " ,:c,.)=F(f)(y,.---.y,,.;a:‘,-'-,x.)=0
an

Fo(f1s far Usr o2 Umi Try 0B = Fin sy =~ Ym3 Ty o w5 Ta) =0

si evident avem
F (.fl).fh ya»'"iym;xl;"'-ru)'_—o (18)
Fy (fh fa, Ysr® 5 Yms Tyt " In) =0

e k=23, ...,m sl continue

.. ) : "
Funcliile F (yy, Yo Y| Eryer ) “”dde ordinul futii continue in

in vecindlatea (15) st an derivale partiale
6!



2N =0 shderivind

1 x
, W, ium(l apoi

i cu “o Y Aven Fv (Uw 1/4- ‘
Irsr?nﬁu!e!e sf‘lz‘a) si gnma (17) in raperl cu 4§

Yo =0 - vy Y= Yimse * o Ta = Tp s0 piscgte:
| B ’ »
D(F,,'lnrﬂ)

Py _ Dy, u..!/s) o
Qy.) D(FI|F!))

D(ylryl
Sistemul de ecuatii (14) se reduce astlel la sistemul

: ces =0
Fl(ylly!1 Yss Yar" " " Ym: T1s y Tn) ;
F(z"(y.-y..y.,---,y,,;z.,---,I,,)=0 Q )
ngj(yl- Yor " ¥m i T Tay " " xn) =40
Fg)(y!v Yor* " s ¥m: T, * 'I,,)= 0

Se conlinui procedeul precedeni. In general se obline sistemul

F:(yl-yl:"';ynyr"l'L"'nym;zlr"'vzn)__-o
F‘z"(y,.---,y,, yr+ll"'-ym)xh"'11n)=o

-« - v e

(20)
Fr e Yrens s Umi Ty T) =0

F(:_”(yn Yret S ¥mi Ty, o0, X)) =0

unde functile FE (Y, Yrerrs " s Ui Ty, -+, Z,), (k=7r, -+~ , m)
sint continue i au derivale partiale de ordinul intii continue in raport cu
Yr Yr21,7 -, Ym I vecindtatea o,_,

O e Ry S AT 34
o —o" e zn—s‘:“. za+ 85"
tnclusa in vecinatatea
(y' #r.z) ) 40 + r—2j sig :2-—6(;'2). 1.2 +5(’r'—2))
Avem Fyl(y?. ... 42, -, 32) =0,

(21)

iar
D(Fl! F’;"':Fr)
» (ap(:‘l)) =(D(ylv Yoy yr) 0
Y- D(F,, ""Fr—l))
D(yll Tty Ih-n)a
Ecuasfia

l;(’r-l)(y” Yrdri 5 ¥Umi Ty, o, Ty) =0
defineste inir-o anumitd vecinatate v,
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— i
[ —-th- ) V?H 'l”b:'»el', <

S B ‘

- . ’ In*b;), x‘,:+ B(;]) (22)
inclusa in vecindtalea

0 __ gt =ik
(=7 WY Zh— 45", 20 4 gy
[inckia
y,=f;(y“,..~.y...::‘.,_’rn) (23)

care esle continld impreuna cu derivalele e

I . Parliale de ordinul infii in
aporl €W e vus t 0 Um I Vetindtatea (22 o ?ci

;‘i:]“ ¥ =,i,;._l y ) 31 se reduce Ja Yrcind y, =
Pentru toate valorle dul g, g .oy 0 eci

(22) valorile Wi ¥r, Yr—y,- - -, y, date’ de formutete’ " il Vesingbatan

yr =1 (yr»n,"-.y,,.;:r,,-..,_-cn)

‘ T Ty) (24)
y.=f1 (ym""'ym;xl-"'.xn)

apartin respectiv urmitoarelor vecinitati

Yr—1 = fr—ay (Yr, - - 3 Y%mi Ty,

Y, W —37, w+57) = Q-3 2 Lo
Y (Wra—d0, v 4+ 570) = (% —', ¥ 0Y)

v G, W) = (-, YY)
Penlru r =m sistemul (20) este
Fy ('yh Ya," v Ym i Ty, Ty,- -+, T,) =0
FQe, -\ Y =
2 (Yo Ymi Iy, P E) =10 (25)

Fa W Ty, T) =10
unde functia FaD (Ym Ty, - -, T,) este continua si are derivala
af‘:l)
 Ym

continud in vecinalalea (22) in caie se inlocuesle r =m — 1.
Avem

Foal@h, o), -, oy =0

N eres)
5 )jei*_v_) 7
D(yu' *ty¥m—1 0
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Ecuaiia
P (s 20 - 20) = 0
delinesle inlr-o anumild vecindtate v
N} o
@ — ™, Ly 2 — 8T, 2 —8T) (26)
indusé in vecinalalea
(N — 6524 67D, - 2R — 6T, Ta 4 877)

functia
Ym = Jm (Ty, Tu,= -+, Tp) 27
care esle conlinua in vecinilatea V si se reduce la y%cind Zy=al, e,
Z, = Zo
Dacd inire [ormele
Vo= fu (T1, Te-~ =+ Tn) ,
Yo = fonmos W3 T1, " * ) Tp) (28%
!h=.f|(yg"". Ymi Ly "y Ty
. o' yz

eliminam pe rind pe ¥, 3apoi pe¥n,, Ym-1$i in slirsit pe ¥m, Ym—,*
obtinem [umnctiile

=g (x,---, 3:;)

Yy = q‘!(:l" STy I.)

Ym = Gm(Ty, *+, To)

continue in vecinalalea V', care se reduc la y'.) s yg, o, yﬂ. cind 1, =
=z, ., 3, =2z &i care reprezintd solufia unica a sistemului de ecuafii
(6) iny,, Y, -, Y cind x,, X,, - -, T, sint luate din veciniiatea V.

Cu aceasla feorema 11 este complel demonstraii.
d. Sa revenim la sislemul de ecuafii (14) si si demonstram ca

[our,,rgl,...,f:.'J;J_[D(F..f,,---,Fm) ' (29)
D(yll Yoo ym) U_ D(yhyll"'v me 0

Inir-adevar avem

9F 9f, | IF
Y Ynm Ym
DOFLFY,-- Ko | o ol 3R
D(y], Ve, ':ym—= ay’ 99,.1 (30)
!
* . P oFR
) Ve Wm |



Tnsil
pi W o L
311; "11: 91!: )

2, (2 35:L=

asllel cé# pulem scrie

2' 3’..

IFY

(Qfl
B oo f , 9Fx\ (3f
" ‘_ae_-‘o ol
i Fm
I I

N ‘_;_yﬂ‘

.'m)

‘§y'l—)n (’,k= 2,3,"',17‘)

21,
-5

~(Fy... |

Y30 I

IYm

Inmuliind elementele primei linii ale determinanlului pe rind cu

gyl 0. ny [i]
si adunind la elementele liniei a doua,.”
‘cd avem

Gl Go

L ARLANE

[D(P,, FP, .

D(ylyyan" :ym) S

Ganh (il

adica avem idenlitalea (29).
Oin formula (30) deducem ci avem
D(F3, FS, - - FN) _(aFP) [D(FE. -
D(Ys, Ys,"* +, Ym) ] ( [D(ya'
In mod analog din sistenul (19) se deduce ca
(Bt s
. ym) 'ys LD (v~ (y:-

D(ys, vy, -
asllel ca formula (31) devine

[D(F“F,,---. m) lgF) (r’F(P] [D(F%z)
D(yl Yo, - Ym) . Yy Aya -‘0

B — Lucrari giinifico

. a m—a, deducem imediat

Eal

(502}

m 0

e 1

F(a;
y...)

(31)

. F,‘,f)]
* vym) U]

e Ffﬁ’]
b(?a-"‘.ym) 0

5
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In general din sislemul (20) se deduce ¢d

D(F,, F_m)]_ aFH #‘ . (D_I'-‘i'?_‘) [D(F"“ F‘L')]

[D (RSN WA FIALETA Y Wl D(Yr s Ym) 0

Insd linind seama de calculele precedente avem
aFl] DF“" gF‘:f’) _[D(Fn cee, Fr)L
N 'a\dye o IYrm Jo D(y,. 9r)

Deci lormula precedenlé ne di

[D(Fl. ] ID(F.. e “D(ﬁ"" ‘--.F‘,,Z‘"] -
D(.VA-" vylll) D(!’lv E )Jr D(yrv = »ym) { ( )
S@ pupem in evidentd elementele delerminaniului functional

[D(F(rl) F(F—I))]
Dy, " ¥m) o

In ecuatiile
FlUlvjzv"'v fr—lv |2 ym;‘tll"'vzu)=o

Fra (i femn Uy  Ymi Ty n oy Tp) =0

Fe hhaeesfraas ¥ry- --,ym';z.,,---,.‘r,,)=F(;"(y,,-- o Ymi Tt '-:1).3
unde £ =r, r+1,..., m sa derivam in raport cu y, unde 1=r, r 4+ I)

., m Si sa inlocuim apoi pex,, «« -, Tpi Yy " Ymcu I3, =+, 29);
yh" .ym

Yom avea formulele

b+ GGG

(- ) 2 )
F, 4 - g
oGl Gl G G =5

Tinind seama ci

D(Fy - F)] L g
D(yll ot ‘lyl'—‘l)]0¢

se deduce din acesle formule c3

D(Fy,---,F_,, Fk)]

‘?F(kr-”) D(yn T Y- yl)
(5111 o lD (Fi--, Fry) )

D(yll. ‘T yi"'l)




lotmind determinantul co elementcle
D(’_r“'_'v : .'_F':!ii_)

D(yl' L Y, W)
cind & st £ au vatortle £,7 -+ b,..., . r1, pe care il vom nola
A,.—_.] (D_(F,,---,E,__,,_F,,) "
U(yll ""yriluyl) k. l=r

deducem din lormula (32) idenlilalea lui Sylvester (3)
Irmn“wﬁﬂfq "(mﬂgﬁfgrw=
D(ylv"'ryr—-l'yl 0 D(y".."y'-l),l)

k, (=r
== (_.._——(f' St 'L"!))
D(ylo"'vym) U}

scrisé sub lorma cea mai generala.

PE3IOME

Ocrognas Teopesa 0% He [6Hux dynrxyud
A. B. Houecxy

JlaeTca HOBOe [OKa3aTeJbCTBO, B KOTOPOM OOGHYMNA MeTox NojHO#H
HHAYKUWH 32MeHEH aHaJOrH4HHM METOAOM ajropHpmom [ayccA ot pewe-
HUA CHCTEM JHHeHHLIX YpaBHEHHA.

RESUME

Le théoréme [ondamental sur les f[onctions implicites
par D, V, losescw

On y présente une nouvelle démonstration, dans laquelle la méthode
habituelle de I'induclion complete est remplacée par une méthode analogue
lz‘n_ !’qlgorilhme de Gauss, de la résolution des systémes d'équations
inéaires.



