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L'APPLICATION DE LA MÉTHODE DES A P P R n v m » 
SUCCESSIVES À L'INTÉGRATION L M É m o U E ^ f 5 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
PAR 

D. V. IOiNESCU (Cluj) 

Considérons l'équation différentielle 

y' 

tir JlZr°n f{XÀ V) C f d é f i n i c C t a d c s d é r i v é c s partielles du premier et du second 
ordre continues dans Je rectangle D défini par les inégalités 

< x < + a, | y | < b. 

w * ? ^ " 0 ? 8 1 > a r r i n t é & r o l c de cette équation qui vérifie la condition 
y w et soit e un nombre positif donné. 

Dans ce travail, nous allons montrer, en appliquant la méthode des approxi-
mations succesivcs, qu'on peut déterminer sur riiitcrvaJIc [ar0, s 0 + a) un réseau T 

nœuds x0, . . x n et un algorithme de calcul pour le calcul des nombres 
y¡ ou $ =r o , 1 , 2 , . . . , v de manière à avoir 

s ur tous Jes nœuds du réseau T. 
i o»r fixer le nombre v nous tenons compte de la méthode des approximations 

successives et pour le choix du nombre des nœuds « ct de l'algorithme de calcul 
Pour les nombres $ 0, ] , . . . , v nous nous servirons de la formule de quadrature 

trapèze. 
/p- Ce théorème a été communiqué au Colloque de Mécanique [1] tenu ^ Bucarest 
Íp i 0 c t o b r c et «»e extension aux équations aux dérivées partielles du 
«*ond ordre de type hyperbolique a été communiqué au Colloque sur la theone 
( k s é t i o n s aux dérivées partielles [2] tenu à Bucarest ( 2 1 - 2 6 septembre 19,9) 

§ 1. Équations différentielles 

Considérons l'équation différentielle 
( 1 ) y ' - f ( * > y ) 



424 " v i i n r ^ i g 

où la fonction /<*.*) « l continue dani le nvtanfle /) défini |wr lm inéfalltc* 
(2) + •»• \v\< h 

cl Mlidfait à la condition de UWCHITI 
(3) | / (X. Y) /1*. JF)I < - - JRL 

où J! « t une coamante. 
Dan» et* coodilion*. on «ait que l'équation différentielle (l) a une intégrale 

unique nulle pour * - a*. Hle ml définie rar l'intervalle + A,J, où 

(4) A j 

le nombre M étant une borne supérieure de | /(x, y) | dan« k rectangle D. 
J,'intégrale y<*) peut être obtenne par la méthode des approximation* tu cm-

i w i 
rive*. On coustruit la mite de* fonction* { . où 

(&) *•»<»> - f / f c 0| i l 

(6) 

pour * - I. 2 , . . . 
On «ait qac la •érir 

»-1 
ert al«o(ituueut et anifarmément convergente n r l'intervalle (2^. z, + *»J. e l 

que la tomme de cette aéric représente l'intégrale de l'équation différai liello (1) 
qui satisfait I la condition y(z,) - 0. On peut écrire l'intégrale y(x) sou* la forme 

» <*) - f » <*) + ¿ W»(x) - jf^'>(*)] 
»—1 

et on démontre l'inégalité 

" « - ^ K ^ I S I -
Cela étant >oit t un nombre puritif donné. On peut «Ion choisir le plus petit nombre 
naturel v de manière i avoir 

(7) * >u. ( ^ . r 1 . 
U T f T f ? ) l < c 

et nou* aurons 
(8> ! * ( * ) - » « < * ) ] < s. 

U nombre naturel v une foi* choiri, rwtera fil et jouera un rôle important 
dnn* (intégration numérique de l'équation différent i cl le (I). 



I*T*<;MTHH »MFT».^. « 

9. four l'intégral ionnnmérique de l'éqaaiion dif!émtieUr<|) U tondit** 
* ( * ) - j r r Ô

i
, l l Î " " " " " S ÎÔ ÛOO /(X. ,). qu, fOQţ 

i i i« au procédé cl intégration numérique qat noos ajtan* donner dan» re tratai) 
>011« auppo»eron« que I« fonction / (*. y) ait dra démfr* parti«»« MX rapport 

i * cl à * H« premier M- do »rond «dre. continara dan* k nriangle /Tthn» <** 
rondilion» le nombre A de l'inégalité de UncHfTz (3) m an? borne «upfotvre 
,|C | Í ¿ | dan» le rectangle f). 

On démontre que I» fonetkm» dona^n par tea fonaa!« (6) et (6) «ai 
de« dérivée» du premier et da aetood ardre eoatinar* car l'iatmaUe (a,. * + A,V 
On peut calculer dea bornea «upériranv de 

I ¿Vi*) | 
1 <* 1 1 ^ 1 ( * - 0 . I. • . . . . , ) 

nur l'inlérvaJIe [x,. + AJ en ntiliaaat wo lemn l 1rs hornea a p M i m de 

l / M I . A I . « I Kf I 
dana le rectangle D. 

Il réaulle que lea f one liona 

avec - /(x, 0) ont <fc> dfrirfaa âm i i a a K da 
i x continue» aur l'inUrnüle fr. a« +AJ. 
une borne npériewe de 

tek Mita p v X 

pour » — 0. 1 aur Pint err alie [*,. + fcJ» . 
U nombre .V jouera un rtle important dau le ralea! approximatif dM alé-

grale« (ö) et (6) pour s * 0. 1 * 
Nou« dévigneron « par A un aombre poritil défiai par 

k - t ) — a » k —— 
l -U (0) 

où S est on nombre pontif donné, u m prtit D rat évident qae nona atona 
A ^ A,. Avec ce» hypothtoea «oua pouvooa paaarc è l ialégratioa aaaériqae dr l'éqnatioo 
différentielle (1). Noua ailoaa déterminer un réavan V de nvud» x,. x, x, 
•ur l'intervalle |x,. + AJ. ra prugrtwioa arithmétique rt nn algorithm« pour 
lo calcul de* nombre« jf». pour t - U. 1 , . . . , * de manitre i avoir «ur le« nœodi 
(lu rfaau T 

(10) 



A Y. IOM:*:»' 
m — 

j . i ^ b c n t i ^ d t V M i g o n t h ^ p ^ r l r ^ nnmbn* jf», * f 

* U fo^»* * qaadialar* du 
f | 1 ) + / « « + . * 

ot 

(15) 

si St »i »ne bon* * i / # ( x ) l " r l%intnx*l]' C* «n», 

(|3) 1 Î V 12 

4. D i r i w fiaUrrallf * + *] <* « ft1« l»r l e poùu 
u * ^ où - * + A forment un r 

k* « W « ÎOBCIÎOM ,<•»(*), pour 0, 1 ror ^ 
•sud* d> réma T. 

Kom» avoitj d'abord 

! « ( * ) - O i t 

fin appliquai foraalr de qaadiatnre (II) à chaquo iytcrvallc »J. 
fa. a j . • • • . f c - c rt « •j®"««*. n o u < "V0I1J 

(H) 

oft 

(lô) i r - £ [ / ( * . « ) + /<* . 0) + 2 £/<*,.<>)] 

et 

pireeque — < 
m 

1 ' ' I*»» 12«v* 

1« J ï h L V . 0 «1°« DOUJ délenninerooa plu« loin. Noua choiriron» 
B 0 0 , b w Ie P,B» !*"< nombfr naturel, id que 

¡55 A < " 

(17) 



ft. l'our la fnnrtinn V" (*>. non* avon* 

ci Air 1« nmiirfs nous avom 

•V. 
Nou» procédons comme au nr. 4. et en appliquai u (armait fr qnadiaiiiT*-

du Irap^w inlervallea |a*.*,M*i- anm mmnm* 

(I8) *»<*) -WM+ 

Cl où 

(») U f l - ¿ ^ l * . * » « » + / [ « . * « { * ) ] + 2 

Introduisons In nombre« y}» par la fonnnle 

(21) + + 

Nou# auront 
(22) P + 
où 

- £ { / ( « • * W ) " + 2 *•>(«Ï)) 

Kn 
tenant compte de l'inégalité de Lirai.uni (3) et dm inégalités (17), 

noua avons 
l ^ k r ^ - D i « , m H 

c'est à dire 

En revenant 4 la formule (1$) nous pouvons écrire 

( « ) * * > ( « ) « F 

où, d'après lea inégalité» (19) et (23) nous avons 

c'est à dire (2ft) l ^ j < ( 1 + * )« ! 



i), v. inVKScr 
m — 

oit RMl a ron* noté 
(26) K-Ak 

6. Ptnoof ao CM Suppnwm* que noim nvnnn d*MONTR* 

(27) I + * + . . . + JT- ' ) C l 

poor j - I. 2 . . . . . . . oà 

rf» - ¿ f / ( 0 ) + / («. + 2 g / (,,. ^ J 

el d&nootroa* g« V® introdaimii le nombra vj*> par la formulo 

oes* «roen a am 
(29) I ,*>(*) - < d + * + , . . + r ) r i t 

û i effet, Bottf arooji 

^ » ( O W . 

En procédant comme an or. o. noon a von* 

m >t»(x<) 
où 

(3,) m < u 
61 

(32) - i + / [ * . *»-»>(*)] + 2 £ /(JV. 

formai«! (28) el (32) montraet que 

I l f J - f P + P Í ^ 
ob 

Tenint compte de l'inégalité de IJPSCHITZ et des ioégalîté« (27). nou« »von» 

ltf>l < ¿ ( 2 i - 1) A (I + K + . . . + K-') »i SM 
«I 



- tf + kir. 
otl 

¿r - r r + p r . 
Tenant compte de» i n c i t é » (31) «1 (38). ¡1 rfeulie qir nou avon» 

rr qui prouve que l'inégalité (20) est démontrée. 
7. Nous avons trooré donc on algoriUne ponr h cale»! de» aombm tf ţar 

jm formule» (16) et (28). Il noua rate maintenant de prfeiw le nombre Nou 
•»rendrons d'abord le nombre c, de maaifcre qoe 1« m a i l rnenbre de Fin4galiié 
(20) pour s » v soit plu petit que t. Nou preadrou dane 

^ i 
Cl 1 +K + . . . + T * 

)|nii il y a encore une condition pour le nombre t,. Ponr que la formale (28) 
ait un sens pour * - v, il faut que le point de coordonnée* *) te trooTc dan* 
1« nxianglc D. De l'identité 

et de la définition du nombre k, non dédùsou qw 

i i T 0 ! < i + * - * < ( i + * + . . . » 

ou eaeore 
* l i l ^ K d + + 
Pour avoir 1 t jT l ) 1 < », il faut que c t vérifie lu ettdàtùm 

« i < , — —• 
I + X + . . . + K" 

Donc, on cMoùi le nombre par la /«mWt 

(34) C| — min | I * \ 

nombre c, étant uiu«i prévùé, le point de coordonné«* (x,, où 
* - 0» I v — 1 » trouve dana le rectangle la D. En effet, en procédant comme 
plus haut, nous avons 

! rf'l < I « P l + * - * < ( 1 + * + • . . + r ) c» + b - ft 
ou encore 

i n P i < ( l + K + . . . + r ) « i + 



a w ***** M / x 

et ck riatfcalifé 
*<«) - i f ' - - + -

nom (Main«« q " « r les a«uds di rtWan F. ncxm avons 
(3&) . , ( * ) ~ p f \ ' < 2c. 

A i n mrvmt dHermtmi rmr i'nHemJJe *» + a J. y„ rébra* 
• " nombm M que ta « / f t r e n ^ ^ J * * 

Aimn « m ***** iHfrmomt « r « i-». -r - „ . « n « ^ , 
r rf'mi m<mhm^\tflqwe la différence adrt Ut 

y i x j w v • « / r* ** rf*toM 
fim* ffUte f* U-

9. l)mat ua aatre travail (S) aoas avons mootré que si la ronelion /(*, , , 
diriW*, p*riMta jor rapport à z rt * * d'ordre plus grand que d e « , ¿¡xilZ* 
daa> le nrtaafte P. on p« i rhomr le rfeeau T d one aulre manière, en empara« 
d'aairvf ( v a i W df qaadraiare. New avons irait* en détail de l'intégrai,W ¡al 
•¿hqae cb- réqulka difMreaiidle (I). an moyen de la méthode des app ro i i nu^ 
OKBHaiT» H dr la fcraak dr quadratore de J t POT*. (4,6). 

§2. gjwtkn a u M i i n partkBm du second ardre de type kjper ta^M 

IC. Koa* arc«« fait aae cxtcasion de la méthode précédente d'intégratkw 
aasÂiqae 6e* émulkn* différrntidka (I). aux équations aux dérivées partidit» 
da recoad wdre de type briwrholiquc (S). Ce travail paraîtra prochainement dans 
Uaibrastita Tow 2 (25). Nos* avons d'abord établi par une extension de la mét-Mstfanastin T « - 2Ï25). 
h ode dr J. HADW [6J. ta fermule de cuhature 

(36) j j /(«. 9)éxi9 - Vt) + /(*, *)] + R, 

ot D « t te rectangle défiai par les inégalités 

et ob le reste R est donné par la formule 

avec 

(38) — _ + ( « , - - y»)* 



i\rf:<.iiArn.N si Mf:m<jn. 431 

Nou* »von* a|ipli<|u4 eBiiiilr la méthode de* approximation* »urtr*Mvr* ri la 
fnfniiilr i\r rubature * rinlrffraliow num^riqar rte l'anal ion aaz dfrivérv par-
lie««* 

——• - / ( * . Jf.f. 
dx djf 

-a »v«t 1« rooditioo* t(x. 0) - 0. il», j) - ». dan* le rrrUngle 
à* ** 

A formé par 1« droite* x - 0, * - X . y - 0. 9 - ^ 
Nou» avons montré qu'on peut déterminer an réseau F formé par 1« d roi in 

s _ "ï(4 y - où le» pointa et Jf4 partagent l*a interralle* (0. X> rt (0. p) en 
„ ci M partie* égales et chntbrr an algorithme de cakal poar les nombre* 
$ de fa«on que c étant un nombre positif doaaé. les vairon absolu«* de* difTé» 

y») - p K , » ) - f(*i.»> - £ 
«ur Im noeud* du réseau T. «oient plu» petites que 2s. 
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