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1. 84 presuptnem ci restul R[f] al unei formule de aproximare liniard
este o functionald liniard definitd pe un spatiu vectorial S, format din
functii f = f(x), definite si continue pe un interval J. Functiile f sl furie-
tionala liniard R[f] sint reale 5i S conjine toate polinoamele,

Spunem ci R[f] este de formd simpld, dacd exista un intreg n = — 1,
astfel incit si aibd loc egalitatea 1

R[f]:IC['E], a-,;----n'am-glfj. f&S, (1)
unde K = R[x*+!] este £0, independent de functia’  f, iar &
i=1,2 ..., nm-2 stnt » + 2 puncte distincte ale intervalului 7 (care
pot si depindid in general de funcfia f si care sint situate in interiorul
intervalului, daci » = 0). Notatia [£, &, ..., Eura; f] Teprezintd diferenfa
divizatd a functiei f pe nodurile &), &, ..., &4, FPentru aceste notinni
si pentru cele citeva proprietafi care vor urma, rugam cititorul de a con-
sulta lucrérile noastre anterioare, in particular, lucrarea noastrd [3] din
volumul anterior al acestei reviste.

n acest caz, # reprezintd gradul de qxactitate al restului si se bucurd
de proprietatea (caracteristicd) cd R[f] este nul pentru orice polinom deg
grad », dar R[a"t1] =% 0.

Reamintim ci pentru ca funcionale R[f] avind gradul de exactitate
n, s@ fie de forma simpld, este necesar st suficient ca R[f] 0 pentru orice

functie fe S convexd de ordinul n (pe ). In acest caz este de altfel necesar
ca R[f] si pistreze un semn constant pentru orice functie convexd de

ordintl #. Observind cd funcfia 2”1 este convexd de ordinul #, conditia
precedentd se poate scrie
Rx1] - R[f] > 0. (2)

i‘) Aceastd lnerate se publick si In limba francezd in revista ., Mathematica'’ vol. 2(26),

fascicola 1.
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Condltla (2) pentru orice funcfie fe S convexd de ordinul #, este
deci necesari si suficientd pentru ca R[f] si fie de forma simpld (1). Obser-
vim cd pentru aceasta este de asemeeea necesar (dar nu suficient) ca
R[x11] £ 0 si ‘

R[x*+] . R[f]=0 (3)

pentru orice functie fe S neconcavi de ordinul #.

2. Dacid funcfionala R[f] este de formd simpld (1), atunci o putem
delimita cu formula

| R{f]| < | R[#**1]|+ M, (4)
unde ¢
M = sup | [%y, %, - -, Fuyas f]]. (5)
\ . x; €1 i

De altfel daci f admite o derivatd de ordin #» + 1 (mirginitd) pe /, numirul
(b) este dat de egalitatea

| :
[ = 1) () ],
A —(m j‘il} | f (%)

Dar delimitarea (4) este valabild intr-un caz mai general. Anume, vom
demonstta ¢i : |

Delimitarea (4) este valabild dacd R[f) are gradul de exactitate n si
dacd inegalitatea (3) este vervificatd pewtru ovice funciie fe S neconcavd de
ordinul n.

Avem R [x"“]#O si pentru demonstratie putem presupunc ci
R [#*11] > 0. Considerdm atunci functionala liniard (definitd pe S)

Rl[f]'—R[f:'"'—s[xlv Xy - - oy xn+2!f]' (6)
unde %, gy oo Xntg sint # + 2 puncte distincte fixate (independent de
f1111c1:1a f) in mterva]ul I, iar = este un numdr pozitiv oarecare. Vom arita
cid Ry[f] este de forma mmpla, (1). Intr-adevir, dacd tinem seami de faptul
c4 diferenta divizatd pe # + 2 noduri (nu toate confundate) a unei functii
convexe de ordinul # este, prin defini];ie pozitivd, deducem cd R,[f] > 0,
pentru orice functie fe S, convexd de ordinul ». Proprietatea. este astfel
demonstratd. Tinind seamd de (5) si (6) si scriind de asemenea delimitarea
corespunziitoare (4) pentru R,[f], obfinem

IR[f]l < (R[] + 2¢)M

Aceasti inegalitate fiind adeviratd oricare ar fi numarul pozitiv e, rezultd
delimitarea (4) si proprietatea in cauzd este demonstrati. Dacd avem
R[x"+1] < 0, demonstratia este analoagi. Se ia atunci in (6) pentru ¢
un numir negativ oarecare.

’

3. Pentru a aplica proprietatea precedentd este suficient de a cunoaste
criterii care sd permitd de a afirma ci (in ipoteza R[x"+1] 3£ 0) inegalitatea
(3) este verificatd pentru orice functie fe S, neconcavd de ordinul #. Vom
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prezenta aici un astfel de criteriu care rezultd din remarcabila proprietate

" a polinoamelor de aproximare ale lui S. N. Bernstein, de a pistra

caracterul convexitatii functiilor [2].

Presupunem ci I = [0, 1] si cd functiile spatiului S admit derivate
de ordinul 7 (= 0) continue pe [0, 1]. Considerdm funcfionala liniard R[f],
avind gradul de exactitate # §i care este mirginitd in norma

; ; it
Ifll=Y% sup 9] (1)
i=0 xe[0,1
Notam
. n4-1
mp,y = S(t — ) (1 — ) dt. (8)
il S

in ipotezele formulate anterior are loc urmdtoarea proprietate :

Pentru ca inegalitatea (3) si fie verificatd pentru orice functie fe S,
neconcavd de ordinul n, este (necesar $i) suficient ca sd aibd loc megahtatea
Rx"+1] . R[m;,]1 = 0, oricare ar fi iniregiMnencgativi k st 1.

Observdm cd nfrt!) = #*(1 — x)". Dacé}}

By = Bulwif) = B (1) £[) w0 — 2

este polinomul lui S. N. Bernstein de gradul =, atunc1 pentrit derivata
sa de ordinul # 4+ 1 (m=n -+ 1), avem

B("'{'l)  m—1)1 (1) m—n--1 m——n—j K b +nt1 f (1)
m e R R N ) LA Roe Shuai; ik |
i mn(m—n—1) ! 5o i, m—n--1—1,
_de unde
(m—1)! (n+1)|"‘ Pl N[ 2 it ittt
B, = T ( ) poi 3 | T men—1—~i Bas
mir(m—n—1)! m m

unde f,, este un polinom de gradul .

Dupi cum au aritat S. N. Bernstein [1] si S Wigert [5],
dacé derivata. f(’) de ordin 7 (= 0)- a funcfiei f existi gi este continud pe
[0, 1], sirul {B } tinde pentru m — oo, uniform pe [0,1] cdtre f©.
Rezulti de aici ci R[B, ] — R[f] pentru m — o0 si deci

lim R{x*#1] - R[B,| == R{x"1] - R[f]. )

N =y 0

Daci observam ci

R[B,] : (m—1)! (n+1)! ”‘“"—1(m_n—1)

mrm—n—1)1 S g

LRt ing1
= U e f]R[n';m n—1— 1]
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si cd diferenfelé divizate pe # + 2 noduri ale unei funcfii neconcave de
ordinul # sint nenegative, rezultd ca R[x"+!] - R[B,}=0 pentru orice}func-
tie neconcavi de ordinul #. Tinind seamd de (9), rezultd proprietatea in
cauzi.

4. Pentru a da o aplicatie, fie R[f] restul in formula de cuadratura
numericéd : ‘

1

y@m:ym+§mH§ﬂ@+$yw+ e

1 o
+§f(1) —3_Of(1) + R{f],

unde f admite o derivatd de ordinul 3, continud pe [0, 1].

In acest caz funcfionala R[f] are gradul de exactitate n =5 si’este
mirginitd in raport cu norma (7), pentru j = 3, Avem

Ry =\ (6= 2P0 =) a.

X

Deducem
1 1 ]
R[#%] = — >0, Snk.; dx =% S SR — o) A

0 9

si un calcul simplu ne di
1
S t2(l — ) dt > 0,

0

1

R[“Tk,t] = 6

Se poate deci aplica in acest caz delimitarea (4) si avem

1
R[fl=— sup | [%158 ok %a; 0% 5 1 X5, %asiZar e
105
#€[0,1]

Dachi derivata de ordinul 6, f(G); existid pe [0, 1], avem

1 1 : )
IRIflI = -5 swp |00,
“x€]0,1]
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OB OLIEHKE OCTATOYHOI'O U/JIEHA HEKOTOPLIX JIMHEVHBIX
®OPMYJT TIPUBJIVIKEHUST MATEMATUYECKOTO AHAJIM3A

KPATKOE COIEP)XAHHE

I[Mpeamonaraercsi 4To OCTATOK R[f] HexkoTopoil (HoOpMYyJbl JHHEHHOrO
MPHO/HKEHUA ABJSETCS JIHHEHHBIM (OYHKIHOHAJIOM, OMPENeIeHHbIM Ha Bek-
TOpHOM HpocTpaHcTBe S, 00pasoBaHHOM (QYyKIHsIMH [ =7(#), onpeneneHHbIMHU
W HerpephBHBIMA Ha HHTepBadie /. OYHKIHU [ n dynxuuonan K[ f] cyrb meit-
CTBHTGABHBIE, a MPOCTPAHCTBO S, COAEPIKHT BCe MOJMHOMEL MICXOAA OT HEKo-
TOPHIX NpPeABLYIIHX DPesyJbTaToB [3] B HACTOSLIEM TPYAE JNOKASBIBAETCA
caefyioliee CBOHCTBO! '

Urober umeno mecro oyerka (4), ede M Oaerca opmyroi (5), docra-
rouno urobol K[ f] umea nopadox TOLHOCTU n u 4TOGbL HEPABEHCTEO (3) ydos-
AeT80paA0ck OARL Atofoll gynKyuL feS HesoeHYTOL nopadka n.

37ech 10/ NOPSAKOM TouHOCTH (yHKIuoHana A[ /], pasymeBaercst 4HcJIO
1 ¢ Tem cpolictBoM, wro K[ /] paBHaeTca Hymo AJs JOGOro NOJHHOMA n-oi
cremeny, Ho R [4"T1] £ 0.

B mpojoJKEHHH JAeTcsl MpH3HAK, Aaioliii BOSMOXHOCTH y3HATh (npw
npeanosoxenuu K [4741] 3£ 0)  ynoB/eTBopsercs Jd HEPABEHCTBO (3) mia
nio6oi (GyHKuuu f€S HEBOTHYTOH CTENEHH 1. DTOT TPH3HAK OCHOBBIBACTCS
Ha HpUMEHenHs CBOHCTBA MOJIHMHOMOB TPHO/MHKEHHS C. H. BepumirenHa
COXPAHATE XADAKTEp BHIMYKaoCTH [2].

C srofi ueapio npefnodaraerces uro [ = [0, 1] n 9TO 5JIEMEHTHI IPOCTPAH-
cTBa S MMEIOT NpPOM3BOAHBIE MOpAAKa 7 (=0) HempepHBHbIE Ha [0, 17.
[Ipeanonaraercs e uTo, IMHEHHbIH (yHKIHOHA R[f] orpanuuer OTHOCH-
TeqipHo HOpMBl (7). Tlpu 9THX NPEANONOMKEHHAX NOKa3BBACTCA CBOHCTBO!

Jlasi To20, 4T0GbL HepaseHcTso (3) yoosAeTEOPANOCH KAKAS Hu Gblad 6ol
pynkyua feS Hesoenyras nopadka n, (Heobxo0uMo i) docraroyHo, 4Tobbl
umeno meero Hepagewcrgo R[x'+Y - Rm, ] =0, Kakue Hu Bblat HEOTPU:
yareastole yeavie ducaa R u L.

BhIlIeyKaszaHHble Pe3ysibTaThi IPUMEHSIOTCS K OrPaHMUEHHI0 OCTaTKa
KBazparypusix ¢opmya (10).

SUR LA DELIMITATION DU RESTE DANS CERTAINES
FORMULES D’APPROXIMATION LINEAIRES DE L’ANALYSE

RESUME

On suppose que le reste R[f] d'une formule d’approximation liné-
aire est une fonctionnelle linéaire définie sur un espace vectoriel S, formé
par les fonctions f = f(x), définies et continues sur un intervalle 1,
Les fonctions f et la fonctionnelle R(f] sont réelles, et I'espace S contient
tous les polynomes. En partant de quelgues résultats antérieurs [3],
on démontre dans le présent travail la propriété suivante

10 — Studii §i cercetdri de matematicd
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Pour que la délimitation (4 ait lew, ow M est donné par (5), il suffit
que R[f] att le degré d’exactitude n et que U'inégalité (3) soit vevifiée pour
towle fonction fe S, non-concave d'ovdre m. '

Nous entendons ici par degré d’exactitude d’une fonctionnelle R[f]
un nombre # ayant la propriété qite R[f] est nul pour tout polynome de
degré u, mais R[a"+1] =20,

On doune ensuite un critére qui permet de connaitre si (dans 1'hypo-
thése R[a7+1] =£0) 'inégalité (3) est vérifiée pour toute fonction fe S,
non-concave d'ordre #. Ce critére se base sur 'utilisation de la propriété
qu'ont les polynomes d’approximation de S, N. Bernstein de conserver
les caractéres de convexité des fonctions [2].

On suppose a cette fin que I = [0, 1] et que les éléments de l'espace
S aient des dérivées d'ordre j (= 0) continues dans [0,1]. On suppose
aussi que la fonctionnelle linéaire R[f] soit bornée par rapport 4 la norme
(7). Dans cette hypothese on démontre la propriété suivante :

Pour que l'inégalité (3) soit vérifiée quelles que sott la fonction feS
non-concave d'ordre m, il est (nécessaire et) suffisant qu'ait liew U'inégalité
R[x*41], Rlm, ] = 0; quels que scient les entiers non-négatifs k et .

Les résultats ci-dessus s’appliquent 4 la délimitation du reste de la
formule de quadrature (10),
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