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1. Să  presupunem că restul R[f] al unei formule de  aproximare liniară
este o funcţională liniară definită pe un spaţiu vectorial S, format dinlă liniară definită pe un spatiu vectorial S. format din
functii f=f(x), definite şi  continue pe un interval I.  Funcţiile f şi func-
tionala liniară RIfl sint reale si S  contine toate polinoamele.
ționala liniara R[/] sint reale şiS contime toate  ponnoam1

Spunem că Rfeste de formă simplă, dacă există un întreg n-1,
astfel încît să aibă loc egalitatea

R[f]=K[E E... 5i].  feS, (1)

unde K= R[x+1] este  0,  independent de funcția f, iar E
it2 punete distincte ale intervalului I (care

1=1, 2,..., n +2 sint n+2 puncte distinete ale  intervalului(care
pot să depindă în general de funcția f şi care sînt situate în interiorul
intervalului dacă  0). Notatia TE E....  f  reprezintă diferențaintervalului, dacă n  0). Notaţia 1 .  +2reprezinta dreren
divizată a funcției f pe nodurile 1, 2., +2. Pentru aceste noţiuni
si pentru cele citeva proprietăți care vor urma, rugăm cititorul de a con-
sulta lucrările noastre anterioare, în  particular, lucrarea noastră [3] din
volumul anterior al acestei reviste de exactitate al  restului şi se bucură

In acest caz, n reprezintă gradul de xactitate al  restului și se bucura
de  proprietatea (caracteristică) că R[f] este nul pentru orice polinom dede  proprietatea (caracteristiea)
grad n, dar  R[x"+1]0.

Reamintim că pentru 'ca  funcționala R[f] avind gradul de  exactitate
n, så fie de forma simpla, este necesar st  sujictent ca  ysă fie de formă simplă, este necesar şi  suficient ca  Rf0 pentru orice
funcție feS convexă de ordinul n (pe I). În acest caz este de altfel necesar
ca RI  să păstreze un semn constant pentru orice functie convexă de
ea R  sa pastreze
ordinul n.  Observînd că funcţia x+1 este convexă de ordinul n, condiția
precedentă se poate scrie

R[x+1] R[f]> 0. (2)

*) Această lucrare se publică și în limba franceză în  revista, Mathematica" vol. 2(25),
fascicola 1.
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Condilia (2) pentru oriee funclie / e S cgnvexä de ordinul ø, este
deci necesprä çi suficientä pentru ca R[/] sä fie de forma sirnplä (1). Obser-
väm cä pentru aceasta este de asemeeea necesar (dar nu suficient) ca
R[r'+t1-10 çi ô

Rlx"+t1.Rl/l>0 (3)

pentru orice functie /e S !èconcar'á de ordinul ø.

2. Dacä funclionala Rl/l este cLe formá simplä (1), atunci o puterrt
delimita cu formula

lRt/ll< lftltí't+r7|, M, (4)

unde t
&/: sup lLxr,xr,...,xn+ziÍfl. (5)

', tl¡(I

De altfel dacä/admite <¡ derivatä d.e ordin n, !I (märginitä) pe 1, numärul
(5) este dat de'egalitatea

M ";s1--
ln*1,\L

sup ¡ /t,,rt)(r)l
ø€I

I)ar delimitarea (4) este valabilá într-un caz mai general, Anume, vom
demonstf',a çä :

Deliiirititrea (4) este aala.bil,ã. d.a.cã. Rlfl øre grød,:wl' d,e exactitate n ;i
d,acã. inegøliløteø (3) este uerificatã þentru orice funclie f e S neconcquã de
oytlinul, n.

Aver.n R I x"+'I + O çi pentru demonstralie putem presrlpunc cir
Rlx"lr1> 0, Conside¡äm atunci functionala liniarä (definitä pe S)

- Rr[/] : R[/] I "lxr, frz, . . ., x*+2, Í1, (ô)

unde #1, fr,, . . . , )tr+z sîît lL + 2 puncte distincte fixate (independent de
n.numär pozitiv oarecare. Vom aráta
r-adevär, dacä linem seamá de faptul
(nu toate. c.onflndate) a ulei_ funcïii
re, pozitivä, deducem cá Rrlll> 0,
ordinll n. Proprietatear este âstfel

(6) çi scriind. de asemenea delimitarea
!inern

lRi/l I 1 (Rlx.tt1 * 2 ç)M.
Aceastá inegalitate fiind. ad.eväratä oricare ar fi numärul pozitiv e, reznLtâ
delimitarea (¿) çi proprietatea în cauzá. este demonstratä. Dacá avem
Rlx"+r1< 0, d.emonstratia este analoagä. Se ia atunci în (6) pentru s

un numä¡ negativ oarecare.

' 3. Pentru a aplica proprietatea precedentä este suficient de a cunoaçte
crite¡ii care sä permitá de a afirma cí (în ipoteza Rlxt+r110) inegalitatea
(3):este verificatä pentru orice functie /e S, neconcavä cle ordinul m; \Tom

Ä3upn¡. DtrrMrrÀRrl nÉsruttjt

prezentà aici un astfel de criteriu care rezultá din remarcabila proprietate
a polinoamelor de aproximáre a1e lui S. N. B e r n s t e i n, de a pästra
caracterul convexi!äfii funcliilor [2].

Presupunern cä 1 :, [0, 1] çi cá funcliile spa]iului S admit derivate
de ordinul i (> 0) continue pe [0, 1]. Considerám functionala liniarä R[/],
avînd gradul de exactitate .n çi care este märginitä în norma

,j

ll/ll : I
i-0

(7)

Notám

t) åså3

srlp
r € [0,1]

t,ftn)(ù1.

1Ek,t.:
(-1)"+t (t - *)'' tt'(l - t)t dt

,ä (î) ¡(*) .,p x)n -

(8)

este polinomul lui S. N. Bernstein de gradul nr., atttnci pentru derivata
sa de ordinu.L n 17 (rrt,2n. {1), avem

Blnt." - ### É"'{"' |-')l; + 'i!#;ff nl'i\,_,_,

În ipotezele forru.ulate anterior are loc urrnätoarea propiietate :

Pentru cø inegalitateø (3) sã. fie wrificøtã. þentnt' orice funclie f eS,
ttecancaaã de ordinwl n, este (necesar Si) st'tficient ca. sd.aibö. I'oc inegøIitøteø
Rlx"+t1. R[-*;¡] à 0, oricewe ør fi î,nlreg'iÇnenegøtiui h ;i l'.

Observäm câ nr;,t¡t : xk(1 - x)'. Dacäl

Br, 7 Br,r(*;.Í) :

-de unde

Brn: (m-t)t (n*1)l DL-'' 1I 'tc¡, .-n-t-¿lþ^,

unde B,,, este un polinom de gradrrl n.

Duþä cum ararâtat S. N. Bernstein [1] çi S, Wigert i5l,
dacä d.erivata:Íø de ordin i (> 0) a functiei f existä çi este çonJinuä pe

[0, 1], girul lBfi)] tinde pentru ln---+@, uniform pe [0, 1] câl';re ftt).
Rezultä de aici cá R[,B,,,] -'R[/] pentru tn---+æ çi deci

lim Rlx't+Ll . Rl.B*) - Rlx"+L). Rt/], (9)
îil->@

Dacá observäm cä
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çi cä difêrentele divízate pe ? + 2 .nocluri ale unei de

árdinul n sîrrí nenegative, tezt:Jtá" cä' Rlx"+tl' R[,B"] nc-

fiu """""""vá 
de drdinui n. \inlr.ð' seamä-de (0), r în

catzâ.

4. Pentru a da o aplicafie,, fie Rt/] restul în formula de cuadraturä
numericä

1

\ft*)a*:|Í{o) + f/'to) +*a./"{o) +fr/"'{o) -r
o 

_ Ò öu rou (10)

+]rtrl -f/'tt) + R[.r],

unde y' admite o derivatä de ordinul 3, continuä pe [0, 1]'
În acest'caz funclionala R[/] are gradul c1e exactitat'e n:5 gi este

märginitä în raport cu norma (7), pentru i :3, Avem

,J¡,t :+,1 ,, - x)u t'(t - t)t dt.

Deducem

,, 
Rlø61 :# 

= o,

çi un calçul simplu ne dä

5
îc¡ o, : *i ,'--,, - t)'| dr

R[æ¡,¡-] : ¿r<+z(7 - t)tt o. ¿, , o

Se poate deci aplica în acest caz d-elimitarea (4) çi avem

RU]<# sup llxr, xr, %s, %4, x6, x6, %z; îll'
x¿e 10, 7l

Dacä derivata de ordinul 6,.f(t); existä pe [0, 11, avem

tRr/| = å * sup ¡/(6)(ø) ¡

z€[0, 1l

t
6
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Ul ueroroPoü QoPuY.nu ¡øueliuoro
gex-
bIMH

ÄetI-
eKo-

B HacTofllqeM lpyÄe ÃoKasbIBaercg

eÔe M Ôaercn þopiugttoti (5),.Ôocra-
cru n u ,aro6or uepaeermeo (3) gÔoa'
ueaoeuYroü noPnÔrca n.

IIr4oHarIa Ã l/], paeyMeBaercfl qI'IcJIo

HyJIro ÃJIfl ¡rcóoro no¡øttolvla l¿-oü

crenenrì, to Rlx'+tl 10.
ocTb
ABEH

HAK
H.

1: [0, l] n uro orleMenrbl nPoclpq1-
a I (>0)- uenPePunnlte Ha [0' l]'

BuureyxasaHHble pæyJIbrarbl np14MeHfl¡oTcfl K olpaHøqeHI'1rc ocraTKa

KBaÃparypuux Qopnay.n (10).

SUR ITA DÉITIMITATION DU RESTE DANS CERTAINES
FORMUI,ES D'APPROXIMATION LINÉAIRES DE L'ANALYSE

nÉsurrÉ
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On-supposequeleresteR[/19'qtt"formuled'approximationliné-

"ir" "J utiäio""tiôtrr"ú" üneaire'definie sur un espace vectoriel S, forrn!
;;; il; i;;"ti;"t f : f(x\, définies et continues- sur un intervalle 1'

i;; f;";i;;;7et í" roäòtío"nelle R(/l sont réelles, et l',espace s contient
lous t"s polyäomes. En partant dJ-quelques. résultats. antérieurs [3],
on démonit" d"tts le présênt travail la propriété suivante :

10 - Studi¡ ti cercetäli de mat€maticä
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oe our gue la  delimitation (4) ait lieu, où M est donné par (5), il suffit
que Rait le degré d'exactitude n et que l'inégalité (3) soit vérifiée pour
toute fonction fe'S, non-concave d'orareesa

Nous entendons ici par deord drare n.
Nous entendons ici par degré d'exactitude d'une fonctionnelle R[f]

un nombre n ayant la  propriété que R[f] est nul pour tout polynome dedegré n. mais R11ropriete
degre , mais R["+1]0
thèse Ra"+1]0) l'inégalité (3) est  vérifidconnaitre si (dans Гhуро-On donne ensuite un critère qui permet de  connaître si (dans l'hypo-

megahte (3) est vérifiée pour toute fonction feS,
non-concave d'ordre n. Ce critère se base sur  l'utilisation de la  propriété
qu'ont les  polynomes d'approximation de S. N.  Bernsteine la propriéte
les caractères de
les  caractères de  convexité des fonctions [2].

On suppose à  cette fin que I = [0, 1] et que les éléments de
S  aient des dérivées  que= [0, 1] et que les éléments de l'espace

alent des derivées d'ordre  0)  continues dans [0,1]. On suppose
aussi que la fonctionnelle linéaire R[ soit bornée par rappota
(7). Dans cette hypothèse on  démosotbornee par rapport a la norme

puns cette hypothese on démontre la  propriété suivante:
Pour que l'inégalité (3) soit vérifiée quelles que soit la  fonction feS

non-concave d'ordre 'n, il est  (nécessaire et) suffisant o ait fonotion je
R[+11 RI orare  est  (necessaire et) suffisant qu'ait lieu l'inégalité
R[X+1]. R[T,]0, quels que scient les entiers non-négatifs k et

for Les résultats ci-dessus s'appliquent à la  délimitation du reste de la
mule de  quadrature (10).
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