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SUR LA CONSERVATION DE I/ALLURE DE CONVEXITE
D'UNE FONCIION PAR SES POLYNOMES
D'INTERPOLATION

par
TIBERIU POPOVICIU

a Cluj

§ 1.

Conservation de la eonvexilé par interpolation

1. Considérons 1'opérateur linéaife
(1) Fflx] = igof(xi)Pi

défini sur I'espace des fonctions f = f(#), réelles et d’une variable réelle x,
définies sur un ensemble linéaire E contenant les points xg, %y, .., %y
Nous pouvons supposer que les points x; sont distincts et sont numérotés
par ordre de grandeur croissant, donc ’

(2) x0<x1< o < Xy

Les fonctions
(3) PO’PIJ""Pm

caractérisent 'opérateur (1) et sont réelles, de la variable réelle x, définies
sur un intervalle non-nul I.¥) Pour tout f la valeur de l'opérateur (1) est
une fonction définie sur lintervalle I**),

*#) C’est-d-dire de longueur non nulle.
#¥) Les définitions et certains des résultats de ce travail peuvent &tre étendus facilement
au cas oit les fonctions (3) sont définies sur un ensemble linéaire quelconque,
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I’expression (1) représente et peut donc s’appeler une fonction d'inter-
polation de la fonction f. Les points (2) sont les noeuds d’interpolation
correspondants.

Si les fonctions (3) sont des polynomes, l'opérateur (1) est un
polynome d'interpolation (généralisée) de la fonction f. Dans ce cas le
degré du polynome d’interpolation est égal au plus grand des degrés des
polynomes (3). .

La dénomination de fonction, respectivement de polynome d’inter-
polation est justifiée par le fait que sur tout point commun x, des ensem-
bles E et I, 1a valeur F[f|x,] de la fonction (1) peut étre considérée comme
une valeur approximative de f(x,). Cette approximation s’obtient par
le procédé d’interpolation exprimé par l'opérateur (1).

Nous entendons ici Uinterpolation dans un sens généralisé. La fomc-
tion (1) est umne fonction d’interpolation (un polynome d’interpolation)
proprement dite si I'intervalle I contient les noeuds (2) et si les fonctions
E[f|x], f coincident sur les noeuds, quelle que soit la fonction f. Cette der-
niete condition s’exprime par les conditions

0, si 7521

. .o, 2=0,1, ..., m.
1,81 7=n1,

@ .mw={

De cette forme est, par exemple, le polynome d’interpolation de
Lagrange, divers types de polynomes d’interpolation dus & 1. rEJER [1],
etc. Mais, il existe aussi des polynomes d’interpolation ne vérifiant pas
les conditions (4) et présentant pourtant une grande importance. Tel

est le polynome, bien connu, de S. N. Bernstein

) ()] e —ar

Dans ce cas nous avons

o=, Pi:(

n
m 3

.)xf(l—x)’”*i, i=01, ...m.

¥

2. Le polynome (5) jouit de la propriété importante qu’il conserve
le signe de la fonction fsur l'intervalle [0,1], donc que, pour toute fonction
f non-négative (sur E), il est non-négatif sur [0,1].

J’ai démontré autrefois [2] que les polynomes (5) jouissent encore
d’autres propriétés de conservation de l'allure de la fonction f. Si la fonc-
tion f est non-décroissante ou bien, en général, si elle est non-concave
d’ordre » (sur E) il en est de méme pour le polynome (5) sur [0,1]. Les
polynomes (5) de S. N. Bernstein conservent donc (sur [0,1]) la non-con-
cavité de tout ordre (= —1) de la fonction f.

Nous pouvons introduire la
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Définition 1. Nous dirons que la fonction d'interpolation (1)
conserve (sur l'intervalle I) la non-concavité d’ovdre n (de la fonction f) si,
la fonction (1) est non-concave d’ovdre n (sur I) pour toute fonction f non-
concave d’'ordre n (sur E).

3. Rappelons qu’une fonction est dite non-concave d’ordre #(= —I)
sur E si toutes les différences divisées d’ordre = + 1 de cette fonction,
sur # + 2 points (distincts) quelconques de E, sont non-négatives. Si toutes
ces différences divisées sont positives, la fonction est dite, en particulier,
convexe d’ordre # sur E. La non-concavité respectivement la convexité
d’ordre —1 est équivalente 4 la non-négativité respectivement a la posi-
tivité de la fonction. La non-concavité respectivement la convexité d’ordre
0 est équivalente 4 la non-décroissance respectivement & la croissance
de la fonction. Enfin, la non-concavité respectivement la convexité d’ordre
1 est équivalente A la non-concavité respectivement a la convexité habi-
tuelle de la fonction.

Si les différences divisées d’ordre # - 1 de la fonction sont toutes
non-positives respectivement toutes mnégatives, nous disons que cette
fonction est non-convexe respectivement concave d’ordre » (sur E). Il y
a des spécifications analogues a celles de plus haut dans les cas » = —I1,
0 ou 1.

Si la fonction f est non-concave respectivement convexe d’ordre #,
la fonction —f est non-convexe respectivement concave d’ordre # et réci-
proquement,

Une fonction qui a toutes ses différences divisées d’ordre # -+ 1 nulles
est dite polynomiale d'ordre # (sur E). Pour qu'une fonction soit polyno-
miale d’ordre # il faut et il suffit qu’elle soit a la fois non-concave et non-
convexe d’ordre .

La convexité (concavité) et la polynomialité sont des cas particuliers
de la non-concavité (non-convexité) du méme ordre. Si une fonction est
non-concave d’ordre n = 0 sur Uintervalle non nul I, mais si elle n’est
pas convexe d'ordre n (sur I), il existe un sous-intervalle non nul de I
sur lequel la fonction est polynomiale d’ordre #. Cette propriété n’est
évidemment pas vraie pour # = —I1,

Si I'ensemble E est formé par au plus # + 1 points (# = 0), toute
fonction définie sur E est polynomiale d’ordre #n (sur E).

Un polynome de degré # est une fonction de la forme

(6) agx" + a v+ o+

les a; (les coefficients du polynome) étant des constantes quelconques.
Siag 2 0 le polynome (6) est de degré effectif n. Toute fonction polynomiale
d’ordre # (= 0) est un polynome de degré »n*). La fonction (identiquement)
nulle est une fonction polynomiale de tout ordre # = —1, donc un poly-

*) Pour simplifier nous pouvons, sans aucun inconvénient, confondre un polynome avec
une fonction polynomiale, quoique les deux noticns sont logiquement distinctes.
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nome de tout degré » = —1. On peut supposer que le degré effectif de
ce polynome est égal a —1.

Nous désignons par [&;,8,, ..., &1, f] la différence divisée d’ordre
n et par L(&,, &, ..., Eir1; f]%) le polynome de Lagrange, donc le poly-
nome prenant les valeurs de la fonction f sur les noeuds &;, 7 =1, 2,
n -+ 1.

Dans la suite nous utiliserons un certain nombre de propriétés des
fonctions convexes d’ordre supérieur, des différences divisées et des poly-
nomes de Lagrange. Ces propriétés sont, en général, connues. Les plus
importantes seront briévement rappellées & mesure qu’elles interviendront.

Al

4. Nous nous proposons de trouver des conditions que doivent rem-
plir les fonctions (3) pour que la fonction d’interpolation (1) couserve la
non-concavité d’ordre # de la fonction f.

Avant d’aller plus loin remarquons qu’on peut donner une définition
analogue 4 la définition 1 pour la conservation de la non-convexité et de
la polynomialité. D’ailleurs, toute fonction d’interpolation (1) qui conserve
la non-concavité conserve aussi la non-convexité du méme ordre et réci-
proquement.

FEn particulier done,

THEORTIME 1. St la fonction d’interpolation (1) conserve la non-conca-
vité d’ordre n, elle se védwit & un polynome de degré n pour tout polynome
[ de degré n').

Nous avons aussi le
THEOREME 2. Sin = m, powr que la fonction d’interpolation (1) conserve

la non-concavité d’ovdre n, 1l faut et il suffit que les fonctions (3) se védui-
sent & des polynomes de degré n.

FEn effet, le polynome

f=2n (v—2) (v —x ) (x—xit1) ... (¥ —2m)

(wi—x) oo (mi—xi—1)(W—Hit1) ... (Hi—%m)

est une fonction non-concave d’ordre #, quel que soit la constante A (a
cause de I'inégalité m << n). Pour cette fonction nous avons F[f|x] = A P;
et il est nécessaire et suffisant que P; et —P; soient non-concaves d’ordre
n, donc que P soit un polynome de degré m.

Il en résulte que si la fonction d’interpolation (1) conserve la nomn-
concavité de tout ordre » = —1, les fonctions (3) se réduisent a des poly-
nomes de degré m et, de plus, la fonction F[f|x] se réduit & un polynome
de degré n (= —1) si f est un polynome de degré #. Une fonction d’inter-
polation (1) qui conserve la non-concavité de tout ordre est donc un poly-
nome de degré m qui n’éléve jamais son degré si f est un polynome.

*) Pour » = — 1, la propriété est hanale et résulte de la linéarité de l'opérateur (1).
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5. 11 est facile de voir qu'il existe des fonctions d’interpolation (1)
conservant la non-concavité d’ordre quelconque n = —I1. Pour obtenir
une telle fonction d’interpolation il suffit de prendre pour les fonctions
(3) des constantes non-négatives quelconques. On peut méme affirmer
que tout polynome d’interpolation de degré % conserve la non-concavité
de tout ordre n = k.

6. Pour que la fonction d’interpolation (1) conserve la non-concavité
d’ordre —1 (la noun-négativité) il faut et il suffit que les fonctions (3) soient
non-négatives.

Supposons maintenant que 0 =<#n="m —1. D’aprés une formule
de transformation des différences divisées [B] nous avons

" m—n—1

M) FLAR =Y (w0 20 55104 B [ Fivn - Fogwns /1 R
ol

®) Q=Y (—)(5—=) - (55— % )P;, i=01,...,m

j=i

m

(9) R”Jf = (xi+ﬂ+1 _' xi) 2 (xj —-—xi+1) (xf _—xi+2) SO (xj - xi+¢L)Pj‘

j=t4n+1
1=0,1, ... m—n-—1, n=0,1, ..., m—1.
Ici le produit (xj— xg)(%; — #1) - .. (%5 — x,—4) si ¢ = 0 et le produit
(0 — 2, 1) (% — %, 09) -+ (45— %;4,) si #=0 sont remplacés par 1.

Nous avons alors le

THEOREME 3. St 0 < n==m —1, pouwr que la fonction d’interpolation
() conserve sur I la non-concavité d'ordve n de toute fonction f non-concave
d’ordve n sur les points (2), 10 faut et il suffit que les fonctions Qg Q4 .- -, On
sotent des polynomes de degré m et Ry, o, Ry, -, Rym—n_, des fonctions non-
concaves d’ordre n (sur I).

Ta propriété résulte facilement en remarquant qu'on peut trouver
une fouction non-concave d’ordre # sur les points (2) telle que
[%g, %1, ---, %3 [, ©=0,1, ..., n prennent des valeurs réelles quelcon-
queset [%;, %44, -+, X010 fL ¢ =0,1, ..., m—u—1 des valeurs réel-
les non-négatives quelconques. Il faut aussi tenir compte du fait que toute
combinaisons linéaire de fonctions non-concaves d’ordre #, avec des coef-
ficients nomn-négatifs, est aussi une fonction non-concave d’ordre .
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Si les fonctions (3) sont (n -+ 1)-fois dérivables, donc, en particulier,
si elles sont des polynomes, les conditions du théoréme 3 peuvent s’écrire

(10) QP =0,5=0,1, ..., n

(11) R =0, 4=0,1, ..., m —n—1.

En effet, pour qu’une fonction (# + 1)-fois dérivable soit non-concave
d’ordre #, il faut et il suffit que sa dérivée d’ordre # -+ 1 soit non-négative.
Enfin, il est facile de voir que de ce qui précede résulte aussi le

THROREME 4. Powr que la fonction d’interpolation (1) conserve (sur I)
toute mon-concavité d’ovdve n = —1, des fonctions f non-concaves d’ovdre n
sur les points (2), il faut et il suffit que Q; soit un polynome de degré © pour
1=0,1, ..., m et que pour tout w = —1 et 1=0,1, ..., m —n—1,
le polynome R,,; soit mon-concave d'ordve n (sur I).

Remarquons que du fait que Q; est un polynome de degré 7 pour
¢t =0,1, ..., mil résulte que les fonctions (3) sont des polynomes de degré
m. Pour compléter les formules (9) nous prenons R_, ;= P;,7=0,1, ..., m
et on voit que R,,; sont tous des polynomes de degré m. Les conditions
de I’énoncé peuvent aussi s’écrire '

(12) Q£i+1):0, 1=0,1, ..., m,
(13) R;(ZTI—I) 20, 1.:-0:1: O o) ’WI/'—’VL——],%Z—L 0, 1, ...,m—].

7. Dans les théoremes 3, 4 on suppose essentiellement que ['ensemble
de définition E de la fonction f se réddit a I'’ensemble des points (2).
La non-prolongeabilité des fonctions non-concaves d’ordre > 1 [3] nous
montre que si E est un ensemble quelconque contenant les points (2) on
peut seulement affirmer que les conditions des théorémes sont seulement
suffisantes. Nous avons douc les

THEOREME 3'. 5S¢ 0 << n<<m —1, pouwr que la fonction d’interpolation
(1) conserve la non-concavité d’ovdve n, il suffit que Q4 Q1, -- ., Qn soient
des polynomes de degré n et que les fonctions R, o R, 1, ..., R, _,_1 Sotent
non-concaves a’ ovdre n.

THEOREME 4'. Pour que la fonction d'imterpolation (1) conserve toutes
les mon-concavités d’ovdres n = —1, 1l suffit que Q; soit un polynome de
degré i powy + =0,1, ..., m el que powr 1 =20,1, ..., m—n—1, n=
=—1,0,1, ..., m—1, le polynome R,,; soit non-concave d’ordre n.

8. Nous savons que les fonctions non-concaves d’ordre —1, 0 ou 1
sont toujours et partout prolongeables. Nous en déduisons donc le
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THEOREME 5. 1°. Pour que la fonction d’interpolation (1) comserve la
non-négativité il faut et il suffit que les fonctions (3) soient non-négatives.

_2° Pour que la fonction d'interpolation (1) conserve la non-décroissance
t faut et il suffit que la somme Py -+ P, + ...+ P, se réduise & .une
constante et que les fonctions

wm
Y Pi=0,1, .. ,m—1
j=it1
soient non-décroissantes.

- 3° Pour que la founction d'interpolation (1) comserve la non-concavitd
habituelle (d’ordre 1) 1l faut et il suffit que les sommes

(2— xo)Pj

M
T

se véduisent & des polynomes de degré 1 et que les fonctions

o

Y (%— %) Py i=0,1, .., m—2

j=ite

sotent non-concaves d ovdre 1.

Nous avons tenu compte des formules (8) et (9) et de la numéro-
tation (2) des noeuds.

I1 est facile de trouver des énoncés analogues pour m = 0 et m = 1.

Lorsque #n > 1, les conditions nécessaires et suffisantes sont plus
compliquées. Lorsque # est quelconque mais m = # -4 1 les conditions .
du théoréme 3’ sont encore nécessaires (méme si # > 1). En effet, dans
ce cas toute fonction non-concave d’ordre # sur les nmoeuds est toujours
et partout prolongeable, notamment par le polynome de T,agrange
L(x, %1, -+, %urq; [l2). i

9. En introduisant une légére restriction par la modification de la
définition 1, on peut obtenir des résultats plus intéressants. Cette modi-
fication consiste en 4 exiger la conservation non seulement de la non-con-
cavité, mais aussi de la convexité.

Nous introduisons la

Détinition 2. Nows dirons que la fonction d'interpolation (1)
conserve (sur lintervalle I) la convexité -d’ordre n (de la fonction f) si la
Jonction (1) est convexe d’ovdre n (sur I) pour toute fonction f convexe d’ovdre
n (sur E).

Si on tient compte du fait que la limite d’une suite convergente de
fonctions non-concaves d’ordre # est également une fonction non-concave
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d’ordre n et que toute fonction non-concave est la limite d’une suite con-
vergente de fonctions convexes de méme ordre (par exemple, des fonctions
f+ext! pour e > 0 et tendant vers 0), on déduit que foute fonciion
d’interpolation (1) qui conserve la convexité d’ordre m, conserve ausst la non-
concavité d’ordve n.

En vertu du théoréme 2, la fonction d’interpolation (1) ne peut con-
server aucune convexité d’ordre # = m. Il suffit donc d’examiner le cas
n < m—1.

En supposant n<"m —1, pour qu'une fonction d’interpolation (1), qui
conserve la non-concavité d’ordre #, conserve aussi la convexité d’ordre »
il faut et il suffit qu’'en plus des conditions des théorémes 3, 4, 3/, 4

1° Sin = —1, les fonctions (3) ne soient pas nulles a la fois.

2° 8i #n =0, les fonctions R, 2=0,1, ..., m — n—1, ne se
réduisent pas toutes a des polynomes de degré » sur un méme sous-inter-
valle non nul de I.

11 est facile d’énoncer, avec ces précisions, les théorémes correspon-
dents aux théorémes 3, 4, 3’, 4’ et relatifs 4 la conservation de la con-
vexité d’ordre w << m — 1. Les fonctions convexes d’ordre —I1, 0 ou 1
sur les noeuds (2) peuvent toujours et partout se prolonger (au sens strict)
[4]. On peut donc énomncer pour les convexités d’ordre —1, 0 ou 1 un
théoréme analogue au théoreme 5. T,es conditions trouvées sont néces-
saires si # est quelconque et m = n - 1, pour la méme raison.

Comme dans le cas de la non-concavité, on peut aussi donner une
définition de la conservation de la concavité. On voit facilement que
toute fonction d’interpolation (1) qui conserve la convexité, conserve
aussi la concavité du méme ordre et réciproquement.,

10. Si les fonctions (3) sont des polynomes, donc lorsqu’il s’agit d'un
* polynome d’interpolation, le fait que Qo, Qy, - -, Qu, R, 0 Ry« o) Riyjueny
se réduisent tous a des polynomes de degré # est équivalent au fait que
les polynomes (3) sont tous de degré =.

Si la fonction d’interpolation (1) conserve la non-concavité d’ordre #,
le fait que les fonctions (3) se réduisent toutes a des polynomes de degré
n est équivalent, en vertu des égalités (10), au fait que les fonctions P,
Py, ..., P, ou bien que les fonctions P, 4, P,i9 -., P, se réduisent a
des polynomes de degré #. Nous pouvons donc énoncer le

THEOREME 6. St n<<m —1, pour que le polynome d'interpolation (1)
conserve la convexité d ordre n il faut et 1l suffit qu'il conserve la non-con-
cavité d’ordre w el que les polynomes Py, Py, ..., P, ou bien que les polyno-
mes Py, Py, ..., Py, ne se véduisent pas tous a des polynomes de degré n.

En particulier, nous avons le
- THROREME T. Pour que le polynome d’interpolation (1) comserve foutes
les convexités d’ordre n =< m —1 4l faut et il suffit qu'il conserve les non-
concavités de tous les ovdres et que les polynomes P, P, soient de degré

effectif m.

TIBERIU POPOVICIU
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D'ailleurs si 'un des polynomes P, P, est de degré effectif m, Uautre
I'est également.

Dfms ce cas, si m > 0, le polynqme PQ est décroissant et ne peut
donc s’annuler qu’'au plus sur extrémité droite de l'intervalle I. De méme
le polynome P, est croissant et ne peut donc s’annuler qu’au plus sar
I'extrémité gauche de l'intervalle I. On voit ainsi d’une autre maniére
que la condition de conservation non seulement de la non-négativité
mais celle de la positivité est vérifiée. ’ ,

‘11, Par symétrie, on peut mettre les conditions exprimées par les
g A $i.one h .
fonctions (3) a l'aide des fonctions Q; et R,,;, sous une autre forme. On
peut obtenir ces conditions symétriques en utilisant, au lieu de (1), Ia
formule de transformation

(7) IFflx]= EO [Hn—is Z—gyrs « - X Sl @i s

m—n—1

+ ZO [xiJ xi-{-l)
=

o Xidu1s f] Ram’
: (xj— xm—i+1) PJ'

: ('x] I xi-l-n)PJ'

=0
1=0,1, ..., m—n—1, #=01, ... m—1.
Les conditions pour I'ordre # sont que @, 1 =20,1, ..., n soient des

polynomes de degré # et R,,; des fonctions non-concaves d’ordre #. On
peut d’ailleurs déduire ces conditions en exprimant linéairement les fonc-

tions @i, R, ; par rapport aux fonctions Q;, R, ,. Ces relations sont

@izzo [x(): xl) » x];(—P;]Q]I ,I’ZOJ 1) "')M,L
b=
O i = (5 — 1) — %)) - (F—Fuepin) S=0,1, eeeym (5 = 1)
R, =R, ;4 (%i— %4041 ]ZO (%o %y, X Q] Q)
1=0,1, ..., m—n—1, =01, ..., m —1

olt ¢;, = (¥ — %1) (¥ — Xit2) (x— Bitn)
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Réciproquement, nous avons

1

Qi =5 'ZO [xm: Xm—1s ** s xm—j; @i]@, 1 = 0: 1; e, m
=
ot @ = (¥ —wg)(x — %) ... (¥ —x,9), ¢=0,1, ..., m(p, =1),
Rn,i = Rn,i + (xiJraH—l_ 9@) 'ZO [%ms X—1s « = » Fm—j; (Pi,u]Qj;
.=
1=0,1, ..., m —n—1, n=0,1, ..., m—1,
Nous avons atssi R_;,=R_;, =Py, i =0,1, ..., n
§ 2.

Existenee des polynomes d’interpolation conservant la convexiié

12. Nous allons démontrer que si les noeuds (2) sont donnés quelcon-
ques, il existe des polynomes d’interpolation (1) de degré m qui conservent
toutes les convexités d’ordre == m —1, donc qui conservent aussi toutes
les non-concavités d’ordre = —1, sur un intervalle fini non-nul 1. Nous
désignerons par a, b, a < b les extrémités de I.

Nous allons construire un polynome d’interpolation de la forme cher-
chée en utilisant le

Lemme 1. Si I est un intervalle fini, d’exivémités a, b, a < b, si
0<<i<<metsi Sy Sy - -, Sty sont i -2 polynomes de degré m, on peut
trowver un polynome P de degré wm tel que 'on ait

(14) Pz 8P, j=0,1, ...,4, Pt =Si
sur I%).

#) On peut énoncer une propriété un peu plus générale sous la forme suivante:
Si I est un intervalle fini et st Zy, Zy,..., 2544 sont t+2 (i20) polynomes, dont le devnier

est de degvé k, on peut tvouver un polynome P de degré k+i+1 tel que U'on wit
P =z;, j=01,...,4i+1,

suy I.

$i le polynome Z i, est de degré effectif £, on peut choisir, parmi l'infinité des
solutions du probléme, un polynome P de degré effectif A+i+1.
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En effet, le polynome

(¥—a)i—1

P = Si-|~1 + Z Aj (i—) !
=0

olt les coefficients Aq Ay, ..., A vérifient les inégalités
Pl . i1 (x_a)j—v
(15) Aj = sup [S?'f’—SM—Z Dy —]
(1 v=0 (j—v!
j=0,1, ..., 1

et olt pour § = 0 la somme de v=10 4 v=j —1 du second membre est
remplacée par 0, vérifie le lemme 1. Les sup du second membre sont tou-
jours finis et on peut domc successivement déterminer les coefficients
Aoy Ay - A '

Il est clair que de cette maniére on obtient toutes les solutions du
lemme 1. Parmi ces solutions on peut distinguer comme une sorte de
solution minimale, le polynome

x—a)i—i

(i—i) !

i
‘ (
P*:S«H—l—l"z A7 -
7=0
olt les coefficients ¥, af, ..., A¥ sont donnés successivement par les
égalités

oF o gt i
A =sup [Sy_—j’) — SN, ___(”. f‘) ]
) =0 G-

j=0,1, ..., 4.

13. En appliquant le lemme 1 on peut construire les polynomes (3)
de degré m tel que les conditions (12) et (13) soient vérifiées. Nous grou-
pons d’abord ces conditions sous la forme

(16:) Q§¢+1) =0, Rfll,i_s =0,s=0,1, ..., 2

t1=0,1, ..., m

et remarquons que dans le groupe (16;) ne figurent pas les polynomes
PO) Pl) O (atin Pi—l (1’ 21).

9 — Mathematica
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Compte tenant de (8) et (9), les relations (16,) peuvent s’écrire

M s—1
Pz—g—— % lH (%; ——’xi_v)] Py
I (#i—xiey) =1L
v=1
(17$) S=0,1,..;,’I:
n i—1 .
Pt % [H (— xv)]P;(“”
10 (xi—-/‘(v} j=t41 Lv=0
v=0

1=0,1, ..., m
la premidre (pour ¢ = 0) et la seconde (pour ¢ =1) relation étant

P;

v

0, P;

v

m
14
— Y P
j=i 1

respectivement

Remarquons que si les (3) sont des polynomes de de‘gr’é.m, les relations
(17,) sont bien de la forme (14). On peut donc déterminer, al’aide du lemmel,
successivement les polynomes P, P,_;, ..., Py, P,

En particulier, le groupe (17,) nous montre que
P, = P(x —a)y" + cl(x —a" e

ot g, €y, Cgy - - -, Cu sOLE non-négatifs.

De cette maniére, en prenant p > 0, on obtient toqs ’les polynomes
d’interpolation (1) de degré m qui conservent les convexités d or,dre —1,
0,1, ..., m—1 et en supposant que U'ensemble E commd@l‘avec Vensemble
de points (2). Si m =0,1,2 ou 3, méme sans cette derniére restriction.

En imposant la condition moins restrictive p =0, on o'ptfent tous
les polynomes d'interpolation (1) qui conservent la non-concavité de tout
ordre, toujours en prenant I’ensemble des points (2) comme ensemble E.

14. Bn prenant ¢, =¢3 = ... = 0y :_0 et en déterminant successi-
vement les solutions minimales des inégalités (17,_q), (1Tu—g), - - (17¢),

on trouve une sorte de polynome d’interpolation minimal vérifiant les con-
ditions cherchées. Dans ce cas les polynomes (3) ont tous en commun le
facteur comstant p. Si on détermine cette constante de maniére que la
somme des polynomes (3) soit égale a1, nous dirons que nous avons obtenu
le polynome d’interpolation minimal normalisé.
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15. La structure du polynome minimal dépend des rapports des
distances mutuelles des noeuds (2), mais cette structure est, en général,
trés compliquée. Cette complication résulte déja des exemples simples
que nous donnons ici.

Exemples. 1. m = 1. Le polynome minimal norinalisé est

J(#%o)

R () e

D’ailleurs la solution générale est donnée par les formules
Py=p(x —a)+ 2 Pr=plb—2)+u

olt p, A, p sont des constantes non-négatives.

2. m =2, Le polynome minimal (pour p =1) s’obtient par les
formules

Py=k(x —b)?% Py=(x—a)
P,=—(k+1)(x —a)? 4 2k(b —a)(x —a) — (b — a)?,

N Xy — X 1—k 41—k
ot k=22 L o= + | |
X — % 2

3. m = 3 et les noeuds sont symétriquement distribués, donc x, 4
+ %3 = %y -+ %,

Le polynome minimal (pour p = 1) est donné par les formules
Po=(—x? Py=(x—a)
Py= (28 4+1)(0 — ) + 3k(0 —a)(x — )2 + (b —a)?

P,=— 2k +1)(x—a)P®+ 3k(b—a)(x —a)? + (b —a)?
ol p 1T _ Fa— T_l—k—|—|1~k|
_xZ—xI—xzvxl’ N 2 '

16. La difficulté de la construction effective d’une solution du lemimne 1,
telle que nous I'avons indiquée, consiste dans la nécessité de calculer les
sup des seconds membres des inégalités (15). Nous pouvons aussi déter-
miner une solution en utilisant une autre méthode, que nous allons indiquer,

Considérons une suite de mnombres ¢y ¢, ..., ¢, et désignons par
Acy =¢yq—cy, v=0,1, ..., m —1,
Aboy = Ab-1g, \ — A1, v=0,1, ..., m —k k=2,3, ..., m

les différences successives de ces nombres. Nous avons alors le
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Lemme2 St 0<i<<m et si A, v=20,1, ..., m—j, §=
=0,1, ..., 741 sont des nombres donnés, on peut déterminer la suile
Coy €1y - -+, Cy telle que l'on ait
(18]) Ajc\' g )\jJV: v :01 1; L)) m_‘j, j:(), 1, ey t
(18,44) AFley = Nygw, v=0,1, ..., m —i—1

En effet, la suite ¢y, ¢y, ..., ¢, est completement déterminée par la
suite des différences Cor Ay, Ny, ..., A%y

Remarquons maintenant que

v

N, = E AR/ N

et alors les inégalités (18;) peuvent s’écrire
Aig, = AJ,V—Z ) Aitrey, v=0,1, ..., m—j

la somme du second membre étant remplacée par 0 si v = 0.

Les différences Aitlcy, Ait2c, . ., A%cy sont complétement détermindes
par les egahtes (18,1.4). S1 done nous choisissons successivement Alc,,
A=lcy, ..., Acg, ¢y de maniére que lon ait

v
Aley =  max [7\1,\, 2 A’*’co] j=44¢i—1, ..., 1,0,

v=0,1,....m—7F

la suite ¢y, ¢y, ..., ¢, vérifie le lemme 2.

Ici encore on peut mettre en évidence une sorte de solution minimale,
en déterminant les Alcy, A1), ..., Acy, ¢y par les égalités

v
Aigg = max lhj,v Z A’+’co] j = i 5—1, .. ., 1,0,

v=0,1,,.m—j

t17. Une solution du lemme 1 s’obtient maintenant de la maniére sui-
vante

Remarquons que tout polynome P de degré m peut étre mis sous
la forme

ae) P =% () p(x—a) (b — z)—
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Si les coefficients pg, Py, - - -, P sont non-négatifs le polynome (19) est
non-négatif sur l'intervalle [a, 8]. Ce polynome est nul identiquement
si et seulement si py =9, = ... = p,, = 0. La dérivée du polynome (19)
peut s’écrire sous la forme

m—1

P’ — m 2 (m-;l) Aj)v(x___a)v(b_x)mAl—vl

v =0
donc sa dérivée d’ordre 4 sous la forme

m—7

PO — mim —1)-. (m —5+1) § () Ap, (5—a) (b — )i,

Posons maintenant

"

Z m s(])x__a) (b—.x)m—"' j:O,], ,1/—}—1

Si nous cherchons le polynome P sous la forme (19), pour réaliser les inéga-
lités (14) il suffit d’avoir

Nip, = Nisl), v=0,1, ..., m—j, §=0,1,..., 1,
AHLp, = AHFIEHD, y=10,1, ... m—i—1

et le lemme 1 résulte du lemme 2.

Il est clair ce qu’il faut entendre par la solution minimale du lemme
obtentie par cette méthode.

18. Pour construite un polynome d’interpolation (1) conservant Ia
convexité pour tout ordre =< m —1, on peut chercher les polynomes (3)
sous la forme

2 ]) (x —a)(b—%)"v, §=0,1,...,m

4

On cherche alors les solutions des systémes (17;), en appliquant le lemme 2.
On peut ici encore mettre en évidence le polynome minimal en déterminant
toujours les solutions minimales, dans le sens du nr. précédent, et en par-
tant du polynome P, = p(x -—a)

Dans le cas m = 2 et dans le cas m = 3 et des noeuds symétriquement
distribués, les polynomes minimaux (pour p = 1) dans les deux sens coin-
cident.
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$ 3.

Non conservation de la convexité par le polynome de Lagrange

19. Il est & prévoir que le polynome de Lagrange L(x, %y, - - -, %u ; f]%)
ne peut conserver, en général, la non-concavité d’ordre » de la fonction f.
En ce sens nous allons démontrer le

THEORHME 8. St n = —1 et m> n+ 2, le polynome de Lagrange
L(xg, %1, - -+, % f|%) ne conserve pas la non-concavité d’ovdre n de la fonc-
tion f définie sur les poimts (2), sur awcun intervalle (non nul) de axe
véel.

Il suffit de démontrer la propriété pour tout intervalle fermé et fini
[a, b] qui ne contient aucun des noeuds (2).

Considérons le polynome

a-+-byn+3
21— )
P= 2 — ext?

T+ 2)(n+3)

oli ¢ est un nombre positif.

Soit fla fonction qui prend les valeurs du polynome P sur les points
(2). Alors nous avons L(%g, #;, - .., %, ; fl¥) = P, puisque P est un poly-
nome de degré wm. T

Un caleul simple nous donne

(% %ign o Zpans [ =
i4n+1
- a+b % b ¥+ oo+ Fignt1)2 1
—( e + Y (4 —n)P—e
2 n+ 2 n+ 3 pv—i

Il en résulte que si ¢ est assez petit les différences divisées [%;, %iyqy, - - -

sy Figagrs S, 1=0,1, ..., m —n —1 sont positives et la fonction f
est alors convexe d’ordre # sur les points (2). Mais la valeur sur le point
a-+tb

de la (» + 1)-iéme dérivée du polynome P est égale & — (n 4 1) !¢

qui est un nombre négatif. T,e polynome P 'n’est donc pas non-concave
d’ord)re n sur Uintervalle [, b] (dans le voisinage du milieu de cet inter-
valle).

Le théoréme 8 est donc démontré.

20. Pour compléter le résultat précédent remarquons que:

1° Si m =n + 1 le polynome de ILagrange L(xy, %y, - -, Xuyq; f%)
conserve la non-concavité d’ordre # de la fonction fsur tout intervalle I.
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2° Si m = n + 2, nous avons
L(”+1)(x0, VS TRCRRY) xn+2;flx) =

2) 1 ’
;ﬁ_){[xl, %y "'an+2;f](x—'x0+x1+ +xn+1)_
Fppg — X0 n+ 2

— [%g %1, -+ s xn+1;f](x_”1+x2+ —|—xn+2)}

. %+ 2

Il en résulte que le polynome de Lagrange L(xq, %y, - .., Xuio; f|%)
conserve la non-concavité d'ordre # sur l'intervalle I si et seulement si
c’est un sous-intervalle de l'intervalle

x,,+x1—|—...—|—xn+_1 x1—|—x2+...—|—xn+2]

n+ 2 7+ 2

21. Dans le théoréme 8 on suppose essentiellement que la fonction
f est définie seulement sur les points (2). Supposons maintenant que f soit
une fonction définie sur un smfervalle E contenant les points (2).

Avant d’énoncer certains résultats dans ce cas, nous allons établir
quelques lemmes préliminaires,

Soit [a, b], (@ < b) un intervalle fini et fermé qui contient les noeuds
(2), n un nombre entier = —I1 et prenons les nombres naturels %, / tels que :

a) Si » = —1, k et [ sont impairs.

b) Si # =0, k+7—n—1 est un nombre pair = 2.
Nous avons le |

Lemme 3. Le polynome
(20) P = (x —a)(x —b)
n'est pas non-concave d’orvdre n sur [a, b]. 4

Pour #n = —1 la propriété est vraie puisqu’alors le polynome P est
négatif sur l'intervalle ouvert (a, b). Pour # = 0 la propriété est équiva-
lente au fait que la (# 4 1)-idme dérivée P#+D n’est pas non-négative
sur [a, b]. Mais P®+1) a certainement au moins une racine simple dans
(@, b) et change donc de signe entre a et b,

Considérons maintenant la fonction f* définie par les égalités

« _ [ 0, sur [a/ b]
(1) f { P, sur (—o, a)U (b, ),
P étant le polynome (20).

Nous avons le
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Lemme 4. La fonclion f* est non-concave d’'ordre n sur (— oo, ),
donc ausst sur tout sous-intervalle de (— o, o). '

Pour » = —1, 0 et 1 la démonstration est immédiate. Pour # > 1
la démonstration résulte des faits que f admet une dérivée continue d’ordre
#—1, que si la dérivée d’ordre #» —1 d'une fonction est non-concave
d’ordre 1, la fonction elle méme est non-concave d’ordre # et que nous
avons le '

Lemme 5. SiQ est un polynome de degré patr = 2 et si [a, b] est
le plus petit intervalle fermé contenant toutes ses rvacimes, supposées toutes
réelles (en particulier a, b sont des racines de Q), la fonction

—J 0, sur [a, b]
£ { Q, sur (— :,a)U (b, )

est non-concave d’ovdre 1 suy (— o, ).

Ce lemme résulte du fait que la fonction g est continue et est non-concave
d’ordre 1 sur chacun des intervalles (— o, a), [a, b], (b, ), puisque sur
(— o, a) et sur (b, ) la dérivée seconde Q"' de ( est positive.

22, Nous avons le

THEORBEME 9. St m =k + 1 el les nombres n, k, | vérifient les conditions
a), b) dw nr. précédent, le polynome de Lagrange L(x,, %, - .., %, [|%) ne
conserve pas la non-concavité d’ovdre n de la fonction f définie sur Uintervalle
E, sur aucun intervalle (non nul) de laxe réel. ’

Il suffit de démontrer la propriété pour tout intervalle [a, b] qui ne
contient pas les noeuds. Considérons alors le polynome (20) et la fonction
(21) construits précédemment. Nous avons

L(xg %1, -+ ) % f*|%) = L(%g, %1, «- -, %p; Pla) = P
et le théoréme résulte des lemmes 3 et 4,
Les nombres %k et ] peuvent étre choisis de la maniére suivante :
1°.h=1l=1 i n=—1,
2° bh=1,1=2 s n=0.
3° b=10l=2sin=1.
4° b =n, l=2{§]+1 siom> 1.
Nous déduisons alors le
Corollaire. S
n—+3, pour n=—1,0,1,2 ou 3,

m =9 2n, pour % impair et = 3,
2n 4+ 1, pour # pair et =2,
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le polynome de Lagrange L(xq, %y, ..., %, ; f|¥) ne conserve pas la NON-CON-
cavité d’ordve w de la fonction f définie sur Uintervalle E, suyr aucun inter-
valle (non nul) de laxe véel.

~ En supposant # = —1 on peut imposer 4 la fonction f la restriction
d’avoir une dérivée continue d’ordre 7 = # —1. Le théoréme 9 reste
alors vrai, en imposant aux nombres £, ! la condition supplémentaire
détre =7 4 1.
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