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where

Q',,@-Z, M!) :f r tr-ltn-2, M)lr.- P(n-r, N',,)ll7-P(n-2, N;)l+

+ +E 
pþt, 

-2, N;)11 - P(n -2, M)l t1 - P(n -2, Li)l +

+ E P(n -2, N;) P(n -2, Li) Ll - P(n -2, a)1,

the surns refering to the corresponding terms arotnd M1.

Such using the relations (12) ancl (23) we shall have

(2+) P(n, M) :\ {Pe(n-1 , Mi,) Qi,(n-z, M',) I P!(n-, , ltti) Qi' (n-2, Mi')>,
r--l 

'2

a relation which hacl to determine, near by near, the probabilities looked
for.

6. Renta,rhs on d,'ifference eqorations (2a). Being that the differeuce
equation is corresponding to a process in time, (2a) is of order two. It in-
cludes the rnoments n, n -1 ancl n-2. Consequently the process is a
chain of order two.

As a spacial process - considering the positions M(*, y), Mi(x | 7, y),
Mi'(% -I, y), Li(x 1- 2, y), Li'(x -2, y) etc. the difference equation is
of order 4. the outright nonhomogenious character of the relation (2+)
shows that it cannot lead- to an equation with partial derivates. It is not
susceptible to a direct infinitesimal interpretation of the process, after
all, as I have remarkecl at the beginning incompatible with such an inter-
pretation.

SUR I,A CONSERVATION DE I,'AI.,I,URE DE CONVEXIT]q
D'UNE FONCTTON PAR SES POLYNOMES

D'INTERPOI_,ATION
pat

TIBERIU POPOVICIU

à Clilj

s1.

Conservation tle la convexitó par interpolation

1. Considérons l'opérateur linéaire

(1)

tn

Flf lxl:1, f(x)Pti:o

RDFERENCES
défini sur l'espace des fonctións / : /i ø), réelles et d'une variable tê.elle x,
définies sur un ensemble linéaire E contenant les points x¡, K1, "., %n'

Notrs pouvons supposer que les points x¿ sotlt distincts et sont numérotés
par oidre de grandeur croissant, donc

(2) Ko 1%t < ..'
Ires fonctions

(3) Ps, P1, ., P,o

caractérisent l'opérateur (1) et sont réelles, de la va¡iable.réelle ø, définies
sur un intervall'e non-nul'Í.*) Pour tott f la valeur de l'opérateur (1) est

une fonction définie sur f intervalle /'tx).

*) C'est-à-dite cle lougueur non ¡ulle.
**i Les définitions et ce"rtains des tésultats d.e ce travail peuvent être étentlus facilement

o., "". 
óù les fonctions (3) sont rléfinies sur u'' ensemble linéaite guelcongue,
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Phys. 18, 734-743 (1950).
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[3] Onicesc:u C)., Surlesþrocessttsaonsl,iluósþartresóuóneør.entsil'unchømþetsurleslonc-
tions aléatoiyes corresþondønte.s. ßt:,71 n{ath cle la Soc. Sci. \{ath. Phys. cle

la R.P.R. 2 (60), 7 (1e58).

Receivetl 25. vlr, 1961.
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I-7'expressiorr (1) représente et peut donc s'appeler ttne fonction d.'inter-
þolation de la fonction f. les points (2) sont les noeotd.s d'interpolation
correspond.ants.

Si 1es fonctions (3) sont des polynonres, 1'opérateur (1) est un
þol,ynome d'interþol,øtion (généralisée) de la fonction /. Dans ce cas le
degré du polynon"e d'interpolation est égal au p1t1s grand des degrés des
polynomes (3).

La dénomination de fonction, respectivement de polynon-re d'inter-
polation est justifiée par le fait que sur tout point commun t0 des ensenr-
bles.E et I,la valeur Flf lxol de la fonction (1) peut être considérée comrrre
une valeur approximative de /(øo). Cette approximation s'obtient par
le procédé d'interpolation exprimé par l'opérateur (1).

Nous entendons ici f interpolation dans un sens généralisé. la fonc-
tion (1) est une fonction d'interpolation (un polynone d'interpolation)
proprement dite si f intervalle .f contient les noeuds (2) et si les fonctions
Flf lxl,/coincident sur 1es noeuds, quelle que soit la fonction /. Cette der-
nière condition s'exprime par 1es conditions

Déf inition 1. Nous dirons que I'a fonction d,'interþol'ation ('t)
co'nserae (sur f intervalle 1) l,ø non-concøaité cl'ordre n (de la fonction/) si,
l,a fonction (1) est non-conc&ae d,'ordre ø (sur I) þon'r tou'te fonction f non-
concnae d,'ordre n (sur E).
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(4)

De cette forme est, par exemple, le polynome d'interpolation de
Iragrange, divers types de polynomes d'interpolation dus à r,. re¡fn [1 ],
etc. Mais, il existe aussi des polynomes d'interpolation ne vérifiant pas
1es conditions (a) et présentant pourtant une grapde irnportance. Te1
est 1e polynome, bien connu, de S. N. Bernstein

(5) É,t(;)('n) 
*'1t - x)il'-í

Dans ce cas nous avons

3. Rappelons qu'une fonction est rlite non-concave d'ordre n(> -J)sur -E si toutes les différences divisées d'ordre n + I de cette fonction,
su n | 2 points (distincts) quelconques de E, sont non-négatives. Si toutes
ces différences divisées sont positives, la fonction est dite, en particulier,
convexe d'ordre n su E. La non-concavité respectivement la convexité
d'ordre -1 est équivalente à la non-négativité respectivement à la posi-
tivité de la fonction. I,,a non-concavité respectivement la convexité d'ordre
0 est équivalente à la non-décroissauce respectivement à la croissance
de la fonction. Enfin, la non-concavité respectivement la convexité d'ordre
1 est équivalente à la non-concavité respectivement à 1a convexité habi-
tuelle de la fonction.

Si 1es clifférences divisées d'ordre n + 1 de la fonction sont toutes
non-positives respectivement toutes négatives, nous disons que cette
fonction est non-co11\rexe respectivement concave d'ordre ø (sur E) . 11 y
a des spécifications analogues à celles de plus haut dans les cas n - -\,0ou1.

Si la fonction / est 11o11-concave respectivement collvexe d'ordre n,
1a fonction -J est non-convexe respectivement collcave d'ordre n et réci-
proquement.

Une fonction qui a toutes ses différences d.ivisées d'ordre n +7 nulles
est dite polynomiale d'ordre ø (sur E). Pour qu'une fonction soit polyno-
niale d'ordre nil faut et il suffit qu'elle soit à la fois non-concave et non-
convexe d'ordre n.

Ira convexité (concavité) et la polynoru.ialité sont des cas particnliers
de 1a non-concavité (non-convexité) du même ordre. Si une fonction est
non-concave d'ordre n 2 0 sur f intervalle non nu1 .f, mais si elle n'est
pas convexe d'ordre ø (sur -I), il existe un sorls-intervalle non nu1 de 1
sur lequel la fonction est polynomiale d'ordre n. Cette propriété n'est
évidemment pas vraie poLtr n: -1.Si l'ensemble Z' est formé par atl plus ø f 1 points (n à0), toute
fonction définie su¡ .E est polynomiale d'ordre ø (sur E).

Un polynone c1e clegré ø est une fonction de la forme

(6) &ox"Ia.7x;t-rl...iø*

Les a.¡ (les coefficients d.u polynome) étant des constantes quelconques.
Si aol0 le polynome (6) est de degrë effectif n. Totte fonction polynomiale
d'ordre n (> 0) est un polynome de clegré n''t. I,a fonction (identiquenent)
nu1le est une fonction polynomiale de tout ordre n Þ -7, donc un poly-

*) Pout simplifier nou.s pouvons, sâns aucul1 inconvénient, conlondre un polynome avec
une fonction polynomiale, quoique les deux notjons sout logicluement clistinctes.

Pt(x¡) :
0, st jli
1, si j : ¿,

i :0,7, . . ., 't'11,
f
\

,L

nx

It't,P¿: xn(1 -x)"' 
o, 0, 1, ?n.

2. Le polynome (5) jouit de 1a propriété importante qu'il conserve
le signe de 1a fonction/sur f intervalle [0,1], donc que, poúr toute fonction
/ non-négative (sur E), I est non-négatif sur [0,1].

J'ai d.émontré autrefois [2] que les polynomes (5) jouissent encore
d'autres propriétés de conservation de l'allure de 1a fonction /. Si la fonc-
tion / est non-déctoissante ou bien, en général, si elle est non-concave
d'ordre n (sw E) il en est de même pour le polynome (5) sur [0,1]. Les
polynomes (5) de S. N. Bernstein conservent donc (sur [0,1]) 1a non-cor1-
cavité de tout ordre (> -1) de la fonction f.

Nous pouvons introduire la
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nome de tout degré n 2 
-1-. 

On peut supposer clue le degré effectif c1e

ce polynome est égal à -l.Nous désignons par l\r,\r, . . .,1,+t; Íl Ia différence divisée d'orclre
n et par L(\r, 1r, . . ,, \u+t ; f lx) le polynome de ITagrange, donc le poly-
nome prenant les valeurs de la fonction/sur 1es noeuds rc¿, i:1,2,
n+1.

Dans la suite nous utiliserons un celtain nombre de propriétés des
fonctions convexes d'ordre supérieur, des clifférences divisées et des poly-
nomes de lagrange. Ces propriétés sont, e11 général, connues. les plus
importantes seront brièvement rappellées à mesure qu'elles intervienclront.

4. Nous nous proposons de trouver des conditions que doivent rem-
plir les fonctions (3) pour que la fonction d'interpolation (1 ) conserve la
non-concavité cl'orclre n de la fonction /.

Avant c1'a1ler plus loin remarquons qu'on peut donner ul1e définition
analogue à la définition -l pour 1a conservation de la non-convexité et de
1a polynomialité. D'ailleurs, toute fonction d'interpolation (1) qui collserve
la non-concavité conserve aussi la non-convexité du même ordre et réci-
proquement.

En particulier clonc,

lgÉonltNfD 7. Si lø. fonctíon d.'interþol,ation (7) co'nserne l,a. non-conca-
uité d'ord,re n, el,le se r¿duit à un þol,ynome de d,egré n þour towt þol,ynome
f d'e degré n+').

Nous avons aussi 1e

TH rL 2 m, þootr clue lø fonction cl'interþol,atíon (1) clnserl)e
la. non- re n, il, føut et il sotffit que l,es fonctions (3) se rédui-
sent à. d,e d.egré n.

En effet, 1e polynome
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5. 11 est facile de voir qu'il existe des fonctions d'interpolation (1)
conservant la uon-collcavité d'ordre quelconque tt' 2 

-7. 
Pour obtenir

une telle fonction d'interpolation il suffit tle prenclre pour les fonctions
(3) cles constantes non-négatives quelconclu.es. On peut même affirmer
que tout po1¡zp6tn" d'interpolation de clegré Þ conserve la non-concavité
de totrt ordre n, )>' h.

6. Pour que la fonction d'interpolation (1 ) conserve la non-concarrité
c1'ord.re -1 (la non-négativité) il faut et il suffit que 1es fonctions (3) soient
non-négatives.

Supposons maintenant q.ue 0 I n I nt, -L D'après une formule
de transformation des différences divisées [5] norls avons

(?) -q flx):i l*0, %t,...,x¡;flQ¿*'''l-' l*0, x¿+t, . ., Kit-,).ttf7R,,¡
i:o i:0

ot1

5

(s) Qr : \ (*¡ - *o)@¡ - xt) . . . (x, - xo-r)P¡,
j:t

,1'

(9) R,,i: (x¡+,,+t- fr¿)

0, 1,1, , 11'1,

,IL

Ej:ilnl 1

(*¡ - xo*r) (*¡ - *.tr) . . . (x¡ 
- x¡,,)P¡,

i :0,l_, ...,1%-n-7'¡ lL:0,1, . .., ln-1,,

est trne fonction non-concave d'ordre n, qu.el que soit la constante I (à
cause de f inégalité m{n). Pour cette fonction irous avons FVlxl: }'P¿
et i1 est nécessaire et suffisant que P¿et 

-P¿ 
soient non-concaves d'ordre

n, donc que P soit un polynome de degré n.
I1 en résulte que si la fonction d'interpolation (1) conserve la non-

concavité de tout ordre n > -1, les fonctions (3) se réduisent à des poly-
nomes c1e degré m et, de p1us, 1a fonction FlÍlxl se réduit à un polynome
de clegré rL (> -1) si / est un polynome de degré n. ÍJne fonction d'inter-
polation (1) qui conserve la non-concavité de tout ordre est donc un poly-
nonre de degré m qti n'élève jamais son degré si/est un polynome.

*) Ponr n : - 7,la propriété est batale et résulte cle la linéarité de l'opétateur (1)'

Ici le prodait (x¡-xo)@¡-xr.) ...(x¡-xn-r) si i:0 et le procluit
(x¡-r,*t)(*¡-*n*r) ...(4-xn*,,) si tt,:0 sont remplacés par 1.

Nous avons alors le

THÉoRllr{n 3. Si 0 4n{m -t, þour que la fonction d.'interþolation
(7) conserue sur I l,ø non-c>ncãuitë d'otdre n de tootte fonction f nln-concaae
d'ord,re n sul l,es þoints (2), il, føtr,t et il, su,ffit que Les fonctions Qo, Qr,. . ., Qn
soient des þolrynomes de degré n et R,, ¡, R,,,1,, ., R,0,,,,-,,-rdes fonctionsnon-
conca,aes d,'ord,re n (srr I).

fa propriété résulte facilement en remarquant c1u'on peut trouver
une fonction non-concave d'ordre n. sLtr les points (2) telle que

lxo, xt, ..., frí;Í7, i:0, l, ..',tu preunent des valeurs réelles quelcon-
ques et lx¡, x¿¡y, ., )t¿;ntr; f), i: 0, 1, ., /11,- ø-1 des valeurs réel-
les non-négatives quelconques. 11 faut aussi tenir compte du fait que toute
combinaisons linéaire de fonctions non-collcaves d'ordre n, avec des coef-
ficients non-négatifs, est aussi une fonction non-concave cl'ordre n.

À
(x- xol ...(x- *¿ ù(x- x¡ rù ... (x-ø",1

(x¡-xo) ... (x¿ x¡-ù(x¿-x¡+t) ... (r¿ xm)
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Si les fonctions (3) sont (ø f l)-fois dérivables, donc, en particulier,
si elles sont des polynomes, les conditions du théorème 3 peuvent s'écrire

(10) Q\n+t)-0,i:O,I,...,n
(11) Rflrt>0,i:0, 1,. .,ffi-n-7.

En effet, pour qu'une fonction (ø f l)-fois dérivable soit non-concave
d'ordre n, ilfaat et il suffit que sa dérivée d'ordre 'n + I soit non-négative.

Enfin, il est facile de voir que de ce qui précède résulte aussi le

lHÉoRÈIuÐ 4. Pour que l,a fonction d'interþol,øtion (7) conserne (sur I)
toute non-concøuité d.'ordre 7¡ 2 -!, d,es fonctions f non-concøaes d,'oydre n
sur Les þoints (2), il, føut et il, suffit Q%e Q; soit un þol,ynome de degrë i þouri -0,1, ., m et que þour tout n 2 -7 et i:0, 1, . ., ffi - 1x- 1,
I,e þol,ynon+a R*,; soit non-concøae d'ordre n (sur .I) .

Remarquons ql1e du fait que Q; est un polynome de degré i pour
i:0,1, .. ., miIréstíte que les fonctions (3) sont des polynomes de degré
ru.Potlr compléterlesformules (9) nousprenons R-',: P¡,i:0,I, ..., ru
et on voit qte Rr,¡ sont tous des polynomes de degré n't,. Les conditions
de 1'énoncé peuvent aussi s'écrire

(72) Q$+lt:0,í:0,L,...,1n,

(13) RØrtl :r0, i:0, 1, . ., ln-n-7,n - -1,0, 1, . ..,ln-1 .

7. Dans les théorèmes 3, 4 on suppose essentiellement que I'ensemble
de définition E de la fonction / se réduit à I'ensemble des points (2).
la non-prolongeabilité des fonctions non-concaves d'ordre ) 1 [3] nous
montre que, si E est un ensemble quelconque contenant les points (2) on
peut seulement affirmer que les conditions des théorèmes sont seulement
suffisantes. Nous avons donc les

THÉoRÈME 3'. S'i 0 I n I m -I, þour que l,a fonction d'interþolation
(7) conserue l,ø non-concøuité d.'ordre n, il, suffit 7ue Qo, Qr, . . ., Qn soient
des þol,ynomes d.e d,egré n et que les fonctions Rr,s, Rn,t,. . .,Rn;,,,-n-t soient
n,0n-conc0,aes d,' ord,r e n.

THÉoRÈndE 4'. Pour que lø fonction d,'interþol,a.tion (7) conserae toutes
l,es non-concøaités d,'ord.res n 2 -I, il, suffit que Q¿ soit un þol,ynorne de
degré i þour i:0, 1, ...,m et que þour i:0,1, ...,rn-n-t,7¡-
- -1, 0, 1, . ., ffi -7, Le þol,ynorne R,,¿ soit non-conca,üe d,'ordre n.

B. Nous savons que les fonctions non-concaves d'ordre -1, 0 ou 1
sont toujours et partout prolongeables. Nous en déduisons donc le

THÉoRÈME 5. 1". P9yl qrye lø fonction d'interþol,øtiotr, (I) conserae lø
n'on-négatiuité il, føut et il, sffit quà tes fonctions (B) soient'non-n,égøtiues.

_, .2". Pour que l,ø fonction d,'interþol'øtion Q) conserae l,ø non-d.écroissønce
il, faut et il, suffit que l,a sorntlle Po * P, + I p,,, se réd.wòse à.une
consta.nte et que Les fonctions
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'J

I

I P¡, i:0, 1, . ..,ry¡-!

, o¡ rnt non- d, écr oi s, onrrÏo 

*'

3". Pour que l,ø fonction d,'interþol,øtion (7) conserae lø non-concaaité,
h,øbituel,l,e (d.'ord,re 7) il, fa.ut et il, suffit que l,es sonl,nr,es

se réduisent à d,es þol,ynomes d,e degré L et que les fonctions
,n

I (x¡ - xn¡r)P1, i :0, I, . . ., nt, -2j:i+2

soient no,n-concãaes d'ordre 1.

Nous avons tenu compte des forrnules (8) et (9) et de 1a numéro-
tation (2) des noeuds.

11 est facile de trouver des énoncés analogues pol:' in : 0 et m :7.
lorsque n > I, les conditions nécessaires et suffisantes sont plus

compliquées. Irorsque ø est quelconque mais m: ø * 1 les conditions ,

du théorème 3'sont encore nécessaires (même si n> 1). En effet, dans
ce cas toute fonction non-concave d'ordre n sul' les noeüds est toujours
9t pattout prolongeable, notamme t par 1e polynome, de Iragrange
L(xs, x1, .. ., xnt!; Ílx).

9. En introduisant une légère restriction par 1a modification de 1a
définition 1, on peut obtenir des résultats pluJ intéressants. Cette modi-
fication consiste en à exiger la conservation non seulement de la non-con-
cavité, mais aussi de la convexité.

Nous introduisons la

Déf inition 2. Nous dirons,que La fonctíon d'i tion (1)
conserae (sur f intervalle .I) lø conaexitë-.d,'ordre n (de Ia I f) si'l,ø
fonction (7) est conaexe d,'ordre n (sw I) þowr toute fonction f 

- 
d,'ord.re

n (su E).

Si on tient compte du fait que la limite d'une suite convergente de
fonctions non-concaves d'ordre ø est également une fonction non-concave

t,
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d'orclre n et cytte toute fonction non-concøue est la limite d'une suite con-
vergente de fonctions c011,uefres de rnême ordre (par exemple, des fonctions
.f l"*"*' pour e ) 0 et tendant vers 0), on cléduit qre toute fonctiotc
cl'interþol,øtion (l) qui conserte l,ø conaexité d'orclre n,, conseyue øussi l,ø nou,-
concøaité d,'ord,re n.

En vertu du théorème 2,la fonction d'interpolation (1) ne peut corl-
server aucurle conr.exité d'ordre n 2 m. I1 suffit donc d'examiner le cas
n, { nc -7.Ën supposa¡t n,ltn -I, pour c1u'une fonction d'interpolation (1), qui
collserve la non-concavité d'ordre ??,, conserve aussi 1a convexité d'ordre n
il faut et i1 suffit qu'en plus des conditiolls des théorèmes 3,4,3', 4'i

.l ". Si 11, : - 1, les fonctions (3) ne soient pas nulles à la fois.
2'. Si n 20, les fonctions Ru,;, i:0,1., ., ry - n -1, ne se

réduisent pas toutes à des polynomes de degré ø sur ul1 même sous-inter-
val1e non nul de .[.

11 est facile d'énoncer, avec ces précisions, les théorèmes correspoll-
dents aux th.éorèmes 3, 4,3',4'et relatifs à la conservation de la con-
vexité d'ordre n<m -1. Tres fonctions convexes d'ordre -1, 0 ou 1
sur les noeuds (2) peuvent torjours et partout se prolonger (au sens strict)
[4'l . On peut donc énoncer pour les conr¡exités d'ordre -1,0 ot1 1un
théorème analogue au théorème 5. Les conditions trouvées sont néces-
saires si ø est quelconque et m : n, 1- 7, pour la même raison.

Comme dans le cas de la non-concavité, on peut aussi donner une
définition de la conservation cle la concavité. On voit facilement que
toute fonction d'interpolation (1) qui conserve 1a convexité; conservc
aussi 1a concavité du r¡.ême ordre et réciproquernent.

10. Si les fonctions (3) sont des polynomes, donc lorsclu'il s'agit d'un
lrolyrrorrre d'interpolation, le fait rlrr , Q0,Qt,..., Q,,, R,,.6, Rr.1, ..., R,,,,_,,_7
se réduisetrt totts à cles polynolnes de degré r¿ est éqriivaleirt au fait qte
1es polynomes (3) sont tous cle degré n.

Si 1a fonction d'interpolation (1) conserve 1a non-concavité d'ordte n,
le fait que 1es fonctions (3) se réduisent toutes à des polynomes de degré
rz est équivalent, en vertu des éga1ités (,1 0), au fait que 1es fonctions Po,
Pr, ..., P,, oE- bien clue les fonctions P,,-¡ 1, P,1.2, .., P,, se réduisent à
des polynomes de clegré ø. Nous pouvolls donc énoncer 1e

9 rrBERru popovrcru g1g

D'ailleurs si 1'urr des pol¡'16111es P6, P,,, est de degré effectif flr, l,aLttrel'est également.

_ Dans ce cas, si m) 0, 1e polynome Po est décroissant et ne r,,eut
donc s'annuler qu'au plus sur l'eitrémité droite de f intervalle .1. D;;riê;r;
1e polynome P, est croissant et_ ne_ peut do'c s'an'uler qu'au pr". i"il'extrémité gauche de f intervalle L' on voit ainsi d'une ãutre ìnanière
que la conditiorr de conservation non seulenrent rle 1a non-négativiié,
nais celle de 1a positivité est vérifiée.

11. Par es conditions exprirlées par 1es
fonctions (3) Ra,¿, sorlS une äutre forile. Onpeut obtenir en utilisant, au lieu de (Z),1a
formule de t

8

(7') PUI*I:Ð, 1fr,,-¿, x,,-ì+t' " '' x,,; Í)Q¡t
1l

ilt tL-1

7. Pour que le d' nselue toutes
I'es 'ordye n, 1 nt, - et erue l,es non-
con us Les ordres et oly nt de degré
effe

å lx¿, fr.¿¡y, ..., frittÀ-!; Íl R,,,0

otì

(8') Qo:"8' fu¡- **)(x¡- x,u-r) ... (x¡- xu-¿+t) pj
j:0

i:0,1,...,'n1,

R,,,i: (xu- x¿-r,+lÐ øo- x¡+r)(x¡- %¡+r) ...(x¡-x¡+u)pj
t:o

i:0,1,, ., ?n-n-7, n:0,1, ,., llt,_ ].,

I-ies conditions pour l'ordre n sont qte Q,t, i:0,I, ., n soient des
polynonres de degré n et R,,,¡ des fonctions non-co[caves d.'orclre n,. on
peut d'ailleurs déduire ces conditiolls en exprimant linéairement les fonc-
tions Q.t, Rr,n par rapport aux fonctions Ç;, R,,,r. Ces relations sont

7

Qo : Folxr, 
x1, . . ., *i ; q¿18¡, i : o, r, ., m

oìr g¿ : (x - x,,)(x - x,, t) ... (x - xu_ ¿tt), .i

R,,,i : R,,,¿ * (xo- xr+*+r) \ l"*o, *r, .

j:o

i :0,1, ..., ffi -1r-1, n : 0,1,

où g¿,,,: (x 
- xo+r)(x - x¿+r) ... (x 

- x¿+*).

0, 1, ,frx (qo : 1)

+

(9',)

'r'rlÉoRÈNlÞ 6. Si n1m-7, þoøtr qu
clnserüe I,a conaexité d,'ordre n il, føut et il,
cøuité d,'ord,re n et que les þol,ynomes Po, P7,
nl,es Prr¡,, P,r-rz,. , ., P* ne se yëduisemt þøs

En particulier, nous avons 1e

e /,e þol,ynome d'interþolation (7)
suffit qu'il, con,seyae I,a. non-con-

. . ., P, ou bien que les þolyno-
tous à d.es þol,ynomes de degré n.

, x¡ i g¿,rf Q¡

' ', 111' 

-1



Réciproquement, l1ous avons

e,:f, fj:0 , Nrt-j; ç+lQ¡, i:0,7, .' nI,

11 suR LA CoNSERVATIo

En effet, 1e polynome

P: S,n, +Ð^noqê#j:o

où les coefficients le, 11, . . ., À¿ vérifient les inéga1ités

t 
-I: ^" ';j;](15) ¡, > 'ÍI LtÍ'-,'' - sl'' ,')

j:0,7, "','i
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(14)

swr I*)

Nnr-K,,, 1,

oìr g;: (*-*o)@-xr,) ...(x-xo-r), i:0,L, .,m(Qo:7),

1'

R,,,¿: R,,,¡l (x¿+,,+t- xt)\ lx*, xur-r, ' ', Nnr-i I ?¿,rfQ¡,j:o

i : 0,1, ..., w-'¡1, -t,'n 
: 0,7,

Nous avons aussi R-t,¿: R-t,¿: P¿, i:0,7,

s2.

Bxistcnce des polynomes d'inl.crpolation conservant la convexilé

12. Nous allons démontrer que si les noeuds (2) sont donnés quelcon-
ques, i1 existe des polynomes d'interpolation (1) de degré m qti conservent
toutes les convexités d'ordre 1m - 1, donc qui conservent aussi toutes
1es non-concavités d'ordre > -désignerons paÍ ã,! b, a 1ó 1es extrémités de ,[.

Nous allons construire un polynome d'interpolation de la forme cher-
chée en utilisant le

et oùpour j:01asomme de v:0 à v: j-I du_second" membre est
remplaìée par 0, vérifie le lemme 1. Les sup du_second membre sont tou-
jour-s finis-et on peut donc successivement déterminer les coefficients
Às, 11, ' ' ', \¿,

I1 est clair que de cette manière ou obtient toutes les solutions du
lemme 1. Parmi ces solutions on peut distinguer comme une sorte d.e

sol,ottion mininrøl'e, le polynome

P*:Sn*r+i U

n

j:0

(ft - a)i-i

ø-i) |

où les coefficients Àf, )iT,

égalités
, ÀT sont donnés successivement par les

Lemme 1. Si I estuninteraøl,l,efíni, d,'extrémités a.,b, ø<b, si
0<i1m et si S¡, Sr, ..., S¿+, sont i !2 þol,ynotnes de degré rn, on þeut
trouuer un þol'ynome P d,e d,egré m tel' qwe l"on øit

?,î : .(yp 
lsFir - sl?1)-"8' ÀT lryIl,.-,J

j:0,r, "',i'

13. Én appliquant le lemme 1 on peut construire le-s poly_nomes (3)

de degré m tel-qtè.les conditions (12) et (13) soient vérifiées. Nous grou-
pons d'abord ces conditions sous la forme

(16r) Qli+,) :0, Ri'lr,¿-, Þ 0, s :0,I, .", i

i:0,I,..,,%

et remarquons qúe d.ans 1e gfoüpe (16r) ne figurent pas 1es polynomes
Ps, P1, '.., Pn-, (i > 1).

I - Mathematica

p(i)> Slil, j: 0, 1, . . .,i, Ptl+rl : 5(fi1)

*) Ou peut élroncer une pfopriété nn perl plus générale sous la fotue suivante:
Si I est un interuøl'le fini et si Z¡, 21,"',2¿¡1 sont il2 (ià0) þolynomes, d'ont le derniet

est de d,egré h, on þeut trottael un þolynorne P d'e d'egré h+i+7 tel' que l"on a'it

PU) >-Z¡, i : 0,I,..., i' + t,

swr I.
Si le polynome Zi+r est de degré effec_tif Ë , on peut choisir, parmi l'infinité des

solutions ttir problème,"un polynome P de clegré effectif h+i+t'
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(77)

respectivement

des polynomes de degré m,7es relations
(1?, ut donc déterminer, àl'aide du lemme 1,

stlcc Pr,r-L, '' ', Pr, Po'

þn particulier, le groupe (17,,) nous montre que

P,,, : p(x - ø)'* + ct@ -d,)n-t * ... * c,'

où. p, c1, c2t . . .t cr,, sorrt non-négatifs

De cette manière, en prenant p ;' 0, on obtient tous les_polynomes
d.,intãrpolation (1) de 

'd-egrê 
m qai ôonservent les convexités d.'ordre -1,

0, 1, .1., * -i .t "n 
sú,pposønt que l,'ensembl,e E coïncòde aaec l"ensembl'e

eme sans ce
restrictive

conservent 1

des Points
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16. I-ra structure d"u polynome minimal d.épend des .rapports d.es
distances mutuelles des noeuds (2), mais cette structure est, en général,
très compliquée. Cette complication résulte déjà des exemples simples
que nous donnons ici.

Exemþl,es. 7. m :1. Le polynome minimal norinalisé est

^, , b-xf@,)i: + Í@)r,:

D'ailleurs la solution générale est donnée par les forrnules

Po:9(x-ø) + 
^, 

Pr: p(b -x) I V

or) p, À, ¡.r. sont d.es constantes non-négatives.

2. m :2. Le polynome rninimal (pour p : 1¡ s'obtient par les
forrnules

Po: h(x -b),, Pr: (x - Ø)',

Pt : -(å + 1) (* - o), + zh(b - ø)(x'- a) - r(b - ø)2,

otì å: -!'-:-L, 1-1-h)-11 -hl
f7- fro 2

3. m :3 et 1es noeuds sont symétriquement distribués, donc øe *
* xs: xt * tç2.

le polynome minimal (pour p : ,l ) est clonné par les fqrmules

Po:(b-x)u, Pt:(x=ø)3
PL: (21ì + 1)(å - x) + \h(b -ø)(x -b), +.c(b -ø)g

P, : - (2h + I)(* - ø)s | \h(b - a)(x - e), t r(b - ø)g

où ä : !1-!!- - 
nt-ft2, r :l - h +11- hl 

.frz-frt fr¿-frt 2

16, t,o difficulté d,e 1a construction effective d'une solution du lemme 1,
tel1e que nous 1'avons indiquée, consiste dans 1a nécessité de calculer 1es
sup des seconds membres des inégalités (15). Nous pouvons aussi déter-
miner une solution en utilisant une autre méthode, que nous allons indiquer.

Considérons une suite de nombres cs, c1, ..,, cu, et d-ésignons par

Acu - cu+L- cr, v :0, 7, ..,, % - 1,

LLcu : Ae*lúv+r - [!-Lçu, v :0, I, ..., wt,-h, ft, :2, 8, ., ffi
les différences successives de ces nombres, Nous avons alors le

TIBERIU POPOVICIÜ

Compte tenant de (8) et (9), 1es ¡elations (16r) peuvent s'écrire

72

PÍ,)>_;T_L_ É [ïr.'i 
@n-*n-u) i:it 1 Lv:1

1xo ---t xa-¡)r!")

s :0, 1 , .,, , i

P:N
+1)_

¿-l
II @¡- x")
¿-1

p\i+rl

fl (xa- xv

i:0,7, "., %

la première (pour i > 0) et la seconde (pour i 2 1) relation étant

P¿20, Pi>- \ Pj
1"

j:i+1
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J:
suite

I-7emme 2. Si 0{i{m et si \,u, v:0, I, .,,,n_j,:0, 1, ..., i +L sont d,es notnbres donnéi, on þeutt déterminer l,ø
Cs, C¡t . . ', c* tel,l,e que l,'on q,it

(18¡) Licu2 À¡,u, v:0, 1, ...,ln-j, j:'0, 1, ...,,ì

(18r+J Adttcu : À¿11,u, v : 0, 1, ., ?n -i -7
En effet, la suite cs, c1, ..., cürest complètement déterminée par la

suite des différences cs, [c¡, Arto, . . ., L,,õo.
Remarquons maintenant que
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Si les coefficients þo, þr, . ., þ,, sont non-l1égatifs le polynome (19) est
non-négatif sur f intervalle lø, b). Ce polynome est nul identiquement
si et seulernent si þo: þt: . . . : þo,:0. La dérivée du polynome (19)
peut s'écrire sous la forrne

,' : *ií,P ;\ Lþ"(x -a)" 
(b - x)u't-r -v .

donc sa dérivée drordre 7 sous la forme

Posons maintenant

Put: m(m-1) (*- j +l) I (,,;')Liþ,(x-a)"(b 
-s)ut-i-vy:0

aicu : I 1;¡1"*iro

et alors les inégalités (18¡) peuvent s'écrire fr,

tr:Ðo (';') sfir(ø -a)v(b-v)ut-v, i:0,1, ,..,i +7

Si nous cherchons 1e polynome P sous la forme (19), pour réaliser les inéga-
lités (1a) il suffit d'avoir

4!Ó" > aisl'1, v :0, 1, ..', m - j, i :0,7, "', i,

Li+tþu_ 
^d+1s(,+1), 

v: 0, 1, .,, m_i_I

et le lemrne 1 résulte du lemme 2.

11 est clair ce qu'i1 faut entendre par Ia solution minimale du lemme
obtenue par cette méthode.

18. Pour construire un polynome d'interpolation (1) conservant la
convexité pour tout ordre ( rn -J , on peut chercher les polynomes (3)

sous la forme

n, :Eo g) þ!i)(*,- a,)v(b- x)ilt-), i : 0,7, . . ., ffi

On cherche alors les solutions des systèmes (1?
On peut ici encore mettre en évid.ence le polyn
toujours les solutions minimales, dans 1e sens
tant du polynome P*: p(x - ø)*.

Dans le cãs rn : 2 et dans le cas n'L : 3 et des noeuds symetriquernent
distribués, 1es polynomes minimaux (pour p : 1) dans les deux sens coin-
cident.

Ajco Þ lr,u-E, (i) Li*,to, v :0, I, ..., m - j

la somme du second. membre étant remplacée par 0 si v : 0.

I-res différences Ad+lco,Ad*rto, . . .,L,,,c0 sont complètement d.éter-minées
par.les égalités (18ntJ. Si -donc nous choisissoni successivement L¿cs,
Li-tcs, ..., A,c¡, co de manière que l'on ait

Lico 2 
"-#1.T,,-,lnr,"- 

ir{i)o,*'ro], i : i, i -1, . . ., 1, 0,

la suite c¡, c1, ..., c,,,vérifie 1e lemme 2.

rci encore on_ peut mettre en évidence une sorte de solution minimale,
en déterminant 1es Aico, Li-rcs, ..., Ac¡, co par 1es égalités

L'ico-":#,T,[^r,,-Ë, {;)1,*'ro], i : i,'i -r,..., r, 0.

17. une solution d.u lemme 1 s'obtient maintenant de la manière sui-
vante.

. ^ 
Remarquons que tout polynome P de degré m pertc être mis sousla forme

(1e) O : 
"å 

(ï') þ"(* - ø)" (b x),,-v
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s3.

Non conservation de la eonvexité par le polynome de Lagrange

19. 11 est à prévoir que le polynome de lragrange L(xo, x1, . .t x',; Ílx)
ne peut conserver, en général, la non-concavité d'ordte n de la fonction/.
En ce sens nous allons démontrer le

THÉoRÈrvIE 8. Si n > -1 et tn> n+2, l,e þol'ynome d'e La'grønge
L(xs, xt, ..., x,oiflx) ne conserüe þøs I'ø non- d"ordre n d'e I'a' fonc-
tiòn- f aélnle sur l,es þoints (2), sur au!,culn (non r-;ul) de l,'axe
r éel.

I1 suffit de démontrer la propriété pour tout intervalle fermé et fini
la, bf qti ne contient aucun des noeuds (2).

Considérons 1e polynome.

2 ". Si tm : to f 2, nous avons

L@+L)(xo, N¡, ...,xr+ziÍlx) :

:*:+{1n,, n2' " ''¡ xntz; fl(x :-tt")

-lxo, )t1t ..., xn+tifl(x-*.--l *'+ " ' + /¿+2 ìì
\ n+2 -lÌ

11 en résulte que le polynome de lragrange L(xo, x1t 't x*+zillx)
consefve la non-concavité d'ordre n sr;.r f intervalle 1 si et seulement si
c'est un sous-intervalle de f intervalle

xnl xt* ... I xnlr xt I frzl "' * *n+z
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nl2 n-1 2
fl+ó,

D-
I- (nl2)(nl3) - 

et7il+Z

où e est un nombre positif.

Soit / la fonction qui prend les valeurs du po1
(2). Alors nous avons L(xo, x1, ..., fr,,iÍlx): P,
nome d-e degré m.

Un ca1cul simple nous donne

lx¿, tlû!, , . ', %i+n+ti fl :

,-+)

2 nl2

11 en résulte que si e est assez petit les différences divisées lß¿, x¿+t, . . .

. . ., %i+n+L;Í1, i: 0, 1, ., ffi -% - 1 sont positives et 1a fonction f
est alors convexe d.'ordre ø sur 1es points (2) . Mais 1a valeur stlr le point
"!u d.la (n l1)-ième dérivée du polynome P est éga1e à - (n lI) le2'
qui est un nombre négatif. Ire polynome P'n'est donc pas no11-concave
d'ordre ø sur f intervalle [ø, ó] (dans le voisinage du milieu de cet inter-
valle).

I-¿e théorème 8 est donc démontré.

20. Pour compléter le résultat précéd.ent remarquons que :

1'. Si ln:,n f 1 le polynome de lagrange L(xo, etu, .t xr+ti Ílx)
conserve 1a non-concavité d'ordte n de la fonction / sur tout intervalle f.

21. Dans le théorème 8 on suppose essentiellement que 1a fonction
/ est définie seulement sur 1es points (2). Supposons maintelant que / soit
ïne fonction définie sur un interaal,l,e E contenant les points (2).

Avant d'énoncer certains résultats dans ce cas, rlolls allons établir
quelques lemmes préliminaires.

Soit [ø, b7, @ < ó) un intervalle fini et fermé qui contient les noeuds
(2), n tn n-ombre entier' Þ -1 et prenons les nombres naturels É, I tels que :

a) Si ø - -1, h et I' sont impairs.

b) Si ø >0, h + l, -n -l est un nombre pait }-2.
Nous avons 1e

[emme 3. Le þol'ynome

(20) P : (x 
-ø)h(x -b)'

n'est þøs non-concøae d,'ordte n sur lø, bl. I

Porr n - -1 la propriété est vraie puisqu'alors le polynome P est
négatif sur f intervalle-ouvert (a, b). Po:l n 2O la propriété est équiva-
lente au fait que la (n ! 1)-íème fl{¡lvþs p(ø+r) n'est pas non-négative
sur [ø, ó]. Mais P@+r) a certainement au moins une racine simple dans
(ø, b) et change d.onc de signe entre ø et b.' 

Considérons maintenant la fonction /+ d.éfinie par 1es égalités

(21) ¡* - í 0' sttr fø" blr -l P, sur (-*, ø) U (á, -),
P êtant le polynome (20).

Nous avons le

ynome P sur les points
puisque P est un poly-

alb x¡* I f ... I x¡+n+t
i+r-t.1

ì'+ -i^ I (*u - *u)'-
J u+ óp,y:i
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Ire mme 4. Lø fonction Í| t:t non-concøae d,'ordre n sur (- oo, co),
d,onc øussi sur tout sous-interua.l,l,e d,e (- æ, æ).

Potr n: -1, 0 et 1 la démonstration est immédiate. pour n> I
la d.émonstration résulte des faits que/admet une dérivée continue d.'ordre
% -L, que si la dérivée d'ordre n -L d'une fonction est non-concave
d-'ordre 1, la fonction elle même est non-concave d'ordre ø et que nous
avons 1e

L e nr rn e E. li Q est un þolrynome d,e d,egré þøir 2 2 et si fø, bl est
I'e.þl'us .þetit interaøl'l'e fermé contenønt toutes ses ràcines, suþþosées tooñes
réel,l,es (en particulier ø, ó sont d.es racines d" ?), tø fonction

o :l 0, slur lø, bf
" ì Ç, sur (- ,, a¡l) (b,@)

est non-concøue d,'ord,re L sur (- *, *).
Ce lemme résulte du fait que la fonction g est continue et est non-concave

d'ordre 1 sur chacun des intervalles (-.o, e), lø,b), (b, rn), puisque sur
(- -, ø) et sur (b, ,n) la dérivée seconde Q" d" Ç èst poditive,

22. Nous avons le

ø), ut(-:,";r:':!

con nf d,éfinie s
E,

I1 suffit de démontrer la propriété pour tout intervalle fø, å] qui ne
c-ontient pas.les noeuds. Considérons alors le polynome (20) ef la fonction
(21) construits précédemment. Nous avons

L(x¡, x1, ..., %m;Í*lx) - L(*o, %r, ,.., fr,,,i Plx) : P

et le théorème résulte des lemmes 3 et 4.

Ires nombres Þ et I peuvent être choisis de la manière suivante :

Ie. h: l:1 çi n - -7.
2". l¿:I, l:2 si n:0.
3o. h : I,:2 si j4 :7.
4". h:n, t,:r[îlnr si n>7.
Nous déduisons alors le

Corollaire. Si

le þol,ynorne de Løgrange L(xo, xr, ., x,,;Ílx) ne conselue þqs I'a. no'n-con-
cøaité d.'ordre.n de l,ø fonction f dëfinie sur l,'interaøl'l'e E, sur øucun inter-
uøl.l,e (non nul) d,e l,'a.xe réel'.

En supposant n 2 -1 on peut imposer à la fonction /la restriction
d'avoir une dérivée continue d'ordre r 2n -1. I-re théorème 9 reste
alors vrai, en imposant aux nombres l¿, I' la condition supplémentaire
dêtre > r +t.
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n + 3, porlr lt : - 1, 0, l_, 2 ott 3,
2n, poÍr n impair et à 3,
2n 11, po1fi n pair et 22,


