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GENERALIZAREA FORMULELOR DE CVADRATURA
ALE LUI SIMPSON §I NEWTON

DE

D. V. JONESCU

In aceastd lucrare se considerd formule de cvadraturs de forma

‘..f(:t) dz = 4, {f (z) + f(z,)] + A4, (f(=) +S(2i)) -+

. + A’-l [f (3’-1) +f($.—’+l )] -+
A, (f(x,)+f(Tps1) + --- + f(zay)) + R (1)

uade nodurile z,, z,,. . . z, sint in progresie aritmeticl cu rafio A, iar coefi-
cientij 4,4,,. ...', A.l : se d'ewrminil a];t;fel ca formula s3 aibd gradul de elew:
litate 2p +-1.” Formulele (1) generalizeazi formulele de cvadraturi ale t:u.
Cotes [1] care se obtin pentrun = 2p gin = 2p + 1. In pszu%.mnwn
p'=\1’ formulele (1) generalizeazi formulele de evadraturd ale lui Simp

§1 Newton,

’ =0 Ql P= 1,
Vom trata complet formulele de forma (1) pentru p = 0
lumirul nodurilor fiil:ld oarecare. I’entru p = 0 se 1o ';'> l-;?(g’ g;!t':
P =1seian> 2 In cazurile studiate s-a presupus ci et d wnide
de clagy (rra+z pe intervalul [z,, z,] §i s5-a ariitat c3d restul R se po

Sub forma unei integrale definite

R = K" o (z) f2r+¥ (2) dz. (2)
Y t.\'ﬂ pe in.
S-a determinat functin ¢ (z) §i 8-a aritat cal'ca T;tﬁ r:::f:h'lj.
“ervalu) (24, z,), de unde a rezultat o evaluare simp
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1n lucrare 8o mai studinzid formule do cvadraturd do forroa
{'ﬂz» Az = A, (f(z) + f (@0 + Ai [f(#) + [ (@-2)) +

+ -+ A, [(f(2,) FS(x,)] +

4+ Apy [ f(@e0 4 0 +f(Zap )] + R, @)

unde nodurile sint accleagi ca gi in formula (1), iar coeficientii 4; .
<.y 4,,, 8¢ doterming astfel ca formula & aibd gradul de exactlitate2p 4.’
Formulele (3) generalizeazd formulele lui Milne W. E. gi Steffensen J, p
(citat do [1)), care se obtin pentru n = 2p 4+ 2 §i n = 2p + 3. -
Vom trata complet formulelo de forma (3) pentru Ip =0 gl pmy,
presupunind 1o primul ¢az n >» 2 iar in al doilea n °> 3. In aceste cazuri
presupunind ci functia f (z) este do clasa C¥** po intervalul (z,, z,), vom
une restul B sub forms unei integrale definite (2). S-a demonstrat ¢
?unctin ¢ (z) este pozitivd po intervalul (z,, z,) ceea ce permite aj ge

evaluaze restul R’ al formulei (3).
Metoda de lucru In studiul formulelor (1) 8i (3) este gencrali gi vom

roveni in lucndri ulterionre pentru a da noi rezultate.

$ 1. FORMULE DE TIPLL (1) CU GRADLUL DE EXACTITATE 1

1. Vom stabili o formuld de cvadraturd de forma
(*f@demAslf @) + (@) + - + (@A +B, 6>1 @)

Y

cu gradul de exactitate 1. Firi greutate se constatd ci

A.:L"; . (5)

n+1
Pentru a determina restul, presupunem c functia f (z) este de clasa
g- pe ;n;eg?ilnul [:v..l za] i Bzo:lieull (llnllinberva!elo (T 27y (D1 24))°
-1 2,] | oamele de gradul al doilea . ") PR Z) care
sint solufii ale eouatiilor diferentiale 0y 8 Bl B 02

a(@)=1 @ (@) =1,..., o’(2) =1 (6)
oare satisfac la conditiile la limit3

?(Z) =0, ¢ (z,) = — B ’

n+4+1
%(@) = 01 (2), i (@) — ot (2) = —"J—r"—i '

”
e L@
Pt (20-1) = @, (Za-), 9iy (Bat) — o0 (Zauy) = "T"l !
n

?n(xu)':o! 9;(31 =ﬂ-'

n+1



“f@az. e .
S'.f(z) z ag.&.-.?' (2) f(x)dz

i aplicind formula generalizats
:nuln do cvadraturd de integrare Prin pdrti so ajunge la for-

" 'lh
S'.j(x) 42 = == [f(Z) + [ (&) + ... + f(z)] + R (4

n -+

(n caro restul are forma

R = ‘ - o (:)!n (:) d:r, (8)
ondo functia @(x) coincide cu polinoamele o, o, ...
(24, 23}y [Ty Z3)y- - -y (200, 2,). P10 P10 + - ¢y Fa PO Intervalele
Detorminarea polinoamelor bere :
se constatd cdi P Pn- -y 9o 08te simpld. Fird greutate

(z—z,.,) n—p41 n—p+1 A?
o, (2) = — 2V TPy (x—z,y) — (p- 1) BT 2
» ) a1 ( 1) — (p-1) ntl 2 (9)
pantru p = 1,2,..., n. Se constatd ci
n—p+1 A3 n—p M
Z,a)=—(p—1 —_— < 0 P —= =<ZL0
9’( p-1) (pr ) n+1 > ) 9;(’.) P nal2 »

I I

e [

Fl " l

de unde rez 0 vo intervalul [z,-1, % ), dacd p = 2,3

e —~ ] ::tgec‘:sz:n(;zefdl: (z) pe intervalul [Zq ) 18T Pa () <0

Pe Intervalul (z..,, 7,). . oraficul el este
Deci funcfia o (z) este negaticd pe intercalul (To Za) 81 BT

cel dat in figura 1.
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Restul R, dat de formula (8) se poate deci acrie sub forma
R, = f" (E)g ¢ (z) dz, (8"

unde £ & (2., z,). Integrala din membrul al doilea se calculeazj 1,
modul urmitor: Avem

Y] h3 p l.:
N dz = — —[1 — o -
S"-l v (£} €= 6 ( n-+112

A3
2(n 4+ 1)

—(n+1)(p—=1)—(p—1)p]
de unde rezultd ci

ﬂ"«?(z)dn.”.’n_ﬁ n— 1 "‘“;‘1)]_

Jeg 6 2 n+1
A3 (n=1)n{n + 1) (n—1)n(n + 1)
T 2(m+1) 2 - 3 ]
adicd avem

‘.‘ ¢ (z)dz = —ﬁ";n*.

oy 12
Tulocuind z, = a, 2, = b, k = g

—a .
--~——" , formula precedentd se mai
scrie

‘.'q>(a;)dz= _b—ap
Jxg 12 n

§i restul R, dat de formula (8°), este

b — aq)?
R. o= _( 12 :) f" (z). (8")

De aici rezult §i evaluarea restului R,. Notind

M, = sup |f” ()|

(10)
avem (%, x,)
unde |R.| < K, I, (8'")
K =&

121 (11)
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Formula (4°) 8¢ mai scrie

» b—a
S./(z) de = ;.—ﬁ (f(a) +Sf(z) 4 ... +j(z‘_|) + £(5)) + R,. (4"

Ea apare ¢a o generalizare .
care se obtine pentru n = 1, a formulei de ovadraturd o trapezului,

Formula (11) aratd ¢ numarul
este invers proporfional ou n. ul K, din evaluarea (8" a lul | R,

§ 2. FORNULE DE TIPUL (3) CU GRADUL DE EXACTITATE 1

2. Pastrind aceleagi fpoteze ¢ca In § 1
cevadraturd de forma § 1 a3 stabilim o formulsd de

("r@dze =@ + 1@+ +f@m+ B a2

cu gradul de exactitate 1. Vom avea
h -
nh _ b—a (13)
n—-1 n-1

A =

Pentru a determina restul se procedeazd ca in § 1. Se conaiderd
polinoamele ¢, (Z),..., ¢ (®) de gradul al doilea, solutii ale ecuatiilor
diferentiale (6) gi care satisfac la conditiile la limitd

$1(Te) =0, o (2)=0

7 (2) = o (@), % (2) = o (@) =
.................... (14)
et (Zao1) = @y (Fa-1)y Pact (Fac1) = RulZact) = ——
2 (2.) =0 ¢.(z,)=0
§i restul va fi dat de formula
(15)

R; - gl. ? (z)fn (z) dx'

unde fonofia ¢ (z) coincide cu polinoamele 9, @a- - -» Pe pe intervalele

[zu 31] Py [zn-ly za]'
Firl greutate se constatd ci
n—p+1, (16

(@=z-) =V, o )+p-150TT

?’(z)= a1

Pentru p = 1,2,..., a.
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Polincamele ¢, (z) au ridacinile complexe, pentru p m 2 3, ..
n — 1, deoarcce discriminantul ¢, (z) csto ’

"h’-:o.

(p=10A* p—1 M P=1E—n)
’(’n—l)' it i (n—1)p

Rezultd < graficul functioi ¢ (z) este cel din figura 2,

- -

o - -
—_—t—a)
p G w— -

Zp.2 Ty B

o I

o
&

Rig. ¢

Prin urmare funotia ¢ (z) esto pozitivd pe intervalul (z,, z,),
Reastul R, se mai poate scric sub forma

R = g (E)S“ ¢ (2)dz, (as)

unde £ a (z,, z,). Pentru a caloula int din memb
s mo(l , 2,) egrala din membrul al dollea

’» N p—-1M8 pit1 A 1 »
Pp()drm —— L T gy T -
S-,-. » (%) 6 nrn-—1 2+n—l(? l)2 »—1”(’D l)?

de unde rezultd c3

S" ?(2)dxr = !:l’ = Q:.“_)'_ .
' 12 12n
Formula (15°) se sorie deci

’ ‘b -d)' rr
R o=~ —i—zrf (%) (15”)
9i de aici rezulty evaluarea

_— | R < K A,, (15")

B (b —— a)!
K 12n (16)

Formula (12) 20 scrie

»
b—a
S.f"") da “”“‘--_IU(@;) (@) + ... + f(zam1)) (12')
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Ea aparo ¢a o genoernlizaro o
s trapezulul, caro 8o obtino mn":‘:‘l‘i ‘!,0'0 doua formye de ovadraiurg
-, U

Formula (16) aratd ci npumg =
esto invers proportional cu n, rl Ko din evaluarg (15") 3 1 | Ry

§ 3. FORMULE DE TirtL (1) €U GRaDL)Y, DE EXACTITATR
3
3. Vom stablll o formuld do cvadraturg de tort;n
ﬂu J(2) 4z = Ao (f(x) + (x4

+ 4, U(z.)+f(=~.)+----+f(z---)]+R., > 2 (1%)

ou gmdul _do exactitate 3.
Seriind ¢ R, = 0 clod f(2) eate lnlocuit cy 1 gl cu (z .-z,

se objine un sistem do ecualil 1n A, 8l A, caro aro solugia
nh nl )

2(r+1) ' = nt )

astfal o formula (17) esto

2, nh
.(.f(z)dz = e U e+

A.-

3
+ P @ @)+ @ S R 8)

Pentru a determina restul acestel formule s3 presupunem ¢ fanctia
f (z) eate do clasa 0% pe intervalul (2., 2,). Laintervalele (2, 2,),(%,,%);- - -y
(%a-1, 2,), atagdm polinoamele de gradul al patrulea 2,(z), %4(),---,
. () solutii ale ecuatiilor diferentiale :

@) =1 @) =1,...,' () =1 (19)
ol caro satisfac la conditiile .
91 (2e) = 0, 91 (2) = 0, o1 (Te) =0, 9 (T0) =7 TR
& (2) = 9 (@), 91 (2) = Qi (@) @1 (@) = 2t (1’1);‘ \
o (m)—@” (B} = 7
........................... : (20)
Pa-1 (Ta-1) =94 (Tn-1)s Pa- (-"--l)"?: (%a-1)s 9'-'-l(’;;;)-9: (#2-1h

?;'—'I (xl-l) - ?:" (’l-]) = -;’—:"1' ®
nh

% (2,) =0, o(z,) =0, 7a (2) =0 o (@) =3t
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. . din membrul al doilea formula genepy);
aplielnd umneg'&;ff:ﬁ;nma scarni de conditiile la limitd (20), se. gpys
?oergmo ovadratard (18), 1n caro restul X, eate dat de formul,

R, = (-. o (2) [ (Z) (f.‘t, (21

unde funcfis ¢ (z) coincide cu polinoamele 9, @4,--., ¢, po intu-m&
(26, By <oy [Fa-y z])

4. S& determinAm polincamele @, (7), ...., 9, (Z). Tinind sea
de prima ecuatie (19) &i de conditille la limitd din nodul @,, avem e

(z—z.)‘_ nh (x—z.)'.
11 2m+1) 3! (22)

Pentru a calcula pe 9, (z) &3 t{inem seama de conditiile la limj
(20) din nodu! r,. Din ecu;;ia (22,) se deduce c3 v i

_(n=1)* K¢

T () =

(x)“ -—y : =1 —(n_l)(”"z)i‘_
14T ”3_1 4! 1 (ol) 2(”'_1) 31
"3 ” - 1 h’ rer -—
st e s bt
¢§i vom avea

= _(n=1)t pe _

2(nt—1) 31
ﬁ'(z)z_n;l_ At 're
! nt_] ?;' Ps (ﬁl)z—wh_
° 2 (nt —1)

Rez .
ezultg o Polinomy) P2 (7) este dat de

9:(3) = -(z;il)‘ nt_

4! ‘ﬁﬁh(l‘-q)‘

. n—1 M (z—x)
(n 1)(2("“1) 3! +m_1;l- 21
—~—ln=2) p
Aoy g le—gy =1 ke (23

nt_1 4!
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53 demonstrall 62 In goneral vom qyeq -

(z—2p1)* ﬂ'—n+2(
7) = = Telp—1)
@ | 4l 21 h!’;:.|_.,_):+
+p-)D=PH1L M g
'l'—l 2| *‘ﬁ'_)-
_(p-1)B=PH D —2p 4 2) pa
2(n?—1) o ?ﬁ (:‘3,_‘)_
—(p=pit=p 1P A
el (22,)
Ecuatia aceasta esto adeviratd pentru p w 2
ua{ia (22,). Pentru a dovedi cii ecuatia (223 dale ?ﬁﬁbm coinalde ¢q

::o al dmitem pentru indicele p gi s calculdm pe Po1{2). .

Conditiile la limitd din nodul z, sint
2 (%) = @1 (Z) 2 (%) = 9,01 (%,), 93 (2,) = §)%(2,),
A A

L |

e

r (t.) - 9:;! (3') =

Din ecuatia (22,) se deduce c3

9.(:.)-_1)3("_—2):}1

nt—1 41
s = =2 S
or(z,) =P :’——pl' ';'.I
%"(2,) = [1 I '2'(:-' i (113)— D1,
#i tinind seami de conditiile la limitd din nodul z, vom aves
e (2,) = _p.(%‘—i_z_)i): % .

. n—p)(n—2p) B
9,4-1(1’,):'—?( 2 (W —1) 3l

, n—p A

T (Z) =P 1 20

n? —ﬂ+2_ﬂ_h.
2(nt—1)

rr

P (2,) = —
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are
Exim, B (=12, _ W —=n+2p \(z—g,p
opnr (7)) = 41 2 (n? -1) 3! )
- — —2p) B
n—-p }:w _ (” p)(“ _(z_z -
P12 2(n*—1) 3l o)

- '(”_p)’x
nt—1 4l

i reco aceastd ecuatie se deduco din ecuafis (22,) schimbing

% :e?: 1, rezultd cb ecuatis (22,) este generala. Pep
Observam o eocuatia (22,) convine i pentru p = 1, deoareco In acesy

caz oa 8o reduce 1a eounatin (22;).
" 5. S demonstrim acum c3 funclis ¢ (Z) este negativd pe intervaly
(2, 2,), oricare ar fi n. Pentru aceasta vom demonstra intll el derivate
o, (2) aro ridacini reale tn intervalul (z,.., 2,). Intr-adevar, din ecuatia

(22,) 5o deduce ci

2 ‘:) - (Q-zr-l)'_ nt—n + 2(?
o 2 2 (n1—1)

n—p+1 At
—NnN——F7T> .
+(p )“,_l 2

—1) AMz—z,.,) +

Ecuatia
=12~ ~ (M —n +2(p—1)]M (2 —2,-1) +
+P-1)(n—p+1)M =0

are ridicinile
x;..—z.-.=u"’“"+2(P-1)—Vfﬂ’-n;?(f-lzl)'—(n'-1)(p-1)(n—p+n :
Ny —
Z =z =k P21+ - n 2 (p- ) P—mi-1)(p-1)n—p+1)
D 2{(n1-1)
[#2~n +2(p—-l)]'—4(ﬂ'—l)(p—1)(n—p +1)=
VoIl aAvVea =ntn—(2p - nHe
Zpe1 = Ty -th zZ -, —”—-————_(p—l)h. (23)
- n+1
uguﬁn%doﬁon?mrweo :lp t viala bile pentru p 1,2,...,n. Se constald cu
Mai observim o || *-* 810t cuprinse fntre 2., §i z,.
9;(1’-.)--%:’)&-2;: +1), (A)

231 +1)(n—1)3



T
(g de dreaptd &= =7

e suficient 83 ne mirginim la primg
sl 1° S3 presupunem n == 2g. tn acogy i:zmt?l:: la Intervalg)y
armatorul tablou de variatie (tabloy) 1) widpg e

Tabloul }

Se constatd cd
2¢-pP+Vi@—p)+1) B
1g—1 3 -
2q—p)lg—p) M
B’::--p( g —Plla—p M
ig~1 3

A, = —(p—1)

0,

<0,

M= —(p—1) 8 _aq-p)2ig-p)+ 1) <O.
g + 1)(2g —1) 3

Rezultd b ; (z) <0 po intervalul (a1, %,) ceea co Inseamnd

cd ¢, (z) descreste pe intervalul (z,.),z,)dela —(p—1)! (,_‘!;?'23_ Il

h_p.-gtp_)'ﬁ.

1¢*—1 4!
I a 1, Dg-2
r— T ]
' I '
' " -
1
]
]
|
1
|
]
]
L/
Fig. 3 ) b
z) ero b
de unde resultd & %43 @ prio

Cind p = rom o (z) =90 ¢ cel din
Peng:-tl zq;.- :‘ eGm%‘:Eﬂ‘funct-lﬁ'.d?\-s;? (Zo z,)
“mare fupeyia o (z) este negativi pe inte
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o2
= CCa si i BUS ne vom mirginj
0 upem n = 2¢ + 1. Ca §1 wal s rging 1q
1 2<&frr8u;mm p < g-+1 avem acelagi tablou de variagi
pef:u 9'9(5) on urmatoarele valori pentru ‘4o$ B" ‘"p:
*

[2g+D—p) (e +3=-2p] A

4,=—(p-1 2[2g + V1] 31
B =— 2g—p+1)[20g-p) +1] A2
’ 2[(2g+1)2—1) 31
(2q+1)t(2g—p+1i(¢g—p-+1) A® 5
==l 2g+1) (29)° 31 <%

coea co insesmndt ci ¢, (z) < 0 pe intervalul [z,.,,z,].
Rezultd & o9, (z) descregte pe intervalul [x,.,, @,] de Ia
- 4 — 3 ]
p_l).[(29+1} p+1]’h_h _p,(2Q+1 PP A
(2¢+12—1 4! (2g+1)2—1 4!

~if
. T ’ A
Cind p=¢+1, %,., 8i 7,", se confund® cn x,=x,+?.

Avem urmitorul tablou de variatie (tabloul 2).

Tableut 2
x % 5 ot
% + + ¢ + i
9;,, Agir ? Moo 2 Byy1
— ]
o, |- L w (29 + 17 e+t K
Y . ~ L e T T
Qg +1Pp 141 16 41 (2¢ + 1" — 1 4!
unde
dpy=-_—_ Y+ B
2[2g+1p—1) 31 =0
By= _—_41¢+1) h“>0'

229+ 1p—17 31
HI+I= 0.
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vom avel prin urmare graficul din figura 4,

£ I, Ve
Zy Zy Z g-f .Zlq ‘Iﬁ" 5 Izqﬁ
— 7
I i
u
N
Fig. 4

Din grafic rezultd e functia 7 (2) este negativi pe in .

(Foy -’D"g_“)rixinind seami ¢& (7)< 0 po intervalul (z, z,), restnl
dat de formula (21) se mai scrie
R"=fm(£]s 'n o(2)dz, -
d e (@, @,). Integrala din membrul al doilea 3e caleuleazi cn
;?nt?)rél fm('mol,ﬂei de cvadraturd (18), inlocuind pe f (z) eu

(z—@a)? (z— 2.

41
Se deduce c¢3
R'n ¢ (2) d$=—1-{5" (z— zo)t(z—2,)Pdz —
- 411 )5,
- i [13(n—12+ 22 (n—2)"+ ... + (-5_1)2.1:«]1.

n2—1 |
Pe de o parte avem

V,, (T — zp)? (2 —2,)°dz = nd R

30

iar pe de alty parte ’
Sk kp = S k2 BB T R
2 =mERFITA

k=1 Py
Tinind seam3 o3 o
"1 - 5 .t o §
ik*:m_—l)n.@"—l)‘ Eks-_:,_.__.——(" R
kel 6 Bl
”il k‘:l(na.‘[) (11,—3) (1&—2) (*n-l)' n+
Eul B

T Ta-1n=
—F%("'“:i) (n—2) (n—1)n +é(n—-2) (n—1)n+ 5 (w



- - —_—

o4 ——
sededuced 1 . kl—n("._])(,ﬁ_*_l).
g —R =
k=1
Yom aves prin urmare
A a 1 r_t‘_’lf_ﬂ’(""%'l)h‘}:q n® je
&' ? (@97 =47 30 30 20
falocnind pe ze = & 2, =b, mh =b —a, formula (21) se mai
serie
(b —a)® "
B 1 (217)
De aiai rerulti evaluares restului R, Notind
M, = sup | [ (2)]
2
(Z., zl) ( 5)
vom aves
] R- I \<K- . M‘p (21!")
unde
(b—a)®
E=—-->-
" 720mt (26)

Prin urmare, restul B, din formula de cvadraturi (18) are evaluarea
(21"") gi numarul K, este invers proporfional cu nZ

7. Ezemple practice de formule de ovadraturd de forma {17). Pentru
n =2 gi n = 3 avem formulele de cvadraturj ale lui Simpson yi Newton
pentrn care

—a) —a)t
K, _A =0 B8,
9 2880 2880

Pentru # = 4,5,...,10 coeficientii 4,, 4, din formnla (17) gi coefi-
. ] 5 i co
ciental &, din evaluarea (21") a restolui £, sint dafi in tabloul 3.

_ (b —a)®
80"

J 4. FOBMULE DE TIPUL (3) CU GRADUL DE EXACTITATE 9
8. Vom stabili o formuls de cvadraturs de forma

\" ()8 = 4 (f () + 1 (2,0)] +

2y

+ L@ @)+ 4 flae] + B, (27)

en gradal de exaatita : i .
ipoteze ca la pnncm“’f 8l vom determina reatul ei R ficind acelea§!
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jind oé R = 0, cind f(z) este inlocuit, ¢y 1 5
n ng:;x de ecustii in A; 8i A; care are soluﬁ: lgion (g 5 Obtine
u
n(3n—4)
T 2(n—1)(n—2)

’

P il LE LI
{‘u—l)(n_.z)(n___s)

A}

aatfel @ formula (27) 2e gcrie :

ay n(3n—4)
do= ——— =7 _3
S‘. f(z)do 2 (n—1)n—2) (&) + f(2._] +
n(n?—6n -+ 6) Bz '
Tabloul 7
b—a n s -ap
= A, = . -4
n AT ety | P R o
L e S 0-ap . b-ap
‘ 0’ B¢~ © 0 mm
5 - kd 0,160
’ 12 24 25 =
8 11_4 315 % <0112
7 = : = < 0,082
16 48 9
8 L2 8 4 <0063
18 63 &4
8 L) 2 4 < 0,080
20 80 &
10 L 10 2 = 0,040
22 % 100

Pontru a determina restul R; atagim Is intervalele [2, 1), (2 AT
-+ [0y 2,] polinoamele g, (2), oy (F---» P (2) c]:mh_i!il& ‘solnwﬂe
ecuatiilor diferentiale (19) §i sstisfac la condifille :

21 (ml) = 0’ v; (@.) - 0’ ?;o (@.) =0, ?:N (2.) — 0! ) o

P (B) — gy (2) = 0, o (z)—e(m) =0, o (@ —% @D

. n(3n—4) A,
ol (@) — o (@) =5 D)
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Ty) = : g () =0 P (Ta) — By (@) = 0
gy (Zo) — P (Zg) =0, @ {Ty) - Pu A ) ’
o i ) = IR
) (n—1)(n—2)(n —3)

Pu-9 (Za-2) — Pa-1 (Za-3) =0, Pu-e(Za-2) — Pa_1(2Zn-0) =0, ‘
n{n'—6n 4 g)
(A —1)(n—2)(n—3)""
Puot (Tae1) = BulZa-) =0, $21(Za-1) — Pa(@n) =0,
Paca (Zao1) — @) (Ta-1) = 0,
n(3n—4)
2(n—1)(n—2)

e

e (@) =0, w(g) =0, o (5) =0 g"(z)=0
Prooadind e la punctul 3, se constatd cd restul din formula (28)
este dat de Formnls

prs{Z-t)— pa-2 (Za-2) =04 P a(ta-0) — 91 (Ba-2) =

Fal1{Za-1)— 9 (Za2) =

B = [ o (2) f () dz, (30)

nnde funcia ¢ (z) coincide cu polinoamele @, ¢o,..., ¢, De intervalele
[zh 51_]7 [.'51, zl]- siey [zl-lr .’3.] .
9. B determinim polinoamele ¢, (z), ¢, (2),- .., 9, (T).
Prima ecoatie (1B) i conditile la limit4 (20) din nodul z, aratd cf
_(z—z)"
% (%) = T 4 (31,)

Pentru a determina i e -
(26) din nodul z,. Avem Pe & (2), tinem seami de conditiile la limits

= ﬁ 4 k’ ’” h’ o
?1(.:,)—4!- ?l(zl)=a‘ LA (T))=a' P () =h
§i dedneem o
ht 1 AB
W) =—, gl(z)=<, o _—
¢"-'”(zl)= &‘”g —28—4

de unde rezults c& de—1)(n~ 2)

71 (2) =M—_m (z—2,)?

o 2a-D@-2) sl
Mg—z)p w
TR TR 32 +f; : (31,)
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:aleula pe ¢, (), tine
[ronlru # celen A %) M seamd de condii; ..
Jin noilnl T3 Ayem diiile lo. timitg (29)

6n2— 20n +16 A _ 10w —10at 4 1505 _gq

= —_— 4

(n—1) (n—2) 41 (n—l)(u—zj(u—a) :*1'

Tn?—36n 132 B2 *7n'~57n=+14o

¢(@) = G 1)n—2)31 ==
2n—1)(n—2) ! 2(1.-1)(,;&2)(”_3)5'

WM—Bn+8 M A1 439, o At

7 (ra) = 2

W= T )(n—2) 21 B—D(r-2a-3 21’
m—Bn+ 8 n—11n2 L 32

" —] - h = ‘ ' 24

%) = ST (n_2) 2in—Din-2(n-3)

Deducem ¢

—n® R34+ 208 —24
2(n —1)(n — 2}m —3)

157

o (23) =

gi prin urmare vom avea
(z—z,) + —nd 4t 4 201:-2;’.{1:—:,)’

%l® =4 2(n—1)(n—2)(a—3) 31
n®—1lm® + 320 —28 B (s—z)
m—Lm—2)mn_3) 21 21

STR=5Tat 1100 96 K2 L 1040 T0at 4 152e 06 M
2(n—1) (n—2) (n—3) 3! A—1)(r—2)(n—3) 4

Si calculdm in general pe p, {z), pe care-l vom serie sub [arma

(T~ Tp_)) | AR+ AP R+ AP LAY (5P |

P, (2) =

4l 2(n—1)(m—2) (n—3) 3t
L BOM L B L BYat B R (ponal
rn—1)(»—2)(n—-3 20 N
Opind + O+ Cm+ OF B oy
2n—1) (n—2)(n-3) 3!
Dy'wt + D wtt Dw + D T oL
(r—L)n-N(r-3 1
adi R i i I gint
168 gy accengi forma oa §i g, () 8i unde 4., B, , ‘;ﬁ%.lf’ peale

nfi Dumerici. Vom determina aceyti coeficlent §

T
® Corespund ly p = 3.
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Condifiile la limitd din nodul z, &int
9 (2,) = @ (B)r 94 (@) = 9 ()
._6 6
(e — (g = 202 )y,
’ (r—1)}n—2)(n—3)

@ {z,) = Pp+1 (‘”,)v

S determindm ooefioientii AL
Pentrn aceasta observém o
o An”._i_Al'z) "l+ALl>”+A('0
o (E) = N —2(n—3)

ick
* 2+ AW (124 AP) A0+ {22+ AP n+ (12441
v (8,) = 2(n—1) (n—2) (n—3) h.
Seriind cd
(z—z,) | AR+ AR A + AP m 4 AR, Y il
Wl == 2(n — 1) (1 — 3) (n — 3) 31
avem

o7 (@) = pant + AR e 4 ARe + AR,
e 2 —1)(n—2)(n — 3) '

Scriind ¢ conditia a 4-a 1s 1imitd din nodul =, este satisficuti vom avea
ecuafiile de recurentsd

A5, = 43
An, = A® (32)
AP, =42 + 10
ASL, =4 —12
¢are impreund cu conditiile
4V=—1, 4P =1, 4P =20, 4 = — 24 (32')
vor determing pe A, 4, AP, A¥. Vom aves
=1 A =1, AV —w0p_1), Aw— _12(p—1). (32

Formula (31,) se scrie deci

?.(z)=(i‘4ﬁ’i'+ =W 410 (p—1) n—12 (p—1) " (m—w,_x)a+
2(n—1) (n—2) (n—3) at
BMgl L gnaa oo
+ 2 T 85w TB‘,n+gr’g| W (z—z,.,)*

B—Nm—2m 9 o gy T
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Pentra determina coeficienyii Bw
ap nerie €

8¢ Pprocedeasy gy ncelagg

¢;'+l (z’) = 9"' (Z’)

. in ecuatii de recurentd, eare impreung icientii

::i;‘;- (;gzltiicnyii BY. Se Eﬁmte' « emmem BY, dster-

1 B =1
BP = — [B(p—1)+1)
BY =b(p —1) {p—2)+11(p —1 -
B =—6(p—1)(p—2) —8(p~1)

§i prin urmare putem serie

— (T—Tp-1)* afe —n?+n?4+10 (p—1) n—12 -1, (z—2_ P
%) =" 2(n—1)(mn —2)(»n—3) : 3'l T

22— (6 (p—1}+1]19*+[5 (p—1)(p—2) + 11 (p—1j]a—
—[6(p—1)(p—2)+6(p-1)]
nin —1){n — 2)(n — 3)
B (2T 03'n + Ot + CPn - CP B

21 21 2(n —1)(m —2)(n — 3) E_l(z_zv-l)’l'""
(31,)

Se repetd aceeagi metodi pentru a se caleula coeficientii €%, seri-
ind cd

+

Ppt+1(T,) = 9y (2,)-

Se obtin ecuatii de recuren}d care Impreund cu coeficientii €Y' de-
termind coeficientii C’. Se gisegte

0 =5(p —1) —3,

O3 =—[16(p —1) (p—2) + 13(p—1)— 3],

0P =10(p—1)(p—2)(p—3) +48(p — 1) (p— 2 + 2(»—1)

O = — 12 (p—1) (p—2) (p—3) + 36 (p—1) (p—2) + 12(2—1}}

de unde rezulty af

Pp (@) = (D—2p_1)* —n4+nt410(p—1)n—12 (p—l)h (G‘_:I'-‘.l)" i
4 2(n—1) (»—2)(n—3)

+ 1 e p—1+ UM+ BE-DE-DT
(”~1)(n~2)(n—3)[“ Bz

B (el

+1(p~1)jn—[6(p—1) (p—2) + 62— VI35~ 3
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- owew. ... 0w
1 A ‘

Y (=S (p-)

+2(ﬂ-—])(n—2) (n—3)

+15(p—1)—31ni+[10 (p—1) (P —2) (p—3)+43(p—1) (p—2)4+

122(p—1)In—[12(p—1) (P—2) (P=3)+I6 (P —1) (p—2)-
D}ll nY + D','nﬂ‘ + D;'m” + DL" At
mn—1)(n—2)(n—3) 4l

Procedind in acelagi mod gi seriind od
%11(2') = ?' (x)l

+12(p—-1)]) —;:— (z—Zp-1) +

se obfine

Dr =5(p-1)(p—-2)—(p—1) + 2,
pr=—[10(p—1}{p—2)(p—3) + 30(p—1) (p—2)+
+4(p—1) + 2]
D =50--2(-3-N+20@-1)(p—-
-2(p—N+63(p—1)(p—2)+11(p—1)
Do =—[6(p—1)(p—2)(p—3)(p—%) + 36(p—1) (p—
-2)p—-3)+2(p—-1)(p—2)+6(p—1)]
Vom sves in defimitiv ’

_(z2—=z,,) 1
S TR T sy e L
+10(p—1)n—12(p—1)) h(”—;’+ﬂ°+

1
Yy B e+ s+ (-1 (p—2) +

+U(p—1)]n—[6(p _1)(}’—2)4'6(}!—1)}% (2—2:6;-:11 ;.

1
+
20— Din—2) gy PPV = —[15(p — 1) (p—2) +

+'-1+52(§(‘2I3]"'”10""“‘?‘2)(9—3)+46(p~1)<p~2>+
PRI -2 (-9 +36(p—1)(p—2) +
+12(?~1)]§(2—z,_,]+1R[[5(p_1)( _g)—
—(P~1) +21n 10 i B ’
fhy gl NP=0G=3) + 30— 1) (p—2) +
I tBe-Dp-2)(p—3)(p—14) +
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Lrep— D -DE=NE—1) 4 3“(?*1)(%{;(;1“31; -
a9+

FAZPp—DE-D+epoyyM,
41 (34)
seuntin acenstn este adevirati pentrun p — 3
or s;c:,et(-on.vingem ¢4 ea este valabila .,ip t,i:"p’ '=”‘2“_2. Ined este
gqonrece in primul caz ea 8e reduce la formuia (31,). Np=a -,
¢ 10, S& de;lnonst'l‘ﬁm cd fu‘nc;u:' ? (Z) din ezpresia (30) & :
ozitivd peé mteroalulbe(a:tzo z,) oricare ar fi », restului R,
emonstrafia acestel teoreme este mai dificilg ¢
@in § 3 9i de aceea avem nevoic de o pregitire a sy PV
in §3s-a vizut umhbat«ga rédsclpilor derivatei o (z) in studinl f
iei o() care intr® in expregia restolui. Sintem decy condugi ea §i in xt
t

cate P

touwre

cnz s ne ocupdm de derivata o”(2). Avem ¢” (z)) = =, oricarear fin
2 re -

De asemenea, din ecuatia (31;) se deduce ea
V,(n) ht

) = 2y 2

unde
Vs(n) = n?— 1_1 n 4+ 328 —24.

Se constatd cd ¢ (z,) < 0 pentru a = 4, 5, 6, pe eind ¢~ (z,) > 0
pentru » > 7. In general avem
V,i(m) h

PE) = o (5 = ) 2

' (35)
unde
Voin) =2 —[5(p—1) + 18+ [3(p—D{P—-23) +
+11(p—=1)n—6(p—1"
Polinomul V, () are toate rddicinile reale, decarece
V,(—) <0, ¥,(1,2) = 0,288 >0,
Vo(2p—1) = — (29" —5p" + p + 2) =—(p— D (p—D 2P+ <H
Vy(+o0) > 0.

Rezultd of pentrn un p dat, notind cu », ces Wi MATS ridsoind 3
ecuatiel ¥ (a) =I;) vom a.vﬁa V,(n) > 0 peatru w > M §l Vo) <O
ventru <yl ’

¢ exemply, pentru p = 4, avem
Vi) =n3 — 16 M+ 63 n—54, ¥ (10)=— 2,
(1: ’}mde rezulty o4 pentru » > 11 avem 9" (zy) > 0, PE oind per
18,9, 10 vom avea " (o) < 0.

7, (11) = 34
trn =
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Pe de alta parte, pentru » dat, 8& considerdm mulfimes pupe,,
lor L,-1 de coordonate (Zy-11 Yp-1), unde
re == '7' (n) L. .
s = @ ) = e 2)n—3) 2
arStim o toate punotele Ly, Ll"._' g) L'—.' sint pe o paraboly
e uﬁs“dmpta z = #', unde 2’ este mijlooul intervalului (a,, m.).&vind
Intr-adevidr avem,
Dy = 0, + (P -1k

iar
bl
- 5n—6)p°— (5n% + 4n —
2('_1)('_2)(”_3)& n—6)p°—(6n° + dn—12)p 4
+ntdnt—n—6] =
i!
= bn—6 — 1) —
2{n—1) (n—2) (n—3) [(5n—6) (p—1)
— 5 (5% —6) (—1) + w*—n?).
Inloonind pe (p—1) » cu &1 — @, vom avea
1
" 2(r—1) (n—2) (n—3)
— 8 (50— 6) A (21 —z,) + (% — n?) AL]

gi soeasta doved & punotele Ly,.. . i
fo ecnatie egte ek p Ly, Ly,. . .. L., sint situate pe parabola

Yo

¥r1 [(5n—8) (2,1 — @)% —

e 1
2(r—1)(n—2)(n—3)
—n(in—6)k(z— z,) + (#® — n?) 4]

[(5%—6) (2 — 2,)' —

- 1
¥=
2(n—1) (a—2) (n—~3)

4

De aici rezult graicul din figura 5.
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ryrabole avind virful sub axa Og, 180 punctyl . gic s
g T -
wEe 1068 = ' Dpo1). De
airi rest tra x,,_, avem '?“ (2., 1S 0 )
! o Dacéh pen pr-) AVE 2-1) > 0, atunei
llMl (;,3 (&) > 0 pentru orlcelm()d ?’ im; ervalnl ‘[VOITI Telai de age-
MO g % pentru Z,, avem ¢ (z,,) < o abunei vom o
‘ : kpgc;egtm orice nod z, din interva’.lul (z,, 2 ,av& de asemeney
9 (%1)1 Observaiile precedente sint utile pentry brasaces
pied 'o(2) pe intervalul [z, z,]. Din eanz
func

: " graficulu;
1( % Blmetriei fuj fatd de dreapta
e P putem mirgini la trasarea graficulnj i
z =

(5o @' Avem graficele din fignra 6.
oy

Fig. 6

i ale lui 1, de exem-
Din aceste gralice se vede c# pentru ,m:ele ;{?;‘)’gm numai dous r3d-
Plu pentru 5=y, 5, 6, 7, 8, 9, 10... derivata () e e exompl
o be intervalul (z,, @,), pe cind pentru al:tﬁe dout r¥dicini
Penbru n < 11, gerivato 9"'(¥) are mai mul 5 ridseini pe intervalu!
Pentru cazul cind ¢"'(z) ave I douﬂmctia o(x) este pozitivh
(20, 2,), 86 demonstreazit in mod foarte simplu ?‘ demonstrajii, ci 1€ VO
D¢ Intervaly) (4, 2,) ; nu insist#m asupra cestel
CUpa de gzl general.
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12. Derivata @ (7) este pozitivd pe intervelul [, «r,), peatey

n> T Tutr-adevar, avem @: (%) > 0, 9 (@) > 0 §i
p(3m—4)(nt—8n +8)

#'(E,) = 8(“ —l)'(" _2)2 0 (36)
ddoina ecuatiei @ (z) = 0. B
unde f)e"itﬁirgezﬁlta ¢ §i derivata o (7) este pozitivR pe intery. alul
(24 m'1]3 Derivata a (%) este pozitivi pe intervalul {2, z,], pentry 55
> 11. In general din ecuatis (31,) avem
. _ (z—a,)° _ Ua__(“) A {(z—a, )1 N
(=)= 31 2{n—1) (n—2) (n—3) X
1 W 5

{n—1)n—2)(n—3) 2 2(n—1) (n—2) (n—3) 31’

unde
Uy (n) =n°—%2—20n + 24,

Fy(n) = r®—11n® 4 32n — 24, (38)
W,(n) = Tn®*—357n* 4+ 1408 — 96.

fo caznl » = 11 ecnafis (35) se scrie
(z—g,)? 1014 ,(s—=z)' 328 A
31 21088° 21 @ l0ss 20 Wt
3864 A

—— -

wiz) =

' 2.10.9.8 3!
Putem grups termenii in modul urmitor
- 3 . —_
?;(IJ=(:: z,) + 1014.3 Ah’ (x — =z,)2 328 E(a:—:v.) I
3t 2.10.9.8 3t 10.9.8 2!
822 M
2.10.9.8 31
¢i deoarece pe intervalul {2, z, ] primii trei termeni sint nenegativi, iar ulti-
siw A !
mal este pozitiv, reznlth c& o, (z) > 0 pe intervalul [Ty Z3)-

Aceasta simplg dem , - ) .
departe in genemll)_ onstratie pentru cazal n = 11, va fi extinsi mal

84 demonstrim pentry ince ” . . -
pentru = > 11. Vom serie ecna@li)a (gg) (ps'l(::)) ?ogmge nkeeyslal o &

% (2) = (z—z,p + . _3U,m) M —(z—z,)t +
. 31 2 (:c—l) (rn—2) (n—3) 31
s (7) h Tym) B (a7

(n 1){n—2)(n—3) 21 2 + 2(n—1)(n—2)(n—3) 31
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anile sl natatk
Taln) = Waln) —3U,(n) =4ns _ 540 4 20
jniroducind  polinoamele * - 168 (39)
l:, (n) = Tz (n)—4 V‘ (n), J,‘ (m) = Ua(n) v (n)
e {40)

pnlin”m“l Vi (») intrd in formula (35

Wile)=—_Ydn_ »
(r=1)n~2)(n-3) 31

unde

gi cste dat de formuola
Va(n) = n% —1622 + 632 — 354
avem
Iy(n) = 10m* —52n + 48, Jy(n) = 15n* - 839 = 73,
Trinomul I(n) ate rédicinile 1, 2 i 4, iar trinomal J, (x) rsdseinile
1,2 4 '12’? Rezultd cd aceste trinoame sint pozitive pentra » > 11, in-

i i Vs(n). Deducem c3 in ecunatia (37’ i i
;%231? c&:itiv;( iaentrn 7> 11, Pohno:hul(v,();)zg{t:)i m;: g::
tiv pentru z > 11, din cauza observatiei 1° de la punctul 10 care decurge
din figara 5. De altfel notind

Ky(n) = Va(n) —Vo(n) =353°—31a =30
se abservid ci trinomul K,(n) are ridicinile 1, 2 3i 5 de unde resultd c3
el este pozitiv pentrun > 11 gi prin nrmare avem ¥, () > 0 pentras >11.

In ecuatia (37') avind Uy(r) > 0, Vy{») > 0, Ty(s) > 0 dedueem
g () > 0, pentru » > 11, pe intervalul [z Z,).

14. 83 demonstrdim acnm nrmitoarea teorema :

_ Dacl pentru un indice p avem g, (,)>0, awaci vem aved 3, (2)>0
pe intervalul [z,.., T,).
Teorema aceasta a fost demonstratd pentra p = 3 la punctal 13.
O vom demonstra in general presupuuind p > 4. Avem

Cpy o (E—Taa)® U, (») " (@=5f |
o 3! T2 (m—-1)(n—=2)(p=3) 21 a
+ Ve () L W, (») ¥

AL
Pty ey L e TS TR L e

Up(n) = a3 9 _10(p—1)n + 12(p—1) arot)
e = "‘—[5(1)—1)(11] W+ Bp-Dp -2 10 ”ni;miw (42)
W.(u) = [5(p—1)—3]u3—[15(p—-1) (p_.gj_}-]::; (p—;)](—._l)]”-_
+[10 (p—1) (p—2) (p—3) + 48 (=D (p—2) +1;(:_1)].
~ (12 (p—1) (p—2) (p—3) + 36 (p—-1(P—D F
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06— ' = ma
Putem scrie
, (@—apaP . Uplm _p My
% (%) =31 " 2(a—1)(n—2)(n—3) 21
v M W, (30,
_Ttm M gy T ol A
T 21 2e—1)(a=-2)(a=3) 3T U3)

o basza ipotezei fioute gi anume o3 @ (Tp) >0 82U Vyuy (n) o
vom demonsmdinecusﬂh (43) avem U-, (m) > 07 Vp (”) > 0| W (n, 0
730, (n) > 0, de unde vs rerults & g, (2)>0 pe Intervalul (%0, 2,1,
»)-

Din figura b se vede mai intii ol dacd Vpi1 (n) > 0, vom aveg g
sgemenes ¥V, (n) > 0. N

S3 notim
T,(n) = W, (r)--37,(n), (44)
I,(n) =T, (#)—(5p—11) Vs (n),
J,(n) = Ty(n)— Vpur (n). (45)
Avem

T,(.)=(5p_u)u=—(15y!—30p + 9)n® + (10 p? — 12 p%
+18p—-16)n— (12p?— 36 p* 4 72 p — 48)
pi
I(s) =(5p—1)8—(15p2—30p + 9)n* 4 (10p®—12p? +
+18p—16)n—(12p°—36p% 4 T2p — 48) — (b p — 11) [nb —
—(Bp+ 1+ (5p* +6p)R— 6]
adici
IL,(n)=10(p"—2p—2)n* —(15p*— 13 p*— 84 p + 16)n +
+ (18 p°—30 p* — 72 p + 48).
Discriminantnl polinomului de gradul al doilea I, (n) este
(15p°—13p'—84p + 16): — 40 (p* — 2 p — 2) (18 p* — 30 pt —
—T72p + 48) = (16 p? — 37 p* — 36 p + 64)2
de unde rezultd i ridscinile ecuatiei 7, (z) = 0 sint
B=12 g-32-5p—12p+8
I(p1—2p—2)

Numerele £/ pi 7
Observam mat gk o T, separd ridicinile polinomului Vyi1 (7).
vi1 (—o00) <0, ¥V, (1, 2) = 0,288 > 0,

¥,
p+1 (4 00) > 0. Rimine ag calcolim pe V,_, (£, + 1). Avem,

Y132 —3p —16p + 4
2(p*~2p—2)
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L NTRATIZA . = LIDURATIRA Arp, gy I1MP3
“"7 _h_-_ ..

L

wir 3 ._3 g_
Ve (&5 -+ 1) = -(—?‘_Llﬁp + 4p
s » B(p’—zﬁf:‘““
Bp-3p1_14
—(Bp + 12 T2P P+4p
(P —2p g
3P —-3p°-18
-+ (6 p* + 6p) —L T P+ 4
F(bp ? 200 —2p -3 -
Tacind calculele, se obtine
' — p_
Vo (&5 + 1) = S(pionp_zy | PP 18 Lo g
— 520p% — 304 p* + 1440 p* — 824 p2 1 384 p 128
P ordonind paranteza dups puterile lui p —3, vom aves
—(p—-1)
. =——3[(p—-3P + —
Vora (G + 1) 8(p*—2p—2p (p—3r+90(p I 4+
+ 893 (p —3)* + 4120 (p — 3)° + 9389 (p—1)* + 10722 (p—3p» +
+ 4775 (p — 3)? 4 876 (p—3) - 54),
de unde rezultd ci Vo (8] + 1) < 0, pentru p > 4.
85 trecem acum la polinomul J, (z). Avem
Jy(n) =0 —n2=10(p—1)n +12(p—1)— [(»*—(6p + )" +
’ + (59" +6p)a—8p1]
adicd :
J,(n) = 5pnt— (59 + 16p —10) = + 6 (3* + 23 —2).
Discriminantul acestni polinom ests -
(5p% 4 16p — 10)? — 120 p (p* + Ap—2) = (5p* +4p— 101
Rezulth o rddacinile ecuatiei J, () = 0 sint

. PAH2p—2
E;=1v2 1 ED = P
Observim of .
3pd—5pi—12p+8 PHAPTS
Elpl_ 'pl’=_ s

2(pt—2p—2) ?

_ =l (-4t
T 2p(p'-2p—2)

. 1" a .
¥ de aici se deduce e pentrn p > 4, avem CRe
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asupm r¥dicinilor rolinoamelor 17, Wr)
n figurn 7 g-a !

a toats discufia
1 linie punctatd graficul 1w 1:(1:%

inmrﬁ:ﬁd graficele accstor polinoame.

icul Jui ¥y, [2?), cl
€% gratical Tui o/,(2).

1,(2), 4, (%)
cﬁ(]jx;ia &)nmnn‘
gi ca linie intrernptd

Fig- 7

Din examiparea figurii 7 se deduce ¢ pentrn valorile lni n pentrn
care V,.,{n) > 0 g sint situste la dreapta celei mai mari ridicini a ecua-
tiei F,., (z) = 0, avem de asemenes I, (n) > 0 i J, (n) > 0.

Ecuatiile (45) aratd ¢ pentru aceleagi valori ale lui » vom avea
T,(n)>0 5i U, (m)>0.

_Observatie. Se poate demonstra ugor ci pentru aceeagi valoare
@ Jui # avem F,(z) > 0, observind ci daci serim

Vo(n) =V,.i(n) + K, (n)
avem
H,(8) =58t —(l0p + 1)n + 6 (2p—1).

Polinemul K, (z) are rédgcinile 2’ i Fw 8
£, =12 gi ¥ =2p —1. Se

constath o avem V,.; (E9) = — (1) (p—2) (2p + 1) < 0. Hezults
b pen ll_valonle lui » maj mari decit cea mai mare radacind a ecuatbiei

» j&m)t,f_ 0, avem K, (1) > 0 gi prin urmare V,(n) > 0.

>0, W, (il)sf 37 o(]:f)n;toca D) Seustia (43) avem T, (n) > 0, F, (%) =
v ici = i -

valal [g,.,,3,). W de aici rezults & g, (2) > 0 pe inter

15. 84 notim cu (z,_, z li

o -1; Zy ] intervalul pentru care g (2y-1) 2> 0

nsd @, (2} > 0. Dupd cum g5 arﬁtafela punctuqip (10: la‘gm
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nbru p =40, p"— 1 5i aplig ~
v );" pen % p nd tre()]‘em
'Pr'f(l'r"}"‘”"' o Mf ) >10‘ }fjgr:/?;ﬁv?m () @y_,]. Py in:ege 18 punety) 14
(](ifle @' et rnijloent IRk ulni (z,, “.); grafical deﬁva;l-ul Emv‘-u z,

fiat 1n figare i 9" (a)

v

Y S—
L
Cwt,
b"'"‘.{'
- -A.Q&
™
-

Fig. 8

$4 notim en & interseefia arcului de pamabols y < Oy (Z) cu axa
0z. Derivata ¢’ (2) este pozitivi pe intervalul (z,, z, ), cregte vt
valul [@y-1, E], adicd este tob poz'1m§, atinge un maxim in punctul :,
apoi descregie pe intervalul [E, =z']. :

fn punctul @’ avem ¢’ (z’) = 0.
iptr-adevir, dacd n = 2 p, avem

Wour (22) »

T = e ) = e D er 29 3

Tnsi
Wyes (29) = 8p3 (5p —3) —4p® (1592 —3) +2p* (10p* -
+18p—6)—12p* =
astfel e ¢’ (3') = 0.
Dact » = 2p + 1, avem
o » X! o (99 —1} (2p—2
?(z') = (Pv-bl(xv + E] = 3t222p (2p—1) (2‘?—2)[‘?(‘? ner
—3U,, (2p+1)+12V,n(2p+ s
+4W,a(22 + D)
Fieind calenlelo Se consbatd cd
Upn(@p +1) = 4p (-1 22—
Veu (2p +1) =—p(»p—1 0P +3
| w,...,(zp+1)=?’(”-1H10P+')
M 86 deduce ugor o ¢’ (2°) = 0.
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P intervalul [‘z _r'] trecind de In o val
r.it.i?iwlii %ﬁi&“ﬁ;ﬁ 1:01.11 Aceasta fnsesmnd od mvem ¥ (@) 0;1‘3
po 4
pe intervalal (zy, ). P [ '
i functin ¢ (&) es : ) : o
ea m?ﬂ%n?;rgve';‘e pinw.rva.ml (@, 7, ], §i 08te deci poritivdl pe fntel:v ﬂlui

(Zoy 2'] . : beiy = ¢ (2) fatd de dreapta o . ..
i seamj de simetTia curbel y = 9 Pla @ — 4
doducam o8 funchia  (0) evic pomitiod pe interoalul (z,, 3,). _ ’
16. Bevenind Ia formuls de ovadraturd (28) si la expresia (39 ,
restnlai, putem scrie .
B =19 ®) ("¢ (2) s
- By
arece fancti z) este poritivl pe intervalul (z,, z,). In
ﬁ,?mbm al dﬁe; (se calculeazi chiar cu formula de cevadratbury (28),
inlocuind fanefia f on
(Z—2) (82— 20)*

4!
Vom avea
S:' 9dz = %[S:(z—wx)‘(% Za-1)? do —
—4; 'f(z. — 8, (7, — €)Y, (48)
Avam )

C—z = (z~x,]—h, T— Ty = (a’*mv)‘(”*l)h
de unde rernltd of
5: (-2 (z— 2, ) dz — g" [z —2)— 20k (2 —2,)° +
-k
+ (n + 2n~2Jb’(z—%)’—2B(8~1) (2 —a,) + (n—1) AY) dz
adicd
L' (=20 (2 -z, )t dz =£(n’~10 M —402°—60n2 4 30 %), (47)

De asemeneg avem
-2
&= o= Y e 2pppm— gy ey
adica t-

a—2

g’ (@ =2 (2, — 2,_e - h‘L'f(k ~)—2(n— 2)'f;2(k —1)* +
-2 k=2

Tin-2) -f(k _1)21 .
-
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s gennlh Ch

L (r= =D @ah)

y T C R k-1 =B gy
Peer 4
S LELL U TS

y, " 5 +

PRl

43 (q:jl,(l‘:,“_)_z(l‘:ﬂ&:%) L1 -3)(n_3 .

3
+ _(1:_3_)_(1'_:3}_
2
go deduce cd
(n—1)(n—2)(»—3)

2 pé »—
) 30 (A —4n—3). @«8)
R,‘e& < d la formuls (46) gi finind seam& de formulele (47) gi (48) precam
gl

.}—:l(x. — ) (& — T
Per

., m(n*—6n + 6)
(r—1) (n—2)(n—3) '

deducem c&
0

S:"d“’ 4130

—n(n?—6n 4+ 68)(n?—4m + 5)1

[#® — 10 ¢ + 404* — 60 at 4300 —

adicd

o ovdg MR8
| e 000 =500

Prin urmare restul B se poate scrie sub lorma
; 2(6n—6)
R _—_'_"_(H—M @)
720 ! 9

$i inlocuind pe 2, = 6, @, = b, nh =b—a, aVed

, _—aF 4688 o .
2 830 L
5 de aici se deduce evaluares
|B.| < KL My o
Pl UL .

nd 2 880
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02— vadraturd de forma (9g
de formule de C¥ert L  Tui Slmpson( 4

tice .
b Ezearfvgir? fI:)I;'ar'rcmlla Jui Milne, analoaga
Pentru 7 = b.-a[zf(wl)——f(xz)+2f(m3)+R“

(flode =5~

P ( s a)® __ 0,875 (b—a)®
| Byl < KiMos K4 =5 2380 2880
formula analoagd formulei lui Newton

2,) — 5f(@s) + 11f(2)] + Ei,

unde

Pentl'll n = p avem

S:f(cv) dz = bz—;a [11f (@) — 5

ude , 16 (b—aF _gog L9,
| By | < Ky Mg Ky = 126 2880 ’ 2880

0 dim coeficientii din formula de cvadra

— 9, 1 . s
Pentru n = 6, 7; 87 ’ luarea (50) aQ restuluil R“ in tabloul 4.

turk §i coeficientnl K, din eva

Tabloul £
, —4 7 2_6n+6 ’ 4(5n — 6) (b—a)*
RO L SN P i = )
2(n—1)(n—2) (n—1)(n—2)(n— 3) n8 2880
7 2 — ) — )
6 L v—a) 2 (b—a) i (b—a) ’ (b—a)
| 20 9 2880 2880
- 34 13 116
120 120 3_4‘3' < 0,339
8| = Lo 17
- 105 105 6—4 < 0,266
-
9 12—3 11 - —
_— va 112 —=- < 0,214
T e 243
10 — 46
504 ﬁ 176
—— < 0,176
1000

Primily 1, redactie 1a ¢ aprilie 1964
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