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GENERALIZAREA FORMULELOR DE CVADRATI ipa 
A L E LUI SIMPSON Şl NEWTON 

I)K 

D. V. IOXESCU 

în aceastA lucrare se consideri formule de cvadratură de forma 

\'f(x)dx = A.[f{x.) + /<*„)] + At [/(*,) + ••• + 

-P+l )1 + 
A p [/(*>) + + -R (1) 

/k i^»» j ^ 
• • • i s . sînt in progresie aritmetică cu rafia A, iar coeii-

liM o ' 1»• • • se determină astfel ca formula să aibă gradul deexac-
Cnî r i ^ Formulele (1) generalizează formulele de cvadratură ale loi 

oiţs [1] care se obţin pentru n = 2p şi n = 2p + 1. In particular pentru 
^^»^nnulele (1) generalizează formulele de cvadratură ale lui Simpson 
n u *om trata complet formulele de forma (1) pentru p — 0 şi p = 1, 

»mirul nodurilor fiind oarecare. Pentru p = 0 se ia n > 1 iar pentru 
dft7i fle i a n ^ 2- cazurile studiate s-a presupus că funcţia/(a?) este 
sub t C * , + s P® intervalul f x x m ] şi s-a arătat că restul R se poate pune 

r®mia unei integrale definite 

H = [*" 9 (x) /*'+*> (x) dx. <2> 

^ determinat funcţia 9 (z) şi s-a arătat că ea e*te negativă pe in-
alul xm)f de unde a rezultat o evaluare simplă a restului. 
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In lucrare 8« înni «tudiazA formule do cvadraturi do forma 

""/<*><•* - A'i f/<x>) + / + + /<*-»>] + 
+ ••• [/<*,) + /(*-,)! + 

+ /<*,.»> + ••• +/(* . - , . ) ] + (3) 
undo nodurile slnt aceleaşi ca ţi în formula (1), iar coeficienţii A'u., 
. . s o determină astfel ca formula sil aibă gradul de exacliute2p.fi' 
Formulele (3) generalizează formúlelo lui Milne W. E. şi Stetfensen J . p" 
(citat do [I)), caro se obţin pentru n = 2p + 2 şi n =» 2p + 3. 

Vom trate complet formúlelo de forma (3) pentru p «=• 0 şl j> ^ j 
presupunind In primul caz n > 2 iar in al doilea n >• 3. In acostó cazon* 
presupunlnd că funcţia/(x) este do clasa po intervalul [x„ vom 
pune restul R sub forma unei integrale definite (2). S-a demonstrat câ 
funcţia 9 (z) est« pozitivă po intervalul ( x», xm) ceea ce permito si 6e 
evalueze restul R' al formulei (3). 

Metoda de lucru In studiul formulelor (1) şi (3) esto generală şi vom 
reveni In lucrări ulterioare pentru a da noi rezultate. 

f 1. FOnUt'LE DB TIPIL (I) CL ti HA DL'L DK EXACTITATE I 

1. Vom stabili o formulă de cvadratură de forma 

( ' " / [ / ( * • ) + /<*,) + + /(*„)] + R m t ( n > l ) [i) 

cu grado! de exactitate 1. Fără greutate se constată că 

. nh A, = (5) 
n + 1 1 

Pentru a determina restul, presupunem că funcţia / (ar) este de clasa 
t P6 intervalul [x„ x.] şi asociem la intervalele [x„ x.l. [xtt 
[as.-., x .] polinoame!© de gradul al doilea 9 l (x)t 9i (*), . . , J> (3) care 
slnt soluţii ale eouaţiilor diferenţiale " 

?i (*) = 1, 9* (*) ~ 1 » . . . , ? : ' (®) = 1 (C) 
care satisfac la condiţiile la limită 

(*•) - 0, 9 i (x.) = - , 
n + 1 

<*«) - ?« ? i < « k ) = — . 
n + 1 

(7) 
nh (*•->) - 9. (aw-i), - 9 ; ( * , _ , ) 

n + 1 
9a (*•)=<>, 

n + 1 



Scriind c4 

£ / ( * > d * _ — m * . ) + / ( « , ) + . . . + / ( r J 1 „ ( V ) 

la caro realul aro forma 

« - ţ N w r w d i , (8) 

•ndo funcţia ?{x) coincido cu pollnoamcle ?„ 9.pe Intervalele 
(*•, í*i» **]»• • •» 

Determinarea polinoainclor 9,, 7, ©»te «iropU. Firfi greutate 
se constata c& 

2 w + 1 »+1 2 

pentru p — 1,2, . . . , n. So constata ci 

9 . < * . - . ) = - <P - £ < 0 , ( * , ) = - P f < 0, 

»+1 2 ii-r-1 i 

X0 X, X7 Xj ffl-t Jn 

Fie. 1 

d e unde rezulţi că 9, (s) < 0 pe intervalul [ *>-u* f } d a f f < 0 
— . » - 1 ţi de asemenea c i <*) P* intervalul [*., * 
Pe intervalul x.). . . . î i g i ^cicul ei eate 

, D e c i funcţia 9 (a?) este negativă pe intervalul [x.t *.) î> g ™ 
«el dat in figura 1. 



Kestul Bm dat d© formula (8) b© poat© deci »cri© »ub forma 

Rm - / " (8') 

uude l « ».)• Integral» din membrul al doilea se calculează Jn 
modul următor: Avem 

>»-1 « V » + 1 I 2 

- [ ( » + 1 H P - D - < * > - ! > ? ] + „ 

de unde rezultă că 

r - f w * - - " f » - - i - i f i L + a i -
.V 6 2 l n + 1 2 J 

h* f ( » - i ) f t ( n - H ) (n — 1) n (fi + l)"! 
2 (n + 1) l 2 3 J 

adică avem 

^ " ?(x)dx = 
. jc» 12 

înlocuind = a, xm = b, h = , formula precedentă se mai 
n 

scrie 

p f W J , - » - ' » ' 
12 n 

şi restul J?B, dat de formula (8'), este 

De aici rezultă şi evaluarea restului Rm. Notînd 

Xt = aup | f"(x)\ 

(d") 

avem ( * 0 ' 
(10) 

uade l * . l < * . J f 2 l 

K _ ( * - a ) » i l » • 
12 n (11) 



Formula (4') se inai acrie 

+/(*,) + ... + / W J + ^ ^ 

care ^ J ^ ^ ^ S T * * — « . 

este S t J X u î r ^ E v a l u a r e a <8"<> a lu„A. l f 

| 2. FOIUIt LB DB TIPtL <») Ct C HA DLL DE EXACTITATE I 

2 Matrtnd aceleaşi ipoteze ca In § 1 stabilim o formali de 
cvadraturi de forma 

^ * 7 < * ) d * - A\ [/(an) + /<*,) + . . . + K (12) 

cu gradul de exactitate 1. Vom avea 
ti h b — a 

Pentru a determina restul se procedează ca In § 1. Se consideri 
polinoamele ^ ( x ) , . . 9 . (x) de gradul al doilea, soluţii ale ecuaţiilor 
diferenţiale (6) şi care satisfac la condiţiile la limită 

9i (*•)«<>, 9Î ^ 

?i (*i) = (*i)i 9i (*i) - («1) - — ^ 
(H) 

9.-1 (x.-,) = 9 . (*.-«)» 9»-i (*•-») ~~ i 

41 restul va fi dat de formula 

unde funoţia 9 (x) coincide cu polinoamele 91» P° mtervalele 

Fără greutate se constată că 

2 « — 1 
P«ntru p « 1 , 2 , . . . , n. 

(15) 
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P o U n o a m c l o ( x ) a u rădAc in i lo c o m p l e x e , p e n t r u p o j 
* — 1, d roa reeo d i s c r i m i n a n t u l 9, (x) est* 1 * • • 

fcilg*! - £ = • ! < , . - F + w - fe^Dfa»—>• 

Rcxuled oft g r a f i c u l f u o c ( l o l ? ( x ) w t e ce l d i n f i g u r a 2 . 

Omt 
Fi* 2 

Prin urmare fuDoţia 9 (x) eato pozitivă pe intervalul (x„ x j . 
Restul m mai poato scrie sub forma 

* 9 <*><>*, d o 

unde ţ « (x#, a;). Pentru a calcula integrala din membrul al doilea 
obterrAm oft 

de unde rezullâ că 

Formala (15') se scrie deci 
J«. 12 12 n 

ţi de aici rezultă evaluarea 

unde I K\<K m M t t 

Formula (12) n ^ri* 

(15") 

(15"') 

(16') 

(12') 



7 OfcSWAl./AMA . OMULULO«_ DC CV AM MTLW, ^ J m w « 

.. . nixft«» ca O gcnornllxaro a celei do a «loua formule de cvadraturi coro w obţlno pentru n - 2. 
* tfnnoula (16) araţi numlrul K; din evaluara» (1&'") aiul ^U, livor* proporţional cu n. 

| 3. roRMl'LS DE T1H L O) CV CRADVL DE EXACTITATE ) 

3 y o ni stabili o tormulft do cvadraturi do forma 
^'•/<*)dx- A* ţ/l*») + / (*•)) + 

+ At f/ <*»'>"+ fM + . . • • + / + » > 2> ( 1 7 ) 

eu « f t * d ? T - o' clod / (x) «te Înlocuit cu l A cu U - «.)» 
* o b V ^ n a ă o m d o ecuaVü ¿ A. ,1 * - aro soluţia 

A - j 
2(* + l) 

astfel oă formula (17) esto 

n*k 
+ +/(* . ) + . . . +/(x.-.n + (îs) 

Pentru a determina restul acestei formule să presupunem c4 funcţia 
/(x) este de clasa <7* pe intervalul [x„ x.]. La intervalele Ix^x^fx,,*,],.. 
(x»->, ţ,], ataşăm polinoamele de gradul al patrulea ?,(x), 9 , (1) , . . . , 
9, (x) soluţii ale ecuaţiilor diferenţiale: 

tf" (x) - 1, (x) - . . . , 9ÍÍ'(x) - 1 (19) 
şl care satisfao la condiţiile ^ 

?i (*.) - 0, 9¡ <*.) - 0, 9Í' (x,) - 0, 9."' (*•) - ' 

9j [*i) - 9t («,), 9Í - ¿ (*»)» " * 

(20) 

91-. (*.-«> -9" ' («•-») ^ ^ r r * 
w* 

9 . (X.) = 0 , 9 : ( x . ) =- 0 , 9 : ' M - " 2 (»»+ ! ) ' 
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Scriind ci 

m 

î f f d î ^ W j n caro este dat V f o ^ 

(*)/'»{*) 4*. ( 2 l ) 

unde funcţia 9 (*) coincide cu polinoamele 9,, 9ii•••»?. pe interval 

i. SA determinam polinoamele (x), , (x). Ţinlnd «cam» 
de prima ecuaţie (19) ţi de condiţiile la limită din nodul cr„ avem 

? , < ) 4! 2(n+l) 3~! * <«.> 

( .o ¿sas tt^j^jsr** u umi» 
n - 1 4 ! 2 (»• — l ) 31 

* 1 2 (n1 —1) 
fi vom avea 

. ( n - ! ) ( » - 2 ) A» 
„ . _ ! 4 ! 2 (n* — 1) 3 ! 

Rftxultâ oA polinomul 9, (x) est« dat de 

2 ( » » - l ) 3 | + n , _ 1 2 | 21 
—'-ÎL^iUn—2) A» 

T S r ^ T r U - ^ j - f i i z l t i . W 
' n « - l 41 



' t o h 

^ demonstrăm oă In general vom ave* 

+ (p - 1 ) £ i * ^ ^ , ) . 
n - 1 21 

2 (na — 1) ^ ( * - * , _ , ) -

» ' - l 41 (22,) 
Kcuaţia aceasta este adevărată pentru p - 2 — < 

ecuaţia (22,). P e n ^ a dovedi că ecuaţia (22,) eale S S U S S ^ Î L ? 
i<0 admitem pentru indicele p şi să calculăm pe 

Condiţiile la limită din nodul x, dnt ' f 

—1 
Din ecuaţia (22,) se deduce că 

* (» - P)' 

9 ' W P 2 (»• — 1) 31 

* - 1 1 a < « » - i ) I 

Î* ţinlnd seamă de condiţiile la limită din nodul x, vom avea 
( n - p ) * M 

, , . # ( n - ^ H n ^ i P ) £ , 
9 , + i ( * , ) - ~ P — ¿ Ţ ^ - l ) 31 

f i - p ** 
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prin unii are , _ . 
W - 4 J 2 ( b » - 1 ) 3! 

+ P ^ r T 2 Î 21 2 (»' — 1) 31 ' ' 

r i i ' - l 41 
ei deoareco această ecuaţie se deduce din ecuaţia (22,) schimbtnd pe » 
to « + 1, rezultă că ecuaţia (22,) eatc generală. 

Observăm oă ecuaţia (22,) convine şi pentru p — 1, deoarece In acest 
car ea se reduce la ecuaţia (22,). 

G. Să demonstrăm acum că funcţia ? (x) este negativă pe intervale 
(x„ xm), oricare ar fi n. Pentru acea«La vom demonstra tntll oft derivata 

(x) are rădăcini reale tn intervalul (z,-i tx9). într-adevăr, din ecuaţia 
(22,) RO deduce că 

w - fc^zlg - - ~ » ¿ f » - 1 1 » (« - * ,••) + 

Ecuaţia 

(*« - 1 ) (z - - (»* - n + 2 (p -1)] * (s - .) + 
+ Î P - 1 ) (»-J> + l ) A » - 0 are rădăcinile 2 ( n > - l ) 

Deoarece 2 ( w ' " 1 ) 

vom avea - » • [ * - ( 2 p - l )p 

E r i A, (23) 

u ? u r i n 1 ă T n f S l ^ e pentru p . i ,2 | . constată cu 
Hai observăm că" cuprinse Intre a^-iţi*,« 



|JMBU.ZAM* »ormuljxob I» cvAUtJW^ 

Ksto u9or do vflzut câ , , 7 { x ) _ _ ~ -J5» 
« *o»-ro* tot ţ 

o r d 0 vftzut Că y - ? lx) reprezinţ i o curbi »Imetrici 

1 ' '# l C ~ - . D o a c e e a p e n t r u construirea acestei curte ¿fciipt« x 2 
fM* t l C - n 0 m&Tginlm l a p r i m a J u m i t a t e a Intervalului ţ r n x ,V 

A < u î i c i e n t „ , „ « « n I n a c e s t c a » vom lua 1 < p < <j. Avem ' > ^ S r r v i r i a V i e T l a b l o u l 1) 
TaNoul i 

9, i "f 
S e c o n s t a t ă c ă 

31 < 

» ^ _ (2 - p) (<? - » 
3! 

1) — (2î-P)[2(g-P)4 IJ^r < (2ţ + 1) (2ţ — 1)* .3l 

Bezultă că ol (x) < 0 pe intervalul ceea ce »n«*?"* . (2g 
(x) descreşte pe intervalul [x , .„ x j de la - (j> -1)* —J^TTî 4! 

4 ! 

i 
V L / 
FU- 3 Fi*. a 

Cin I a ^ P ^ D t n . Z 9 , a v o m ?,' (*,) - 0 de unde rezultă ci 
^^'uactL Onticul funcţiei ?{*) este cel din figura 3 fi P"t» * a 9 (x) este negativă pe intervalul (x„ x.). 



2» Să presupunem * « 2« + 1- Ca «. mai sus no vom m ^ 
, < - < , + 1. Pentrn p < q + h ^ « n acelei tablou de v a r i a ţ i e 

pentn,ţ;%) cu următoarele valori pentru A„ B„ M. : 

A, = -{p~ 1) a[(8f + l)«-l] 31 

n + 1j < o, 
2[(2? + l ) t - l ] 31 

(2« + i>«(2g-y-MH<-j»+i) h* 
* , = - ( ? - ! ) S(« + l)(2g)» 31 < 0 ' 

ceea ce înseamnă că ^( jf) < 0 pe intervalul [x^îfx9], 
B emită c& 9, (x) descreşte pe intervalul [ x ^ x 9 ] de la 

ir[(g« + D - y + i r * * AI. 
(3i + l)»_l 4! (2Î + 1)»-14! 

Oînd p ^ $ t 1, «i^j şi se confundă cu x'9 = x^-ţ- — * 
Avem urmâtoral tablou de variaţie (tabloul 2). 

Tabloul 2 

tu" Vi 

VI _ 1)» 
<2* -f - 1 4 t 

unde 

jî 

^ - <2q+l)* ii* 
41 16 

+ A4 

(2* + 1): i«- 41 

«(f+ 1) V 
2[{2f+ l)t^i] 31 < 

2 M» + 1)^1] 3 ! > 0 t 



ţ; K N tttf IJ F-Rf-OK Di: 

VnrTl iivefi prin urmare graficul cliu figuTa 4 

J/ lq 'Xn+f 

Fig. -Î 

Din grafic rezultă că funcţia 9(3) este negativă pe intervalul 

(*•> ^ Ţ j n î n d seamă că 9 (s) < 0 pe intervalul (x9, x,), reatnl * 
dat de formula (21) Be mai scrie 

(21') J*« 
unde \ e (̂ o? Integrala din membrul al doilea se calculează cn 
ajutorul formulei de cvadratură (18), înlocuind pe / [x) cu 

( x - x a ^ j x - x . ) 1 

4t 
Se deduce că 

9 (ir) = f ° (a? - ar,)* X 4UJ*. 

Pe de o parte avem 

[ l * ( n - l ) 2 + 2 a ( » - 2 ) * + -V (» —lp-l^l -

iar pe de altă parte 

Ţinînd seamă că 
C»—D1 * 

ti t i 4 

nj\ k* = A(» - 4) (» -3) 2) (»- 1)" » + 
t-j 6 3 n 1 

h i (« - 3) (n - 2) (» - ! )»+•! (»-2) ( » + 



ion 

(25) 

s e deduce că ^ n ( f lg _ + 1) 

30 | 720 n' 

Inlocnind pe x. = = *h = b - a, formula (21) 9 e m a i 

scrie 

De aioi rerultâ evaluarea restului Rn. Cotind 
M* = sup 1 /f<1 (®)| 

vom avea 
(21"') 

unde 
X = (26) 

' 720»» 
Prin urmare, restul Rm din formula de cvadratură (18) are evaluarea 

(21"') şi nnm&ml Km este invers proporţional cu nK 
7. Exemple practice de formule de cvadratură de forma (17). Pentru 

n = 2 şi * = 3 avem formulele de cvadratnr& ale lui SimpBon şi Newton 
pentru care 

2S 80 9 2880 2880 
Pentru * = 4,5,..,,10 coeficienţii A%t Al din formula (17) şi coefi-

cientul Km din evaluarea (21"') a restului Bm aint daţi în tablool 3. 

| 4. FORMULE DE TIPUL {3) CU GBA1IUJL DE EXACTITATE 3 

8. Vom stabili 0 formulă de cvadraturi de forma 

jî +/(*„.,)] + 
+ 4 lf(*t) +/<*) + ... + fxs.-tft + B: (27) 

t^tVX^S, * VOm - « êind to*« ' 



lQifl 
Scriind oi R', = cind /(») eate înlocuit cn 1 .i m , 

iMi 8ifltem de ecaaţii în A, şi A't care mo goiQţia * 011 »obţine 

dflfcfel oâ formula (27) aeocrie: 

> 2 (n — l)(jv — 2) 

(28) 

ToWoul I 

n 1 L 
2 (ii + 1) Al ™ RHt"Î ~ a ) n" 2880 

4 1 — (6-a) 10 ¿ ( » - a ) 4 O " * 0.250 ^ 
1$ 2880 2880 

5 1 
12 

5 
24 ± = 0j60 

fl 1 
14 

6 
ăs s 

7 1 
16 

7 
48 49 

8 1 
18 

8 
63 

— < 0,063 
64 

9 1 
20 

e 
80 

- i <0,060 
81 

10 1 
22 

10 
5d 

— -0,040 
100 

Pentru a determina restul R' ataşămla intervalele |>„«,]» [»»> ®J>-•' 
polinoamele * < ! ) , ¿ W - m (*) « " ¡ S . ^ 

«uaţdlor diferenţiale (1») şi utîaKo li condifiiie la lumtâ: 

(®.) = O, 9; («.) = o, (*.) = 0, <?:" W = „ 
<h (Ş|) - „ (*,) = 0, (*,) - «Pi M = W ' 

« /Q/ii - dl 
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— — 1 0 

- . ( j d - f tW-®-' 4 «.(««-0» + 0) _ 

(29) 

<-»-«. .<- ' » - ¡ r ^ S i » , 

= o, 
\ - s " r * — » (3 n — 4) 

9.k) = o, ?:(*.)=«, ?:'<*„) = ». ?;"(».) = o. 
Prooalînd ea la punctai 3, se constată că restul din formula (26) 

este dat de formnla 

& ' . = («) /•» (®)d*p (30) 

unde funcţia 9 (2) coincide cu polinoamele 9lp ţ>«,. . . , <p¥ pe intervalele 
r*., [*v [«.-1,«̂ ]-

9. detenmnim polinoamele ^ (x)p 9, (s) . ( a ; ) . 
Prima ecuaţie (19) şi condiţiile la limita (29) din nodul x0 arata cft 

,PentriD a determina pe % {x), ţinem seamA de condiţiile la limita 
(¿9) din nodul x1. Avem 

şi deducem câ 

» ^ - Ţ T ' 

2 (« -1) (» - 2) de unde rezultă c4 

9, (x) = M + (ar-a;,)» 

2 < » - l ) ( « - 2 ) + 

( g - g , ) ' M A, 
21 TT Ţ̂ (31,) 



«li» 

(rs) " 

ronlm * calorii* P« <p> (•), ţinem u»ra& de condlfciiU w . 

n e - D C - 2 ) 3 ! ^ ^ r ^ ^ i r 

(» —1) (» — 2) 2! 
_ « + 8 £ _ 

* 2 (ft - 1 ) (n - 2) " 

Deducem că 

- n » + « » 4 - 2 0 » - 2 4 , <Pj (iPa) * 2(»-l)(i»-2X»-3) 
^ prin urmare v o m avea 

(o?) — ( h + 

41 2(»-l)(»-2)(»-3) 31 
«» —11 ng + 32 n — 24 fc1 (g—aj* 
(n - l ) (» -2) (« -3) 2! 2f 

ţ 7 na — 57«B + 140n — 98 10 70»'+ 152»-96 I* 
2 ( » - l ) ( » - 2 ) ( » - 3 ) 3 ! { X ** (ii —1) — 2 ) ( « - 3 ) 41 

Să calculăm în general pe (a;)y pe care-1 vom acrie aub ronua 

9 (r) - (gr- ') + ** + " * j g z ^ 4. 

4! 1)(» —2) (* —3) 31 

(n^i)ţn^ 2)<» — 3) 2! 21 

2(rt — 1) (n — 2)<« — 3) 3! + n* 4 igl» + gf' * t«j 

(ormA ca şi » ( * ) şi unde , « S 
S S ? * numerici. Vom determina aceşti coefiaenţ ^ 
J ^ n a i U i h la limită (20) din nodul a, «1 de coeficient» din fonnm* 
* * * oonipand lu = 3. 



D V. |ONESCU_ 
101 fl — 

Condiţiile U limitâ din nodul aînt 
9 /-) = fiW = = ^ t 

" „ y . n(fi>-6fi + 6) ^ 

ad determinăm ooefioionţai ¿¡Î'. 
Pentru a«»at» observăm oă 

+ A«?' + A? n + 11
1 ttt f _ j L — k 9, W - 2 (« — 1) (* — 2) (» — 3) 

adică 

ti"~ 2 ( » - l ) ( n - 2 ) ( » - 3 ) 

Scriind că 
, • (g^V . ^ ¿ 1 ± ¿¡Si »' + * + ¿gU , , 

+ 2 (» — 1) (« — 3) (n — 3) 31 

avem 
w A«u»> + + A?Un + 

r+: * 2 (« — 1) (» — 2) (® — 3) 
Scriind <& condiţia a 4-a la limită din nodal este satisfăcută vom avea 
ecuaţiile de recurenţi 

jiu im 
= K' (32) 

A»U = A? + 10 
Kh = -12 

care împreună cu condiţiile 

Ă*' = -l , ¿ f = 1, Ap> = 20, JJ« = - 24 (32') 
vor determina pe A<», A*>, A?'. Vom ave» 

¿1?» = - 1, A? = 1, A*> = io (p _ i ) f Ai*> = - 12 fr- 1). (32") 

Formula (31,) «. «crie deci 

„, 2<»-l)<»-2)(»-3) 3f 

(*-1>(»-2)(«-3) 2! 21 



?iVi (*,) = ti (a,,) 

ssSSMStf» 
= 1 
= - [s (p -1 ) +1] 

B f = £>(p - 1) (p - 2) + l i _ (33) 
jg<« = _ 6 ( p - l ) ( p - ^ - « ( p . x ) 

şi prin urmare putem serie 
(s-gp-i)« (p-i) n—12 f 

* ' { X ) - 4 ! 2 ( n - l ) ( « - 2 ) ( » _ 3 ) * ^ + 

+ 
f»s-[5 (f—l)H-l]n«+[5 (p-l)(p-2) + U(p-l)l»_ 

-[6(p-i)(p-2)+«(p-in 
n (n - 1) (n - 2) (* - 3) 

y t C?'»3 + fi"«3 + fi"» + C'." fc* 
'2! 21 2 (« - l ) (» -2 ) (» -3 ) 31*" ^ + 

(3i;) 
Se repetă aceeaşi metodă pentru a se calcula coeficienţii Cţ1, scri-

ind c& 
<Pp+i (a>) = («,)• 

8e obţin ecuaţii de recurenţă care împreună cu coeficienţii Qf de-
termină coeficienţii Cji'. Se găseşte 

C»' = 5 ( p - 1 ) - 3 , 
Cj?1 [ 1 5 ( p - l ) ( j > - 2 ) + 15(p — 1) — 3], 
Cjf = 1 0 ( î > - l ) ( p - 2 ) ( p - 3 ) + 4 8 ( p - l ) ( p - 2 ) + 2 2 ( p - l ) , 
Ci,41 = - [12 ( p - 1 ) CP—3)(p—3) + 36 ( p - l ) { p - 2 ) +12 (?- l ) } , 

de unde rezultă oă 
= -B»+n«+10 (y-1) H-12(f-A)K j g r j ^ + 

4! 2(»-l)(»-2)(j»-3) 31 

+ r i [«a - [fi [p- 1) + 13** + [5(p-l>(?-2> + 

n x1 [x^x^-ir + 
+ 1 1 ( ? - l ) ] n - [ 6 ( p - l ) ( j » - 2 ) + fitP-1»^, 21 
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1W0 _ ' " at) 

+ Í 2 Í Í - 1 » » - [ 1 2 ( P - D ( P - 3 > + 3 6 <JP - 1 ) Í P - 3 ) + 
A> D-" + D-," w* + J?1 n + h4 

+12(p-l)J) — (*-*-»> + (n — 1) (« — 2) (« — 3) 4| ' 

= P, (*). 
se obţine 

J p s î ( p - l ) 0 - i j - ( f - l ) + 2» 
I » ' = - [ 1 0 { p - l ) ( j > - 2 ) ( p - 3 > + 30 (P- J)(p-2) + 

+ 4 ( p - 1) + 2 ] 
D"' = 5 ( j > - l ) ( p - 2 ) ( j > - 3 ) ( p - 4 ) + 42 ( P - 1 ) (y __ 

- 2 ) ( p - 3 ) + 65 ( p - l ) ( p - 2 ) + 11 (P~ 1) 
- [6 (|,-1) (p-2) (f>-3) (p—4) + 36 (p-1) (p -

- 2 ) ( j > - 3 ) - i - 4 2 ( p - l ) ( p - 2 ) + 6 ( i > - l ) ] . 

Vom avea in definitiv 

?,(*) = + i f _ n» + n* + 41 2 ( n - l ) ( ti-2) (ft-3) 1 

+ 10 [p -1) n -12 (p -1)) A f*-^-»)* + 

31 
+ (w—1)(B—2)(n—3) + l]n» + C5 (y -1 ) Cp - 2) + 

+ U f r - l f l « - [ « ( p - l) fr _ 2 ) + 6 ( » - ! ) } * ( g - ^ - i ) ' 21 21 
+ 2^1) (n—2) (»_3){[5 - « - 3J n ' - f15 (P-lHp-2) + 

+ r 1 ] ~3inl + [1° O--Vir-- V (p - 3) + 46 (p - 1) fr - 2 ) + 
+ 22 (p -1,] «-[U îl» -1) - 2j îl» - 3) + 38 in - 1J (Í - 2) + 

+ 4 ( i - l ) + ! ] « ' + [5 (p — 1) (J> — 2) _ 3) (p — 4) + 
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vi« " — ^ — 1 0 J l 

+ 42 ,p - 1) (p - 2) + ft (p __ £ ' + 

' 4 1 * 01) 
Kciiftţi» aceasta este adevărată pentru p = 3 4 

ne convingem că ea este valabilă ,i p w t A t V ' A t í i 11144 «te 
1 ? nrpce în primo1 c a z » 8 6 r e d T 3 (* 'a formula (31,) 1 » P = * - l, 
d 10. Să demonstrăm că /imef» 9 [ x ) i i n ^ 

/ „otită* pe intervalul ( * „ a.) oricare ar /» ». (<W) * " » « m «1 
' Demonstraţia acestei teoreme este mai dificilă dertt cea cnr«m™ * 

toare din § 3 şi de a c e ^ avem nevoie de o pregătire a ei. ^ ^ 
în § 3 s-a văzut utilitatea rădăcinilor derivatei lx\ j a 9 t a ñ m , . 

ţiei * (* ) care intră în expresia restului. Slntem deci condei ca S r t 

caz să ne ocupăm de derivata , " (•) . Avem (*,) = * oricare ar fi n. A 
De asemenea, din ecuaţia (313) se deduce ca 

9 « ( , a ) = - ^ (tt-l) (n—2 )(n—3) 2 
unde F3(ti) = na - 11 N' + 32 * - 24. 

Se constată că <p" ( i , ) < 0 pentru » = 4, 5, 6, pe eind 9" (x j > 0 
pentru n > 7. în general avem 

<p" (a; , . , ) = q>V (®,-i) = F , ( * ) — • (30) (* —1)(* —2X* —3) 2 
unde 

F # ( » ) =TI s — [5 (j3 — 1) + 1 ] « 1 + [ 5 ( ? - l ) ( ? - 2 ) + 
+ 11 ( j > - l ) ] » - 6 ( p - l ) ' . 

Polinomul F , (x) are toate rădăcinile reale, deoarece 

F„ ( - 0 0 ) < o, F , (1,2) = 0,288 > 0, 

+ 3) = _ ( „ _ ! ) ( , - 3 K a p + l ) < 0 . 
F,(+°°) > 0. 

Rezultă oă pentru un p dat, notind ou «i cea mai mare 
ecuaţiei F ş ( » ) = 0, vom avea F . (») > 0 pentru n > », «« W < 
pentru n < 

De exemplu, pentru p = 4, aram 
(«) = „» __ 16 tta + 63 u - 54, V, (10) = - F,(ll> = 3* 

¡ ^ b u l b i i Oă pentru . > 11 »vem > Í» o i n d ^ " 
•» 9. 10 vnm iwarx \ «f 0. 9, 10 vom avea <p" < 0. 



3022 D. V. ionbscu 

Pe de altă parte, pentru « dat, considerăm mulţimea puncte^ 
lor de coordonate unde 

r̂ (w) 

Sft arâtăm toate punotele L § 9 . . A - t sînt pe o parabol* avînd 
ca ară dreapta a? = and« este mijlocnl intervalului (®0r u 

în tr-adevăr avem, 
=» + (P - 1) A 

iar 

+ + = 
= T ^ — [(5̂  —6) (p— 1)- — 

2 (w—1) ( » - 2 ) ( n - 3 ) 
— » (5» — 6) (Ĵ — 1) +» ' — »•]. 

înlocuind pe (p — 1) A cu jtp_i — fl?^ vom avea 

[(5 n — 6 ) (x9--l — ®D)2 — 
2 ( a - l ) (n—2) ( » - 3 ) / \ * i 

- n (5n - 6) A + (n* - *«) *«] 
Şi aoeas ta d o v e d e ş t e eft p i m o t e l e ^ ainfc a i f c u a t e p e p a r a b o l a 
de ecuaţ ie 

- n ( 5 « - 6 ) A — ¿r0) + A*] 
sau 

De aici rezultă graficu] di* figora 5. 

Joxf ^ I j 

F l g . 5 



DECV^W^ ALE 

- - ^̂ ^̂ îl̂ î OH 1023 
. .riri.,l)olft (ivind vîrf al aab axa O®, i a r T 

^ i e axa O» In p x i a c t e ' 8 i t ^ ^ ^ 
aici rw511"® , , ,M L° Daca pentru xt, , avem -p" (» j ^ Q 

' 2°. D«* pentru avem < 0, abuilci * ^ W 
»19 ) < 0 P0ntrn 0nC6 n0d dln intervalol [x de a3emenea 

9 l i . Observaţiile precedente slut ntile pe^tm w 

z J x ' ne putem mărgini la trasarea graficul™ ^ d e d r e a? t a 

[vZx ' l Avem graficele din figura 6. * m n m n a i * tatemM 

Fig- & 

Din aceste grafice se vede că pentru unele valori ale M ti, de esrn-
P ^ pentm » = 4 , 5 6 7 8 9 1 0 . . derivata arenvuBaidouima 

Pe intervaM J ) , pe cind peatru alte valori al lrn de exemph. 
• « 11, derivata 9 ' ™ m u l t d e intervalul 

, Neutru cazul cind V<*> are numai două rădăcunpe n ^ 
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.12. Derivat» «¿' W a ^ ^ i t . v Ä ^ ' ^ r v a l u l ,r„), 
w > 7. într-adevăr, avem 9 t (* . ) > °> - U 

R (3 rr — 4) (r>e - 8 « + 3) 
* = — T î ^ T Î ^ T ^ < 3 ö > 

u n d e £ e s t e r f t d ă o i n a e c u a ţ i e i < £ ' ( z ) = 
De aici rezulta cA şi derivat» <pe (®) este poMtivÄ pe mfcervaln] 

Derivata <pi(») eete poritivi pe intervalul (®„ pentru n > 
> 11. în general din ecuaţia (31,) arem 

(X-Zi)* f»(«). h (*-*»)» 
' p i ( a ! ) - 31 2 ( » - l ) ( » - 2 ) ( « - 3 ) 21 

. y.w M ! (371 
+ ( Ä - l ) ( « - 2 ) ( . - 3 ) 2 " 2 ( n - l ) ( « - 2 ) ( » - 3 ) 3t l J 7 ) 

unde 
U9(n) = n > - n * - 2 0 n + 24, 
Fs (n) = + 32 * —24, (38) 

Wt (u) = 7»3 — 57 ir* + 140 » — 96. 

Iu cazuJ * = 11 ecuaţia (35) se scrie 

#/1 10W . («-S»)1 , 328] h\ . «¿{x\ — ^— k - — + (a? — Xa) + 
n 31 2,10.9-8 21 10.9.8 21 

3864 A* 
2.10.9.8 3 I 

Putem grupa termenii în modul urmAtor 

31 2.10.9.8 3t 10.9.8 21 

822 *» 
2.10.0.8 31 

şi deoarece pe intervalul [x„ xt] primii trei termeni sint nenegativi, iar ulti-
t l E ^ ' ^ ^ * »» W > 0 P® t̂ervalul [ar,, 

d e p a r t e l T g e n S demonstraţie pentru cazul n = 11, va fi eifcinafi mai 

penfcnfVm^vÎ ^ u începnfc ^ > 0 P6 intervalul [«„ ®s], pentru » > ll. Vom gene ecuaţia (35) aub forma 
ri (') = + _ 317.0») - ( * - * ! ) ' 

31 2 (u —1) (n —2) (n —3) 3 f 

+ fr^Zi^^i*-**) + - a W » (37') 
M B ^ 2 1 2 (n—1) («—2) (n—3) 31 



[n|j0rLii«*Ui<l poiinoamele * 168 (3») 

HO) 
||n)l,. polinomiil Vt («) intri în formala (35) 

(*.) = I«Ii!L__ » 
( n - l ) ( » - 2 ) ( n - 3 ) 21 

i c ste dat de formala 
Vt(n) = - 1 6 » » + 63m -54 

a veni 
! , ( » ) = 10 n4 — ;>2n + 48, ._/,(„) = 15 a* - 83«-f 70. 

Trinomul I a (») are rădăcinile 1, 2 şi iar trinomnl Jt (») ridâ«iiiiie 

1 2 gi — • Rezultă că aceste trinoame sînt pozitive pentru » > n in. 
3 

tocmai ca şi Vf{n). Deducem că In ecuaţia (37'), UJ»)^ Tj») aht poli-
noame pozitive pentru n > 11, Polinomul este de asemene posi-
tiv pentru « > 11, din cauza observaţiei 1° de la punctul 10 care decurge 
din figura 5. De altiel notind 

Ks(n) = V2(n) - VA(n) = 5 « a - 3 1 * - 30 
se observă că trinomul £3(n) are rădăcinile 1, 2 şi 5 de unde remită ca 
el este pozitiv pentru n > 11 şi prin urmare avem Fj (*) > 0 pentra » > ÎL 

In ecuaţia (37') avlnd V,(*) > 0, Vt{%) > 0, TJ») > 0 deducem eă 
<pi(a?) > 0t pentru n > 11, pe intervalul [x* x3], 

14, Să demonstrăm acum următoarea teoremă: 
Dacă pentru un indice p avem (*,)><>, W>0 

pe intervalul [xv-l9 

Teorema aceasta a iost demonstrată pentru * = 3 la punctul 13. 
O vom demonstra în general preaupunlnd p > Avem 

Vmln) h* —• <41) 

^ î " ° + 3 I - « ^ 31 

unde B-a notat 

+ 

- [12 ( p - 1 ) ( î , _ 2 ) { j . - 3 ) + 3 6 ( î » - D < P - 2 > + 



putem scrie 

riM- T̂ 1) (fi —(«—3) 2 f 

+ 

- + 

F W A' ) + —' 2I 2(«—1) (H—2) (n—3) 31 * <i3> 
în baza ipotezei ttonte şi anume o* 9 ' ' ( s ) > 0 sau n + i (n) > D 

vom demonstra că în ecuaţia (43) <*>> FP <*> > « i (n) -I 
U (*) > 0, de unde va remlU ci 9 r (®)>° P* intervalul l ţ 

î)in figura 5 se vede mai întfi ( * dacă Fp + 1 (fi) > 0, vom avea de 
asemenea Fp (*) > 0. 

Să not&m 

T,(n) = W,(%).- 3 P , (n ) t ( 4 4 ) 

«M») = (45) Avem T,(») = (6/>-lI)»*-(15j>*-3<>j> + 9)n* + (10*»-13f' + 
+ + 72 j» — 48) 

/,(») ̂ (Sp-llift'-flfîf'-SOj + + (10j?»-12pa + 
+ 1 8 ^ - 1 8 ) ft-(12jp'- 56 jp» + 7 2 i - 4 8 ) - ( 6 p - l l ) [nB -

— (5j> + ! ) * * + (5p* + 6p)n — 6p*] 
adică 

= 10 lp* — 2p— 2) n* - (15 p* — 13pt — 84p -f 16) n + 
+ (ia p9 - 30 p* - 72p + 48)-

Discriminantul polinomnlni de gradul al doilea I p (n) este 
(15 p^» - 13 & - Mp + 16)« - 40 - 2 - 2) (18 - 30 p« -

- 7 2 j > + 48) = (15 j?3 — 37 — 36 p + 64)2 

de unde r e c i t i cft r&dAcinile ecuaţiei J , (ar) = 0 sînfc 

g = 1,2, » y ' - g y - n p + s 

ţ ; ' + 1 ^Jp^ţp'-wp + 4 



•7 

v,,, ( + i) - t ^ t M , + 

răcind calculele, se obţine 
p — i 

_ 520 j>s- 304 ̂  + 1440 ^-624 J»1 + 384 j, _ m ) 

ordonind paranteza după puterile lai p — 3( Tom s t » 

^ ' + = ~ V 

+ 693 {? - 3)* + 4120 (j> - 3)® + 9589 (p -3)» + 10722 (ţ - 3)' -L 
+ 4775(j>-3)' + 876 (p-3)4 5fl], 

de unde rezultă că V9+1 (Z'J -j- 1) < 0P pentro p > 4. 
Să trecem acum la polinomnl J , (ti). Avem 

jw(n) = + 12 (j>-1)-[»a-(5p +1 )*• + 

adică = 59*» —(Sţ1 + i6p-io)» + ft(*â + aj-a). 
Discriminantul acestui polinom este 

(5p2 + l A j p ^ l O J ' - U O f t e 1 + 2 J - 2 ) — + —101̂ -

Bezultă că rădăcinile ecuaţiei J , (x) 0 ainb 

ţ; = it2 Şi ţ ; — 

Observăm că 

_ r» - a ^ ş p ^ z ^ + e _ f l+şp^. = 

_ v-A . (P> - + 9) 

de aici 86 deduce oă pentru p > avem S, > • 



î̂acuHa Asuprn rădăcinilor notinoamolor 1' 
r , / ^ t t ^ ^ S r î ^ t o ? polinoame. Ai 11*1 

criinie întrerup* *rahcul lui </,(*). 

Fig. 7 

Din examinarea figurii 7 ne deduce că pentru valorile Ini n pentru 
care F,T,(«) > 0 şi sînt situate la dreapta celei mai mari rădăcini a ecua-
ţiei \x) = 0, avem de asemenea Iw (n) > 0 şi Jw (n) > 0. 

Ecuaţiile (45) arată că pentru aceleaşi valori ale lui n vom avea 
Tp (fi) > 0 şi U9 («) > 0. 

Observaţie. Se poate demonstra uşor că pentru aceeaşi valoare 
ft Iui n avem Fy (n) > 0, ubservind că dacă scrim 

avem 
V'p (") = IV, (n) + K, (n) 

* , ( « ) = 5 « * - ( 1 0 p -f 1 ) » + 6 ( 2 p - l ) . 

Se Polinomul K [x) ^ ridAciiiile r = 1,2 ai = 2p -1. 
constată oft avem = - _ j , - 2) (2j> + 1 ) < 0. BezultA 
ca pentravalorile lui n mai mari decît cea mai mare rădâcinA a ecuaţiei ir , \ r uxam uecit cea mai mare raaac. n {m) = 0, avem Kt (») > o şi prin urmare Vf (n) > 0. 

V„ {«) > > 0 W fcî«V"a J T T ^ , ? 4 la <43) ^em U, (n) > 0, , 
valâ K ^ ] W > 0 de aici rezulţi c i ¿ ( . ) > 0 pe inter-

insă i w ? n J A v a l u l pentru care tf ( « , ' - . ) > 0 
cum 8 . » „ A t a f c l a p u n c t ă 10, avem 



7* ^îSÎLIL^cwton 
v rp pentru J* ~=4jrV 1 şi aplicînd ^ 

( * ' ( « ) > O pe m t e r v a i n l i ^ ^ de la ^ , 

m rup*» 

Fig. e 

Să notăm cil £ intersecţia arcului de parabolă y = C11 
0*. Derivata 9' (®) este pozitivă pe intervalul («„av-O, ¿reşte pe inter-
valul [¡V^i, adică eate tot pozitivă, atinge im maxim în punctul l 
apoi descreşte pe intervalul [E, x'\ 

în punctul x' avem 9' ($') = 0. 
într-adevăr, dacă n = 2 p, avem 

(2p) A3 

înflă 
2 ( 2 p - l ) ( 2 p - 2 ) ( 2 p - 3 ) 3! 

Wp-M (2p) = 8p3 (5 j) — 3) — 4 ( 1 5 p i - S ) + 2i» (10^ 4-
+ 1 8 p - 6 ) - 1 2 p a = 0 

aatfel c& (o;') = 0. 
Dacă n — 2p + 1, avem 

= 9> ( x + AW 

- 3 Up + l (2 p + 1) + 12 Vv ri (2y + 1) 4 
+ (3p + 1)]-

F&oînd calculele se constată că 

tVhi(2p + 1 ) 
(2j> + 1) (2J» 

W ^ deduce uşor oă 9' (a?') = 0. 

—»>1 



Deci o'(s') descreşte P* intervalul [Z> -r'J titîcîud do la o v a W . 
poiitiv* Ia valoarea 9' <*') == A06"**« înseamnă oă avem (a?) ^ 
pe intervalul ff'J- ^ t x, 

Prin urmare funcţia <p (*) este crescătoare pe intervalul O ^ 
ea are valori poeitive pe intervalul şi «»te deci pozitivă p« iDterv^j 
^ ţinlnd saami de simetria curbei y = <p (¿r) faţă de dreapta ® 5-
deducem ci 9 (*) «fe pe intervalul (şop arj. * 1 

16. Eevejiind la formala de cvadraturii (28) şi la expresia 
restul oi, putem scrie ' a 

deoarece ftmcţia ţ (x) este paritivă pe intervalul (sD, « j . Integrala di 
membrul al doilea ae calculează chiar cu formula de cvadratură (2H? 
Înlocuind funcţia / cu * 

(s-q)* (a-s,.,)' ^ 
4! 

Vom avea 

£ 9d* = ^ j y V - f l k P i * - ft-O1 d® -

Avem 

* ^ ®i = i* - - = (0 - <Fp) - (n —1) * 
de aude reroIt£ că 

£ ( x - - ^ ^ ţ* ^_X 9 ) t __ — + 

£ - _ w 1 0 ^ ^ 4 0 - 60 + 30 n ) . (47) 

De asemenea avem 

I - - j - - ^ = h* '¿' (k _ 1,. [ ( n _ 2 ) _ ( i _ 
îică 

+ (« - 2) 1 k"2 



ta3l 

ju)[1)i ne.imfr cft 

I - 6) (» - 5) ( n - 4 ) ( n ~ 3) (» _ 2) 
" " 5 + 

+ 3 " 2 3 
( n - 3 ) (71 - 2 ) 

2 

deduce c* 

V ( * . - *.>* (*.•- = * * i 5 ) . ( 4 8 ) 

Revenind la formala (46) şi ţinlnd aeamfi de formulele (47) şi (48) pncom 

si , . 9 A , = n ( n ' - 6 n + 6) 
2 ( n - l ) ( n - 2 ) ( * - 3 ) 1 

deducem c& 
r* }i® V * d ^ = [n 5 —IO» 4 + 4 0 * » - 6 0 »» + 3 0 * -
. V 4 , 3 0 

— n (na — 6 n + 6) (n1 - 4 a + 5)] 

adică 

X 720 
Prin urmare restul B'm se poate scrie sub forma 

ţi Înlocuind pe a>0 = a, a». = ¿>, nft = b — o, avem 

2 880 « s 

fli de aici se ¿©duce evaluarea 

__ 4 ( 5 * - 6 ) . 
• «s 2 880 

(49) 

(50) 

(51) 



1032 — , ^„ip d e c v a d r a t u r a d e forma (28v 

Pentru n - 4 a v e m = 4 »Vü^ — , 

ţ /(«) d® = 3 

unde l = 0,875 
K i " 8 2 8 8 0 

<&-a) 5 

2880 

P Btrun - 5 avem formula analogă formulei lui Newton 

z w - 5 / w - w + + 

U n d e ^ J L i i n ^ î = 0,608 • 
I ^ K 1 ^ « ' 1 ^ 1 2 6 2880 2880 

_ . R 7 s q 1 0 d ă m c o e f i c i e n ţ i i d i n f o r m u l a d e c v a d r a ' 
t u r i r S d e n W ' i ; S n e v a l u a r e a ( 5 0 ) a r e s t u l u i B ' „ î n t a b l o u l 4. 

Tabloul 4 

A, = 3n - 4 
2(n — l)(n—2) 

(b-a) A2 = n2 - 6 n + 6 
<n-l)(/i-2)(n-3) 

K = 
4 (5n - 6) (6 — o)s 

na 2880 

10 

— (¿-a) 
20 

34 
120 

_25_ 
105 

23 
102 
_91 
504 

(b-a) 
20 ' 

120 

11 
105 

11 

112 

46_ 
504 

Primiu la redacţie la 6 apriHe 10fi4 

4 < & - a > 5 < 0,445 
9 2880 2880 

116 
< 0,339 

343 

17 
< 0,266 

64 

52 
< 0,214 

243 

176 

1000 
< 0,176 

B I B L I O G R A F I E 

rji- XIII UCAeH îe Memodbi Mnrn 
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