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GENERALIZAREA FORMULELOR DE CVADRATI ipa 
A L E LUI SIMPSON Şl NEWTON 

I)K 

D. V. IOXESCU 

în aceastA lucrare se consideri formule de cvadratură de forma 

\'f(x)dx = A.[f{x.) + /<*„)] + At [/(*,) + ••• + 

-P+l )1 + 
A p [/(*>) + + -R (1) 

/k i^»» j ^ 
• • • i s . sînt in progresie aritmetică cu rafia A, iar coeii-

liM o ' 1»• • • se determină astfel ca formula să aibă gradul deexac-
Cnî r i ^ Formulele (1) generalizează formulele de cvadratură ale loi 

oiţs [1] care se obţin pentru n = 2p şi n = 2p + 1. In particular pentru 
^^»^nnulele (1) generalizează formulele de cvadratură ale lui Simpson 
n u *om trata complet formulele de forma (1) pentru p — 0 şi p = 1, 

»mirul nodurilor fiind oarecare. Pentru p = 0 se ia n > 1 iar pentru 
dft7i fle i a n ^ 2- cazurile studiate s-a presupus că funcţia/(a?) este 
sub t C * , + s P® intervalul f x x m ] şi s-a arătat că restul R se poate pune 

r®mia unei integrale definite 

H = [*" 9 (x) /*'+*> (x) dx. <2> 

^ determinat funcţia 9 (z) şi s-a arătat că ea e*te negativă pe in-
alul xm)f de unde a rezultat o evaluare simplă a restului. 

C K I , C . M a t T O j t N h ^ p 1 0 0 | _ , M t . H C O V H I W T I . »«•• 



r> V. IONBSCU 

r 

In lucrare 8« înni «tudiazA formule do cvadraturi do forma 

""/<*><•* - A'i f/<x>) + / + + /<*-»>] + 
+ ••• [/<*,) + /(*-,)! + 

+ /<*,.»> + ••• +/(* . - , . ) ] + (3) 
undo nodurile slnt aceleaşi ca ţi în formula (1), iar coeficienţii A'u., 
. . s o determină astfel ca formula sil aibă gradul de exacliute2p.fi' 
Formulele (3) generalizează formúlelo lui Milne W. E. şi Stetfensen J . p" 
(citat do [I)), caro se obţin pentru n = 2p + 2 şi n =» 2p + 3. 

Vom trate complet formúlelo de forma (3) pentru p «=• 0 şl j> ^ j 
presupunind In primul caz n > 2 iar in al doilea n >• 3. In acostó cazon* 
presupunlnd că funcţia/(x) este do clasa po intervalul [x„ vom 
pune restul R sub forma unei integrale definite (2). S-a demonstrat câ 
funcţia 9 (z) est« pozitivă po intervalul ( x», xm) ceea ce permito si 6e 
evalueze restul R' al formulei (3). 

Metoda de lucru In studiul formulelor (1) şi (3) esto generală şi vom 
reveni In lucrări ulterioare pentru a da noi rezultate. 

f 1. FOnUt'LE DB TIPIL (I) CL ti HA DL'L DK EXACTITATE I 

1. Vom stabili o formulă de cvadratură de forma 

( ' " / [ / ( * • ) + /<*,) + + /(*„)] + R m t ( n > l ) [i) 

cu grado! de exactitate 1. Fără greutate se constată că 

. nh A, = (5) 
n + 1 1 

Pentru a determina restul, presupunem că funcţia / (ar) este de clasa 
t P6 intervalul [x„ x.] şi asociem la intervalele [x„ x.l. [xtt 
[as.-., x .] polinoame!© de gradul al doilea 9 l (x)t 9i (*), . . , J> (3) care 
slnt soluţii ale eouaţiilor diferenţiale " 

?i (*) = 1, 9* (*) ~ 1 » . . . , ? : ' (®) = 1 (C) 
care satisfac la condiţiile la limită 

(*•) - 0, 9 i (x.) = - , 
n + 1 

<*«) - ?« ? i < « k ) = — . 
n + 1 

(7) 
nh (*•->) - 9. (aw-i), - 9 ; ( * , _ , ) 

n + 1 
9a (*•)=<>, 

n + 1 



Scriind c4 

£ / ( * > d * _ — m * . ) + / ( « , ) + . . . + / ( r J 1 „ ( V ) 

la caro realul aro forma 

« - ţ N w r w d i , (8) 

•ndo funcţia ?{x) coincido cu pollnoamcle ?„ 9.pe Intervalele 
(*•, í*i» **]»• • •» 

Determinarea polinoainclor 9,, 7, ©»te «iropU. Firfi greutate 
se constata c& 

2 w + 1 »+1 2 

pentru p — 1,2, . . . , n. So constata ci 

9 . < * . - . ) = - <P - £ < 0 , ( * , ) = - P f < 0, 

»+1 2 ii-r-1 i 

X0 X, X7 Xj ffl-t Jn 

Fie. 1 

d e unde rezulţi că 9, (s) < 0 pe intervalul [ *>-u* f } d a f f < 0 
— . » - 1 ţi de asemenea c i <*) P* intervalul [*., * 
Pe intervalul x.). . . . î i g i ^cicul ei eate 

, D e c i funcţia 9 (a?) este negativă pe intervalul [x.t *.) î> g ™ 
«el dat in figura 1. 



Kestul Bm dat d© formula (8) b© poat© deci »cri© »ub forma 

Rm - / " (8') 

uude l « ».)• Integral» din membrul al doilea se calculează Jn 
modul următor: Avem 

>»-1 « V » + 1 I 2 

- [ ( » + 1 H P - D - < * > - ! > ? ] + „ 

de unde rezultă că 

r - f w * - - " f » - - i - i f i L + a i -
.V 6 2 l n + 1 2 J 

h* f ( » - i ) f t ( n - H ) (n — 1) n (fi + l)"! 
2 (n + 1) l 2 3 J 

adică avem 

^ " ?(x)dx = 
. jc» 12 

înlocuind = a, xm = b, h = , formula precedentă se mai 
n 

scrie 

p f W J , - » - ' » ' 
12 n 

şi restul J?B, dat de formula (8'), este 

De aici rezultă şi evaluarea restului Rm. Notînd 

Xt = aup | f"(x)\ 

(d") 

avem ( * 0 ' 
(10) 

uade l * . l < * . J f 2 l 

K _ ( * - a ) » i l » • 
12 n (11) 



Formula (4') se inai acrie 

+/(*,) + ... + / W J + ^ ^ 

care ^ J ^ ^ ^ S T * * — « . 

este S t J X u î r ^ E v a l u a r e a <8"<> a lu„A. l f 

| 2. FOIUIt LB DB TIPtL <») Ct C HA DLL DE EXACTITATE I 

2 Matrtnd aceleaşi ipoteze ca In § 1 stabilim o formali de 
cvadraturi de forma 

^ * 7 < * ) d * - A\ [/(an) + /<*,) + . . . + K (12) 

cu gradul de exactitate 1. Vom avea 
ti h b — a 

Pentru a determina restul se procedează ca In § 1. Se consideri 
polinoamele ^ ( x ) , . . 9 . (x) de gradul al doilea, soluţii ale ecuaţiilor 
diferenţiale (6) şi care satisfac la condiţiile la limită 

9i (*•)«<>, 9Î ^ 

?i (*i) = (*i)i 9i (*i) - («1) - — ^ 
(H) 

9.-1 (x.-,) = 9 . (*.-«)» 9»-i (*•-») ~~ i 

41 restul va fi dat de formula 

unde funoţia 9 (x) coincide cu polinoamele 91» P° mtervalele 

Fără greutate se constată că 

2 « — 1 
P«ntru p « 1 , 2 , . . . , n. 

(15) 
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P o U n o a m c l o ( x ) a u rădAc in i lo c o m p l e x e , p e n t r u p o j 
* — 1, d roa reeo d i s c r i m i n a n t u l 9, (x) est* 1 * • • 

fcilg*! - £ = • ! < , . - F + w - fe^Dfa»—>• 

Rcxuled oft g r a f i c u l f u o c ( l o l ? ( x ) w t e ce l d i n f i g u r a 2 . 

Omt 
Fi* 2 

Prin urmare fuDoţia 9 (x) eato pozitivă pe intervalul (x„ x j . 
Restul m mai poato scrie sub forma 

* 9 <*><>*, d o 

unde ţ « (x#, a;). Pentru a calcula integrala din membrul al doilea 
obterrAm oft 

de unde rezullâ că 

Formala (15') se scrie deci 
J«. 12 12 n 

ţi de aici rezultă evaluarea 

unde I K\<K m M t t 

Formula (12) n ^ri* 

(15") 

(15"') 

(16') 

(12') 



7 OfcSWAl./AMA . OMULULO«_ DC CV AM MTLW, ^ J m w « 

.. . nixft«» ca O gcnornllxaro a celei do a «loua formule de cvadraturi coro w obţlno pentru n - 2. 
* tfnnoula (16) araţi numlrul K; din evaluara» (1&'") aiul ^U, livor* proporţional cu n. 

| 3. roRMl'LS DE T1H L O) CV CRADVL DE EXACTITATE ) 

3 y o ni stabili o tormulft do cvadraturi do forma 
^'•/<*)dx- A* ţ/l*») + / (*•)) + 

+ At f/ <*»'>"+ fM + . . • • + / + » > 2> ( 1 7 ) 

eu « f t * d ? T - o' clod / (x) «te Înlocuit cu l A cu U - «.)» 
* o b V ^ n a ă o m d o ecuaVü ¿ A. ,1 * - aro soluţia 

A - j 
2(* + l) 

astfel oă formula (17) esto 

n*k 
+ +/(* . ) + . . . +/(x.-.n + (îs) 

Pentru a determina restul acestei formule să presupunem c4 funcţia 
/(x) este de clasa <7* pe intervalul [x„ x.]. La intervalele Ix^x^fx,,*,],.. 
(x»->, ţ,], ataşăm polinoamele de gradul al patrulea ?,(x), 9 , (1) , . . . , 
9, (x) soluţii ale ecuaţiilor diferenţiale: 

tf" (x) - 1, (x) - . . . , 9ÍÍ'(x) - 1 (19) 
şl care satisfao la condiţiile ^ 

?i (*.) - 0, 9¡ <*.) - 0, 9Í' (x,) - 0, 9."' (*•) - ' 

9j [*i) - 9t («,), 9Í - ¿ (*»)» " * 

(20) 

91-. (*.-«> -9" ' («•-») ^ ^ r r * 
w* 

9 . (X.) = 0 , 9 : ( x . ) =- 0 , 9 : ' M - " 2 (»»+ ! ) ' 
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Scriind ci 

m 

î f f d î ^ W j n caro este dat V f o ^ 

(*)/'»{*) 4*. ( 2 l ) 

unde funcţia 9 (*) coincide cu polinoamele 9,, 9ii•••»?. pe interval 

i. SA determinam polinoamele (x), , (x). Ţinlnd «cam» 
de prima ecuaţie (19) ţi de condiţiile la limită din nodul cr„ avem 

? , < ) 4! 2(n+l) 3~! * <«.> 

( .o ¿sas tt^j^jsr** u umi» 
n - 1 4 ! 2 (»• — l ) 31 

* 1 2 (n1 —1) 
fi vom avea 

. ( n - ! ) ( » - 2 ) A» 
„ . _ ! 4 ! 2 (n* — 1) 3 ! 

Rftxultâ oA polinomul 9, (x) est« dat de 

2 ( » » - l ) 3 | + n , _ 1 2 | 21 
—'-ÎL^iUn—2) A» 

T S r ^ T r U - ^ j - f i i z l t i . W 
' n « - l 41 



' t o h 

^ demonstrăm oă In general vom ave* 

+ (p - 1 ) £ i * ^ ^ , ) . 
n - 1 21 

2 (na — 1) ^ ( * - * , _ , ) -

» ' - l 41 (22,) 
Kcuaţia aceasta este adevărată pentru p - 2 — < 

ecuaţia (22,). P e n ^ a dovedi că ecuaţia (22,) eale S S U S S ^ Î L ? 
i<0 admitem pentru indicele p şi să calculăm pe 

Condiţiile la limită din nodul x, dnt ' f 

—1 
Din ecuaţia (22,) se deduce că 

* (» - P)' 

9 ' W P 2 (»• — 1) 31 

* - 1 1 a < « » - i ) I 

Î* ţinlnd seamă de condiţiile la limită din nodul x, vom avea 
( n - p ) * M 

, , . # ( n - ^ H n ^ i P ) £ , 
9 , + i ( * , ) - ~ P — ¿ Ţ ^ - l ) 31 

f i - p ** 
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prin unii are , _ . 
W - 4 J 2 ( b » - 1 ) 3! 

+ P ^ r T 2 Î 21 2 (»' — 1) 31 ' ' 

r i i ' - l 41 
ei deoareco această ecuaţie se deduce din ecuaţia (22,) schimbtnd pe » 
to « + 1, rezultă că ecuaţia (22,) eatc generală. 

Observăm oă ecuaţia (22,) convine şi pentru p — 1, deoarece In acest 
car ea se reduce la ecuaţia (22,). 

G. Să demonstrăm acum că funcţia ? (x) este negativă pe intervale 
(x„ xm), oricare ar fi n. Pentru acea«La vom demonstra tntll oft derivata 

(x) are rădăcini reale tn intervalul (z,-i tx9). într-adevăr, din ecuaţia 
(22,) RO deduce că 

w - fc^zlg - - ~ » ¿ f » - 1 1 » (« - * ,••) + 

Ecuaţia 

(*« - 1 ) (z - - (»* - n + 2 (p -1)] * (s - .) + 
+ Î P - 1 ) (»-J> + l ) A » - 0 are rădăcinile 2 ( n > - l ) 

Deoarece 2 ( w ' " 1 ) 

vom avea - » • [ * - ( 2 p - l )p 

E r i A, (23) 

u ? u r i n 1 ă T n f S l ^ e pentru p . i ,2 | . constată cu 
Hai observăm că" cuprinse Intre a^-iţi*,« 
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Ksto u9or do vflzut câ , , 7 { x ) _ _ ~ -J5» 
« *o»-ro* tot ţ 

o r d 0 vftzut Că y - ? lx) reprezinţ i o curbi »Imetrici 

1 ' '# l C ~ - . D o a c e e a p e n t r u construirea acestei curte ¿fciipt« x 2 
fM* t l C - n 0 m&Tginlm l a p r i m a J u m i t a t e a Intervalului ţ r n x ,V 

A < u î i c i e n t „ , „ « « n I n a c e s t c a » vom lua 1 < p < <j. Avem ' > ^ S r r v i r i a V i e T l a b l o u l 1) 
TaNoul i 

9, i "f 
S e c o n s t a t ă c ă 

31 < 

» ^ _ (2 - p) (<? - » 
3! 

1) — (2î-P)[2(g-P)4 IJ^r < (2ţ + 1) (2ţ — 1)* .3l 

Bezultă că ol (x) < 0 pe intervalul ceea ce »n«*?"* . (2g 
(x) descreşte pe intervalul [x , .„ x j de la - (j> -1)* —J^TTî 4! 

4 ! 

i 
V L / 
FU- 3 Fi*. a 

Cin I a ^ P ^ D t n . Z 9 , a v o m ?,' (*,) - 0 de unde rezultă ci 
^^'uactL Onticul funcţiei ?{*) este cel din figura 3 fi P"t» * a 9 (x) este negativă pe intervalul (x„ x.). 


