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GENERALIZAREA FORMULELOR DE CVADRATURA
ALE LUI SIMPSON §I NEWTON

DE

D. V. JONESCU

In aceastd lucrare se considerd formule de cvadraturs de forma

‘..f(:t) dz = 4, {f (z) + f(z,)] + A4, (f(=) +S(2i)) -+

. + A’-l [f (3’-1) +f($.—’+l )] -+
A, (f(x,)+f(Tps1) + --- + f(zay)) + R (1)

uade nodurile z,, z,,. . . z, sint in progresie aritmeticl cu rafio A, iar coefi-
cientij 4,4,,. ...', A.l : se d'ewrminil a];t;fel ca formula s3 aibd gradul de elew:
litate 2p +-1.” Formulele (1) generalizeazi formulele de cvadraturi ale t:u.
Cotes [1] care se obtin pentrun = 2p gin = 2p + 1. In pszu%.mnwn
p'=\1’ formulele (1) generalizeazi formulele de evadraturd ale lui Simp

§1 Newton,

’ =0 Ql P= 1,
Vom trata complet formulele de forma (1) pentru p = 0
lumirul nodurilor fiil:ld oarecare. I’entru p = 0 se 1o ';'> l-;?(g’ g;!t':
P =1seian> 2 In cazurile studiate s-a presupus ci et d wnide
de clagy (rra+z pe intervalul [z,, z,] §i s5-a ariitat c3d restul R se po

Sub forma unei integrale definite

R = K" o (z) f2r+¥ (2) dz. (2)
Y t.\'ﬂ pe in.
S-a determinat functin ¢ (z) §i 8-a aritat cal'ca T;tﬁ r:::f:h'lj.
“ervalu) (24, z,), de unde a rezultat o evaluare simp
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1n lucrare 8o mai studinzid formule do cvadraturd do forroa
{'ﬂz» Az = A, (f(z) + f (@0 + Ai [f(#) + [ (@-2)) +

+ -+ A, [(f(2,) FS(x,)] +

4+ Apy [ f(@e0 4 0 +f(Zap )] + R, @)

unde nodurile sint accleagi ca gi in formula (1), iar coeficientii 4; .
<.y 4,,, 8¢ doterming astfel ca formula & aibd gradul de exactlitate2p 4.’
Formulele (3) generalizeazd formulele lui Milne W. E. gi Steffensen J, p
(citat do [1)), care se obtin pentru n = 2p 4+ 2 §i n = 2p + 3. -
Vom trata complet formulelo de forma (3) pentru Ip =0 gl pmy,
presupunind 1o primul ¢az n >» 2 iar in al doilea n °> 3. In aceste cazuri
presupunind ci functia f (z) este do clasa C¥** po intervalul (z,, z,), vom
une restul B sub forms unei integrale definite (2). S-a demonstrat ¢
?unctin ¢ (z) este pozitivd po intervalul (z,, z,) ceea ce permite aj ge

evaluaze restul R’ al formulei (3).
Metoda de lucru In studiul formulelor (1) 8i (3) este gencrali gi vom

roveni in lucndri ulterionre pentru a da noi rezultate.

$ 1. FORMULE DE TIPLL (1) CU GRADLUL DE EXACTITATE 1

1. Vom stabili o formuld de cvadraturd de forma
(*f@demAslf @) + (@) + - + (@A +B, 6>1 @)

Y

cu gradul de exactitate 1. Firi greutate se constatd ci

A.:L"; . (5)

n+1
Pentru a determina restul, presupunem c functia f (z) este de clasa
g- pe ;n;eg?ilnul [:v..l za] i Bzo:lieull (llnllinberva!elo (T 27y (D1 24))°
-1 2,] | oamele de gradul al doilea . ") PR Z) care
sint solufii ale eouatiilor diferentiale 0y 8 Bl B 02

a(@)=1 @ (@) =1,..., o’(2) =1 (6)
oare satisfac la conditiile la limit3

?(Z) =0, ¢ (z,) = — B ’

n+4+1
%(@) = 01 (2), i (@) — ot (2) = —"J—r"—i '

”
e L@
Pt (20-1) = @, (Za-), 9iy (Bat) — o0 (Zauy) = "T"l !
n

?n(xu)':o! 9;(31 =ﬂ-'

n+1



“f@az. e .
S'.f(z) z ag.&.-.?' (2) f(x)dz

i aplicind formula generalizats
:nuln do cvadraturd de integrare Prin pdrti so ajunge la for-

" 'lh
S'.j(x) 42 = == [f(Z) + [ (&) + ... + f(z)] + R (4

n -+

(n caro restul are forma

R = ‘ - o (:)!n (:) d:r, (8)
ondo functia @(x) coincide cu polinoamele o, o, ...
(24, 23}y [Ty Z3)y- - -y (200, 2,). P10 P10 + - ¢y Fa PO Intervalele
Detorminarea polinoamelor bere :
se constatd cdi P Pn- -y 9o 08te simpld. Fird greutate

(z—z,.,) n—p41 n—p+1 A?
o, (2) = — 2V TPy (x—z,y) — (p- 1) BT 2
» ) a1 ( 1) — (p-1) ntl 2 (9)
pantru p = 1,2,..., n. Se constatd ci
n—p+1 A3 n—p M
Z,a)=—(p—1 —_— < 0 P —= =<ZL0
9’( p-1) (pr ) n+1 > ) 9;(’.) P nal2 »

I I

e [

Fl " l

de unde rez 0 vo intervalul [z,-1, % ), dacd p = 2,3

e —~ ] ::tgec‘:sz:n(;zefdl: (z) pe intervalul [Zq ) 18T Pa () <0

Pe Intervalul (z..,, 7,). . oraficul el este
Deci funcfia o (z) este negaticd pe intercalul (To Za) 81 BT

cel dat in figura 1.
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Restul R, dat de formula (8) se poate deci acrie sub forma
R, = f" (E)g ¢ (z) dz, (8"

unde £ & (2., z,). Integrala din membrul al doilea se calculeazj 1,
modul urmitor: Avem

Y] h3 p l.:
N dz = — —[1 — o -
S"-l v (£} €= 6 ( n-+112

A3
2(n 4+ 1)

—(n+1)(p—=1)—(p—1)p]
de unde rezultd ci

ﬂ"«?(z)dn.”.’n_ﬁ n— 1 "‘“;‘1)]_

Jeg 6 2 n+1
A3 (n=1)n{n + 1) (n—1)n(n + 1)
T 2(m+1) 2 - 3 ]
adicd avem

‘.‘ ¢ (z)dz = —ﬁ";n*.

oy 12
Tulocuind z, = a, 2, = b, k = g

—a .
--~——" , formula precedentd se mai
scrie

‘.'q>(a;)dz= _b—ap
Jxg 12 n

§i restul R, dat de formula (8°), este

b — aq)?
R. o= _( 12 :) f" (z). (8")

De aici rezult §i evaluarea restului R,. Notind

M, = sup |f” ()|

(10)
avem (%, x,)
unde |R.| < K, I, (8'")
K =&

121 (11)
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Formula (4°) 8¢ mai scrie

» b—a
S./(z) de = ;.—ﬁ (f(a) +Sf(z) 4 ... +j(z‘_|) + £(5)) + R,. (4"

Ea apare ¢a o generalizare .
care se obtine pentru n = 1, a formulei de ovadraturd o trapezului,

Formula (11) aratd ¢ numarul
este invers proporfional ou n. ul K, din evaluarea (8" a lul | R,

§ 2. FORNULE DE TIPUL (3) CU GRADUL DE EXACTITATE 1

2. Pastrind aceleagi fpoteze ¢ca In § 1
cevadraturd de forma § 1 a3 stabilim o formulsd de

("r@dze =@ + 1@+ +f@m+ B a2

cu gradul de exactitate 1. Vom avea
h -
nh _ b—a (13)
n—-1 n-1

A =

Pentru a determina restul se procedeazd ca in § 1. Se conaiderd
polinoamele ¢, (Z),..., ¢ (®) de gradul al doilea, solutii ale ecuatiilor
diferentiale (6) gi care satisfac la conditiile la limitd

$1(Te) =0, o (2)=0

7 (2) = o (@), % (2) = o (@) =
.................... (14)
et (Zao1) = @y (Fa-1)y Pact (Fac1) = RulZact) = ——
2 (2.) =0 ¢.(z,)=0
§i restul va fi dat de formula
(15)

R; - gl. ? (z)fn (z) dx'

unde fonofia ¢ (z) coincide cu polinoamele 9, @a- - -» Pe pe intervalele

[zu 31] Py [zn-ly za]'
Firl greutate se constatd ci
n—p+1, (16

(@=z-) =V, o )+p-150TT

?’(z)= a1

Pentru p = 1,2,..., a.
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Polincamele ¢, (z) au ridacinile complexe, pentru p m 2 3, ..
n — 1, deoarcce discriminantul ¢, (z) csto ’

"h’-:o.

(p=10A* p—1 M P=1E—n)
’(’n—l)' it i (n—1)p

Rezultd < graficul functioi ¢ (z) este cel din figura 2,

- -

o - -
—_—t—a)
p G w— -

Zp.2 Ty B

o I

o
&

Rig. ¢

Prin urmare funotia ¢ (z) esto pozitivd pe intervalul (z,, z,),
Reastul R, se mai poate scric sub forma

R = g (E)S“ ¢ (2)dz, (as)

unde £ a (z,, z,). Pentru a caloula int din memb
s mo(l , 2,) egrala din membrul al dollea

’» N p—-1M8 pit1 A 1 »
Pp()drm —— L T gy T -
S-,-. » (%) 6 nrn-—1 2+n—l(? l)2 »—1”(’D l)?

de unde rezultd c3

S" ?(2)dxr = !:l’ = Q:.“_)'_ .
' 12 12n
Formula (15°) se sorie deci

’ ‘b -d)' rr
R o=~ —i—zrf (%) (15”)
9i de aici rezulty evaluarea

_— | R < K A,, (15")

B (b —— a)!
K 12n (16)

Formula (12) 20 scrie

»
b—a
S.f"") da “”“‘--_IU(@;) (@) + ... + f(zam1)) (12')
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Ea aparo ¢a o genoernlizaro o
s trapezulul, caro 8o obtino mn":‘:‘l‘i ‘!,0'0 doua formye de ovadraiurg
-, U

Formula (16) aratd ci npumg =
esto invers proportional cu n, rl Ko din evaluarg (15") 3 1 | Ry

§ 3. FORMULE DE TirtL (1) €U GRaDL)Y, DE EXACTITATR
3
3. Vom stablll o formuld do cvadraturg de tort;n
ﬂu J(2) 4z = Ao (f(x) + (x4

+ 4, U(z.)+f(=~.)+----+f(z---)]+R., > 2 (1%)

ou gmdul _do exactitate 3.
Seriind ¢ R, = 0 clod f(2) eate lnlocuit cy 1 gl cu (z .-z,

se objine un sistem do ecualil 1n A, 8l A, caro aro solugia
nh nl )

2(r+1) ' = nt )

astfal o formula (17) esto

2, nh
.(.f(z)dz = e U e+

A.-

3
+ P @ @)+ @ S R 8)

Pentru a determina restul acestel formule s3 presupunem ¢ fanctia
f (z) eate do clasa 0% pe intervalul (2., 2,). Laintervalele (2, 2,),(%,,%);- - -y
(%a-1, 2,), atagdm polinoamele de gradul al patrulea 2,(z), %4(),---,
. () solutii ale ecuatiilor diferentiale :

@) =1 @) =1,...,' () =1 (19)
ol caro satisfac la conditiile .
91 (2e) = 0, 91 (2) = 0, o1 (Te) =0, 9 (T0) =7 TR
& (2) = 9 (@), 91 (2) = Qi (@) @1 (@) = 2t (1’1);‘ \
o (m)—@” (B} = 7
........................... : (20)
Pa-1 (Ta-1) =94 (Tn-1)s Pa- (-"--l)"?: (%a-1)s 9'-'-l(’;;;)-9: (#2-1h

?;'—'I (xl-l) - ?:" (’l-]) = -;’—:"1' ®
nh

% (2,) =0, o(z,) =0, 7a (2) =0 o (@) =3t
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. . din membrul al doilea formula genepy);
aplielnd umneg'&;ff:ﬁ;nma scarni de conditiile la limitd (20), se. gpys
?oergmo ovadratard (18), 1n caro restul X, eate dat de formul,

R, = (-. o (2) [ (Z) (f.‘t, (21

unde funcfis ¢ (z) coincide cu polinoamele 9, @4,--., ¢, po intu-m&
(26, By <oy [Fa-y z])

4. S& determinAm polincamele @, (7), ...., 9, (Z). Tinind sea
de prima ecuatie (19) &i de conditille la limitd din nodul @,, avem e

(z—z.)‘_ nh (x—z.)'.
11 2m+1) 3! (22)

Pentru a calcula pe 9, (z) &3 t{inem seama de conditiile la limj
(20) din nodu! r,. Din ecu;;ia (22,) se deduce c3 v i

_(n=1)* K¢

T () =

(x)“ -—y : =1 —(n_l)(”"z)i‘_
14T ”3_1 4! 1 (ol) 2(”'_1) 31
"3 ” - 1 h’ rer -—
st e s bt
¢§i vom avea

= _(n=1)t pe _

2(nt—1) 31
ﬁ'(z)z_n;l_ At 're
! nt_] ?;' Ps (ﬁl)z—wh_
° 2 (nt —1)

Rez .
ezultg o Polinomy) P2 (7) este dat de

9:(3) = -(z;il)‘ nt_

4! ‘ﬁﬁh(l‘-q)‘

. n—1 M (z—x)
(n 1)(2("“1) 3! +m_1;l- 21
—~—ln=2) p
Aoy g le—gy =1 ke (23

nt_1 4!
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53 demonstrall 62 In goneral vom qyeq -

(z—2p1)* ﬂ'—n+2(
7) = = Telp—1)
@ | 4l 21 h!’;:.|_.,_):+
+p-)D=PH1L M g
'l'—l 2| *‘ﬁ'_)-
_(p-1)B=PH D —2p 4 2) pa
2(n?—1) o ?ﬁ (:‘3,_‘)_
—(p=pit=p 1P A
el (22,)
Ecuatia aceasta esto adeviratd pentru p w 2
ua{ia (22,). Pentru a dovedi cii ecuatia (223 dale ?ﬁﬁbm coinalde ¢q

::o al dmitem pentru indicele p gi s calculdm pe Po1{2). .

Conditiile la limitd din nodul z, sint
2 (%) = @1 (Z) 2 (%) = 9,01 (%,), 93 (2,) = §)%(2,),
A A

L |

e

r (t.) - 9:;! (3') =

Din ecuatia (22,) se deduce c3

9.(:.)-_1)3("_—2):}1

nt—1 41
s = =2 S
or(z,) =P :’——pl' ';'.I
%"(2,) = [1 I '2'(:-' i (113)— D1,
#i tinind seami de conditiile la limitd din nodul z, vom aves
e (2,) = _p.(%‘—i_z_)i): % .

. n—p)(n—2p) B
9,4-1(1’,):'—?( 2 (W —1) 3l

, n—p A

T (Z) =P 1 20

n? —ﬂ+2_ﬂ_h.
2(nt—1)

rr

P (2,) = —
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are
Exim, B (=12, _ W —=n+2p \(z—g,p
opnr (7)) = 41 2 (n? -1) 3! )
- — —2p) B
n—-p }:w _ (” p)(“ _(z_z -
P12 2(n*—1) 3l o)

- '(”_p)’x
nt—1 4l

i reco aceastd ecuatie se deduco din ecuafis (22,) schimbing

% :e?: 1, rezultd cb ecuatis (22,) este generala. Pep
Observam o eocuatia (22,) convine i pentru p = 1, deoareco In acesy

caz oa 8o reduce 1a eounatin (22;).
" 5. S demonstrim acum c3 funclis ¢ (Z) este negativd pe intervaly
(2, 2,), oricare ar fi n. Pentru aceasta vom demonstra intll el derivate
o, (2) aro ridacini reale tn intervalul (z,.., 2,). Intr-adevar, din ecuatia

(22,) 5o deduce ci

2 ‘:) - (Q-zr-l)'_ nt—n + 2(?
o 2 2 (n1—1)

n—p+1 At
—NnN——F7T> .
+(p )“,_l 2

—1) AMz—z,.,) +

Ecuatia
=12~ ~ (M —n +2(p—1)]M (2 —2,-1) +
+P-1)(n—p+1)M =0

are ridicinile
x;..—z.-.=u"’“"+2(P-1)—Vfﬂ’-n;?(f-lzl)'—(n'-1)(p-1)(n—p+n :
Ny —
Z =z =k P21+ - n 2 (p- ) P—mi-1)(p-1)n—p+1)
D 2{(n1-1)
[#2~n +2(p—-l)]'—4(ﬂ'—l)(p—1)(n—p +1)=
VoIl aAvVea =ntn—(2p - nHe
Zpe1 = Ty -th zZ -, —”—-————_(p—l)h. (23)
- n+1
uguﬁn%doﬁon?mrweo :lp t viala bile pentru p 1,2,...,n. Se constald cu
Mai observim o || *-* 810t cuprinse fntre 2., §i z,.
9;(1’-.)--%:’)&-2;: +1), (A)

231 +1)(n—1)3






