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ANALYSE NUMERIQUE. — Nouvelles formules pratiques de
quadrature. Nole (*) de M. Diwrru Ionesce, présentée par

‘M. René Garnier.

Formules de quadralure de degré de précision 3 géncralisanl les formules de
G. Coulmy-et de Lacroix. Lvaluation des resies par des intégrales définies.

On connait de nombreuses formules de quadrature de type

(| ] I,,:f .[(.I') 1/.1': 2.'\,,,/(/”) -= I’l; An- e — -'\m-

w=a0

Les parameétres A, peuvent &tre déterminés par diverses conditions.
Par exemple, pour la formule de G. Coulmy ('),

() A=, = ;_z' A=A, — é, A=A, = %, A, =1 nulrement;
pour la formule de Durand (*),
(3) -‘,\n: ;'\1:: ll »2\1: <‘\n-l: '13’ I’\IH': 1 aulrement:

F o 19 12

Ia forinule des trapezes est de ce type.
Le degré de précision de ces trois formules est égal a 1. En supposant

que f(z)€C.[o, n], j’al montré (*) que les restes de ces formules peuvent
étre représentés par des intégrales définies

(1) R :f o) f(xydr; |RIZLKM,;  My=max |/ (x)|; Kk :f |@ ()] .
j A i [0,2] 0

Linitérét de la formule de G. Coulmy provient du fait que la constante K
correspondante est plus faible que dans le cas des formules de Durand ou

des trapézes.
D’autre part, on a

(5) fm @(x)dz=o

sim=14, 5, ..., n— 3 dans le cas de (2), 2,3, ..., n — 1 dans le cas de {3).

Nous allons présenter quelques résultats sur les formules de type (1)
dont le degré d’exactitude est de 3, quel que soit n; par exemple, sur la
formule de Lacroix (*), avec A,=3/8, A, =17/6, A.=123/24, A,.=1

si 3=m=n—3. En supposant f(2)€C,[o, n], nous avons déterminé

le reste !
(6) R :f“c?(_cz:) JW(z) dx.
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La fonction ¢ (x) ¢ ELrl ! .
- 10N “.‘(‘!) esl .symelnquc par rapporl ala droite £ = n/2, négal.lve
ur [0, n), et coincide sur m —1, m, avec lc polynome 7.(x) délini,
S1L & =X —m+ 1, par

. @£ .
=y g0
(5) PP L LY . '
s L) A 2% _"-'_RT.___".ii"—x'l"
. &>, P [ 2
mr)—= - .
m (or) I 3! 192 2! 3.5
pour 3._m._. n— 2,
On a
hiM 23
(8) IR|<—T.;—I:v M=max | /() | h— !MTJ—“

(o)

Pour obtenir un degré d’exactitude de 3 quel que soit n, il faut qu’on alt,
A. elanl arbilraire,

23 s
(‘.') Ay= "z—,l — 3 A Ayz=— il.; - 3y, A= H - A,
Le reste peui alors s’exprimer par

(10) Rx.—_-f"u{; () f* (D) dx;

¢ (x) coincide avec les polynomes

i £ L
17 (.(‘):‘—l—!—'\..?.
P BN
2 11 9 )'/I 1

) Yt L P L
Ylvlrl(")'—f" a 5! +

La formule (1) est une combinaison linéaire de la formule de quadrature
correspondant a A,= o et de la formule

(12) N (o) = 8 S tea) + [ H (2 0@) dw=,

ou ¥ (z) coincide sur les intervalles (o, 1], [1, 2, ... avec les coeflicientside A,

dans ¥, (2), ¥:(2), .-
Si I'on prenait simplement A,= o, on aurait

l;‘——'ZAmf("‘) + l{; )
(13) -

BY; 1 i
A= A ANy=— 5 A= ' A,=1.
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La fonction correspondante 3* dans (10) est positive sur [0, n] et

. K M ny1
(r4) < %, hi=—bo+u —_—

Mais on peut aussi choisir A, de maniére a sulisfaire

(3 [ e

On est ainsi conduit & la formule

‘ f“/(.v:u—x\mﬂm] e

(1) ) 8
A= ;’.—'::)s A= -:—2%1 A= !;—:T:; A= -;:—E-} Nu=1,
et
R < t;—I\.L’
avec
(7 R = 3,090 167 091 911 + v 07 832 777 286

On peut aussi lier Au, A,, Ay, Ay A, par un systéme de trois équalions en
sorte que le degré d’exactilude de (1) soit de 3 quel que soit n. En suppo-
santl f(z) €C,[o, n], le reste Ry de (1) est alors

(18) M= f ") S0 @) dor,

0 (x) coincidant avec les polynomes 0,.(x) sur [m — 1, m], et élant symeé-
trique par rapport a la droite x = nf2.
St I'on impose

(19) f 0,(r)de =o.

on a une nouvelle équalion entre A,, Ay, A., Ay, A,; A, resle alors donc
arbitraire et

1go 8=-3 "
T L R WL . T
720 70
(a0) 1743 169
A= 2 — 4N, A =12 4,
~20 720

0, (.L):a; —

g . =
I . 18\ oy I @ [ A 1 A
0, (.I,)—?*‘(&Ao— 7')10)?:: 'i-(l-,—\u)g—:-?—(()—r—;)l-!-!l—?—ﬁ;

(1) 0, (.v)::,—;+< ._,..\“_@)ﬁi_ L | - 079, 2y
. A

[ ]

thie 7 1320 3

€20 Bory 31 £t 9 a s
‘jl (J~) -_ '_'1 i (f\“ — .-_,’_.) ’ﬁ +<—_ _ \“) ’_Il E .\n . _,-l,_l‘ oy '.!I|-) _ .:\.“ .
1 =20/ 3! 720 2! 2 1190 1320 6?

\ f’”' |.|(J;) — 'll —
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Pour Ay= o0, on o

| .
((!,'!)  ad '\m f ( ”I) -
\, = laet N o S=3 =4 160
I “an s — A= =1, .\.ﬁ-‘—'-
¢ 7u0 7920 ~40

La [ an {] - i . ‘
one lu?n ) (x) correspondanle esl positive sur I'intervale [0, 3] ¢t pour
le reste R:, on

23) . . KM
el < =
avee
(23) K;: =8, '.fi; ano olig 13 |- 007 R32 777 AR0 2.

On peut alors délerminer A, pour que le premicr terme de la formule
analogue a (24) soit petit. Par exemple, si 'on veut que (2) = 1f30 X 41,
on a A =g73/2 880, d’ou la formule

lu :2 '\m.f(ﬂl] - “| 5

—

3 o8 3 R
et
(28) 1= A0,
avec

1= 3,324 571 252717 + 0,047 832 777 280 4.

Les formules (16) et (25) peuvent étre considérées comine des extensions
des formules de G. Coulmy et de Durand pour le degré d'exaclitude 3.
La méthode suivie et Ies considérations qui nous ont conduit a ces formules
peuvent étre appliquées pour obtenir des formules d’un degré d’exactitude
plus grand.

Je montrerai prochainement que toutes ces formules sonl applicables
a I'intégration numérique des équations dillérentielles.

(*) Séance du 6 juillel 1y964.
(") G. CouLmy, Comples rendus, 246, 1958, p. 179y.
() H. MiN:uR, Technigue de Calcul numdérique, Librairic Polylechnique Ch. Béranger,

Paris, 1452, - 244- .
(") D. V. Ionesco, Cifevu formule practice de cuadratura, Comunicurile Acad. Republicii

Populare Romine, 13, 1963, p. 689-Gy5.
(Faculté des Sciences de UUniversité de Cluj,
Répubdligue populaire roumaine.)



