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ANALYSE NUMÉRIQUE. — Nouvelles formules pratiques de 

quadrature. Note ( * ) do M. D IJ I ITRU IONESCO, présentée pnr 

M. René Garnier. 

Formules de quadrature de degré de précision 3 généralisant les formules de 
G. Coulmy et de Lacroix. Évaluation des restes par des intégrales définies. 

On connaît de nombreuses formules de quadrature de t ype 

^ n 

( i ) f s (••<•) <{>- - 2 A ' » / ( ) ; A- "'=A"'-
j « III " 0 

Les paramètres A,„ peuvent être déterminés par diverses conditions. 

Par exemple, pour la formule de G. Coulmy •('), 

( 2 ) A „ = A„ = A, = A„_ i = A:: = A„_3 = ^ i A , „ = i autrement 

pour la formule de Durand ('-), 

1 S 
( 3 ) A„ = A „ = — I A i = A„ ., = — , A„, - i autremen( : 

• . . 1 2 i a 

la formule des trapèzes est de ce type . 
L e degré de précision de ces trois formules est égal à i . En supposant 

que f(x)&C, [o, j ' a i montré ( : i ) que les restes de ces formules peuvent 
être représentés par des intégrales définies 

( 4 ) K = f 9 (J-) f (.r) <l.r\ | K | ^ KM, ; M „ = m a \ | f" (,r ) | ; K = f |? (x ) ] (h . 

L ' in t é r ê t de la formule de G. Coulmy prov ient du fa i t que la constante K 

correspondante est plus fa ib le que dans le cas des formules de Durand ou 

des trapèzes. 

D 'aut re part , on a 

? (•*) àx = o 
m — i 

si m = 4) 5, , . n — 3 dans le cas de (2) , 2, 3, . . n — 1 dans le cas de (3 ) . 

Nous allons présenter quelques résultats sur les formules de. t y p e (1) 

dont le degré d ' exac t i tude est de 3, quel que soit n ; par exemple , sur la 

f o rmule de L a c r o i x ( a ) , avec A 0 = 3/8, A , = 7/6, A a = 23/24, A . , „ = i 

si — 3 . En supposant f(x) € C., [o, 71], nous avons dé t e rm iné 

le reste : 

(6) 1 \\= f q> (ar)/H) (.*)</*. 
J(1 
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La lonclion ?(.»•) cal symétrique par rapporl à la droite x — n/2, négative 
sur [o, n], cl coïncide sur m — 1, m, avcc le polynomc délini, 
si xm = r — m + 1, par 

(7) 

[ ?» (-«•) = V! ' H :\ ! ' 

< (-<•) = • 3 1 1 
H -ii '(H 1 

I (•'•) = 
iv 

' • rl, * 
•î :s"! "a! a - vi ! 

£.' n — 'i. 

| H | < K ' > \ M = ma* !/»"(.<•) K,— 
(».n 

M l ' 

On a 

( 8 ) _ k,.M4 .. i_ _ '<>" -

Pour obtenir un degré d'exactitude de 3 quel que soit n, il faut qu'on ait, 
An éLanL arbitraire, 

( i l ) A , R = - G - L - 3 A „ A ; , = - H - - A „ . 

Le reste peut alors s'exprimer par 

(M.) R,= f ^ dx-, 

^ (x) coïncide avec les polynomes 

JL JC;. 

" 3 ! ' 

(.1) = 

(.' ) ~ 

(•'•) = 

1: 

i J'I, » J'l, . *•> tZ _ A '*«• 
7y-

La formule (1) est une combinaison linéaire de la formule de quadrature 

correspondant à A „ = o et de la formule 

( 1 2 ) A;|/(o) - A 1 / ( * - » ) + f $ ilji = u' 

«Ai 

où $ (s) coïncide sur les intervalles [o, 1], [1, 2],... avec les coefficients'de A0 

dans 4*, ( « ) , ' h (®) Si l'on prenait simplement A„ = o, on aurait 

i „ = 2 a , „ / ( « O 

55 t - . «i 
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La fonction correspondante •}* dans (IO) est positive sur [o, n] et 

M ) K| = — l.lo -I- « -"jr-* 

Mais on peut aussi choisir A„ de manière à satisfaire 

(•:.) j f /£*-=<>. 

On csl ainsi conduit à lu formule 

( A„— , A , = — I \ , = —- 1 A : ; — — ' \ 7*»» -M j-io 

W, Mi 
et 

avec 

(17) K = ;$,j)f)<) iiii iMji,),'. H- ">»<); w « 777 

On peut aussi lier A„, A „ A „ A:, A , par un système de trois équations en 
sorte que le degré d'exactiLudc de (r ) soit de 3 quel que soit n. En suppo-
sant /"(a^eCijo, n], le reste R a de (1) est alors 

( . S ) H , = f 0 (.»)/<> •<*)rf.r, 

0{a;) coïncidant avec les polynoines 0h1(.T) sur [m—1, ni], et étant symé-
trique par rapport à la droite x=nji> 

Si l'on impose 

( '9 ) £ 0,(.r)rf.i- = o. 

on a une nouvelle équation entre A„, A , , A2 j Aa , A , ; A,, reste alors donc 
arbitraire et 

(ao) 

\ 'fl01 / t v s7'') v " " — -1 A„, \.. = i— -+- (> \„, 7'ïo 

a _ ,7/l3 / \ \ i''!) , . 
— ^ A N, A , : — - — - -T- A » . 720 72u 

Les polynomes Q„, sont donnés par les formules 

(J, (,•) = ; A l l £ ; 

»• <-)=fi - ( » - s h j - * ) - * -
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Pour A„ = o, on u 

507 

\. — '»a \ __ 'V1 4 _ « 7 1 ' 
- M . 1 • -' - ~ — ' VI - — — ' V -

La fonction 9 ( x ) correspondante est positive sur l'intervalc [o, 3] et pour 
le reste R *, on o 

( a 3 ) . 
.) : 

a v e c 

( 2 Í ) — |L>7 il"<> "(><) I3I i-1»,<>rp7 -j! 777 

On peut alors dé terminer A„ pour que le premier terme de la formule 
analogue à (2(\) soit petit. Par exemple, si l'on veut que 0(2) = i/3o X /|i, 
on a A = 973/2 880, d'où la formule 

(aà) 

Í 

\ — üZiL. 1 _ •» :> '• 

v _ ••«ÍH 

•>. 8 8 0 1 

et 

(»8) 

avec 
= 3,3a.'| ->yi « 5 » 7 17 + o ,097 777 •».80//. 

Les formules ( 16) et (26) peuvent être considérées comme des extensions 
des formules de G. Coulmy et de Durand pour le degré d'exactitude 3. 
La méthode suivie et les considérations qui nous ont conduit à ces formules 
peuvent être appliquées pour obtenir des formules d'un degré d'exactitude 
plus grand. 

Je montrerai prochainement que toutes ces formules sonL applicables 
à l'intégration numérique des équations dilTcrentielles. 

(* ) Séance du G juilleL i«j6<{. 
( ' ) G . C O U L M Y , Cumples rendus, 24(5, NJ5B, p . I7YY-

( - ) H . MiNEUfl, Technique de Calcul numérique, Librairie Polytechnique Ch. lJéranger, 

Paris, iy5:¿, p. 1-

(:1) D. V . IONESCO, Cîleou formule practice de cuadratura, Comunicurile Acad. Hcpublicii 
Populare nomine, 13, njü3, p. 0B<j-üy5. 
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