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QUELQUES FORMULES PRATIQUES
D’INTEGRATION NUMERIQUE
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

PAR

D. V. IONESCU

Désignons par y(z) la solution de 1’équation différentielle

Yy = f(z, y) (1)

qui satisfait & la condition y(x,) = y, et supposons qu’elle existe sur
Pintervalle [x,, x, + a].

Nous supposons que la fonction f(x, y) soit continue, ainsi que ses
dérivées partielles successives par rapport a x et 3 y, dans le rectangle
D, définie par les inégalités

0<w—$0<0/, Ely—yol<b7 (2)

jusqu’a ’ordre qui sera nécessaire pour les formules que nous avons en
vue dans ce travail. Nous supposons aussi que

[flw, y(®)) — ya| < D, lorsque =€ [z, @ + a].

Dans ces conditions, on déduit de I’équation (1)

¥y == ¥) Y =fo® ). .. (3)
toutes les fonctions fi(#, ¥), fa(@, y),. .. étant continues dans D. Nous dé-
gignons, en général, par

Fy = Sg;)lfk(w, yl- (4)

3 — c. 261
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— L)
Désignons par &,, &,..., Ty une suite de neuds en pro BBig
arithmétique dont la raison est A. Lorsque la solution y(@) a d&td cp) ] g

¢
gur les n®uds ,, %, ..., &5, on caleule y(zs) par la formule d’Ad?nﬁi

1 b
¥(Zs) = 4(25) + h[.?(‘”s) + ) Alg(z,) + i‘_ZA'g(ma) + %A‘g(a:,) +

251 95
oo Ag(m) + g(mo)] +ER, )
ot
9(2) = f[z, y(a)). (6

On peut encore éciire la formule (5) sous la forme

h
¥(Te) = y(Zs) + 14—40[4277 9(@s) — 7923 g(a,) + 9982 g(x,) — 7298 g(,) +

+ 2877 g(z,) — 475 g(z.)] + R. (7)

Nous avons démontré [1] que le reste R de la formule d’Adamg
peut étre mis sous la forme d’une intégrale définie

Ty
E= S (@) fa[2, y(z)]dz, (8)
2y
d’ou il résulte 1’évalnation
1B <2297 5w < 03156 B 9)
60480  ° e e

I’inégalité (9) montre que le reste R est de l'ordre de %7, [3], et
nous avons précisé [1] le coefficient de Fgh?, ce qui est trés important
pour les applications.

Nous avons donné [2] d’autres formules d’intégration numérique
analogues 4 la formule d’Adams, ayant le reste de l’ordre de 7°, ol
p> 7. Par exemple, nous avons donné la formule

Y(Ts) = 28,4 y(z,) + 426 y(x,) + 825 y(x,) — 400 y(T,) — 750 y(z,) —
— 128,4 y(5) + 6 h{g(z,) + 30 g(@;) + 150 g(z:) + 200 g(z,) +
+759(x) + 69(z5)] + B (10)
qui présente des avantages visibles par rapport & la formule d’Adams, et
dont le reste R, mis sous la forme

E = ("6) fulz, wio)1 ds, (1)

v

est de Pordre de A'% ce qui résulte de 1’inégalité

(B < 3;7 F, k' < 0,001083 F', A2 (12)



INTRGRATION NUMERIQUE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 239

PR

parmi les formualea gqae nous avons données, signalons encore la

formule

y(29)=Y( Do) + 101(y(2)) — y(2)] + 425[y(2)) — y(zy)) +
+ 30 k{[g(Z,) + g(zs)] + 10(g(=,) + g(z,)] +
+ 20 g(z,)} + R, (13)

résente une certaine symétrie pour ses coefficients. Le reste de cette
t de la forme

R= S 8(2) f1o(2, y(2)) Ao (14)

qui p
formule €8

ot il est de l'ordre de A, ce qui résulte de V'inégalité

|B| < ﬁ F bl < 0,002165 F  hlt. (15)

Les particularités de la formule (13) nous conduisent & donner,dans
ce travail, des formules d’intégration numérique analogues & la formule
(13), dont les restes soient de ’ordre de A7, A%, A® et A'®. Nous donnons
seulement les formules et lenrs restes, sans donner des démonstrations qui

paraitront dans un antre travail.
1. Formules dont le reste est de I’ordre de h’. Nous avons d’abord la
formule

1
Y(2) = £ {3y(z) — 32[y(2,) — ¥(Te)] — 5[w(xy) — y(TYN +

+ 20 h(g(z,) + g(z)] + R, (16)
avec
1 (2
j - —;S () ful3, ¥(z)]dz (16°)
ot
. 8
B < o Bl < 0,3810 Fol. (16")

Nous avons ensuite la formule
¥(20) = = (y( ) +: ;
a 5 W) +31[y(z,) — ¥(Ts) ] — 50 [y(x,) — ¥(2) )+

avec T 5A[g(2) + ¢(2,)] + R, (1)

L (o
By=— ;S 2u(®) fol2, u(2)] do (17')
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et

5 7 ‘ 7 :

Les formules (16) et (17) sont plus avantageuses que la formy)
(7) d’Adams. Pour les appliquey, il faut calculer au préalable leg valem.e
de la solution de 1'équation différentielle (1) seulement sur quatre Nbud:
@,, Dy, T,, T5, ot les valeurs dela fonction g(2) seulement sur deug n®Eudg
Zo T, 00 Z,7;. UD autre avantage de la formule (17) eat que le,coefﬁeiant
numériqne de I’évaluation (17”') du reste R, est plus petit que le coefficient,
correspondant de la formmle d’Adams,

Mais on peunt donner aussi la formule

¥( %) = y(2,) + 2,953125[y(2,) — y(2)] +

+ 0,46875 A{9(g(z,) + 9(z;)] + 20 g9(z3)) + R, (18)
avec
= ——1- = T dz ‘
=~ wo fle, yia] 18
et
15
,R;f < BE Fh? < 0,2679 Foh'. (18"')

Oette formale a un grand avantage sur 1a formule (7) d’Adams et
encore sur les formules (16) et (17). Ponr I'appliquer, il faut calculer an
préalable les valeurs de la solution y(z) et de la fonction g(®) seulement
sur trois nends z,, z,, ;. e

8i la solntion y(z) a été calculée au prédalable sur les irois nmuds
T, T, T,, on p2at usiliser la formnle d’intdgration numérique

V(Ze) = y(Z,) + 135 [y(2,) — ¥(=,)] +

+6 3{9[g(2,) +9(,)]+28 g(2,)} + R, (19)
avec
B = g ?u(2) fol 2, y(7)] d2 (19')
et T
24 124
| Byl < 22 Fol” <0,6858 Fo. (19”)

Lorsqus la solution y(2) a été calculde au préalable sur les oind
neuds @, 2, 3, @, #;, nous avons la formule d’intégration numériqué

¥() = y(3,) — 9[3(2,) — y(z)] + 45[y(y) — y(2)]+
+ 60 hg(zy) + B, (20)
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-
n —

=— & %(2) fol2, y(2)] dz (20°)

et
| By 4% Fi7 < 0,4286 F,N, (20”)

qui utilise la valeur de la fonction g(z) seulement sur le nend z,,

9. Formules dont le reste est de ordre de B, 8i la solution de
I’équation différentielle (1), avec la condition y(z,) = ¥, a été calcnlée
au présalable sur les ¢ing n®uds z,, Z,, ;, 7, 75, NOUA AVODA lea formules
suivantes pour calculer y(z,):

y(xg) = — y(T,) + 18 (¥(21) + ¥ (26)] + 65 [¥(2y) + y(2,)] — 160y (=) +

+ 60 A [g(zy) — 9(z) + By (21)
avec
Ry = S' () f;[2, y(2)]dz (21
et )
IR.]<% FA < 0,1420 F a8 (21")
et ensuite
Y(@) = — y(29) — 11,5 [y(@,) + y(2s)] + 25(y(Zp) + ¥(z,)] — 25 ¥(Zy) —
— 15 hlg(z,) — g(zy)] + By (22)
aveo
B =2\ %@ £l y(a)] dz (22
)
| By < % Foh® < 0,08947 F.A%, (22")

On remarque dans ces formules la simplicité des coefficients. Leurs

restes sont de I'ordre de A% et les coefficients de F.A® dens les négam-
litds (21”') et (22") sont petits. " .

ot 3. Formules dent le reste est de Vordre de b®. En supposant
o ujours que la solution y(») de 1’équation différentielle (1) avec la condi-
on ¥(®) =y, @ 4té caloulde au préalable sur les nceuds Ty, Ty Ty By
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2_42,,.,’/ T

. «pivantes d’intégration numéri
¢ les formules sul gr erique poyy

pous 8voD la

T .
calcnl de y(Ze)

y(z )_,_l_[gy(g;o) + 284 [,'I(-tl) - y(a;b)] — 175 [y(x‘) — y({c‘)]] +
9

. 200 (2 {g(zy) + g(z:)] + 5 [g(xs) + 9(2) ]} + Ry (23)
3
avec
B = — =\ w(m)fola ¥z (28
9 e,
et 5
2 P < 0,02646 Fyh® 93t
| By | < 189 < s (23")
on,
v(zs) = ¥(To) — 24[y(%) — y(2,)] — 375 [y(za) — ¥(2)] —
_ 60 h (3[g(Zy) + 9(z)] + 8 g(Z)} + o (24)
avee
Ze
B— —& ol @) fol 2, y(@)]d2 (24
et
| Byl < ;)13 Fh® < 0,04762 Fgh® (24")
0on encore
¥(2s) = ¥(Z,) + 22,875[y(z,) — y(@y)]1 — T6[y(2,) — y(2)] +
+ 3,75 h (3 [g(2,) + g(z5)] — 20 g(23)} + B (26)
avec
1 “ 5'
By = — 'E'S 9:0(2) fu 2, y(z)]dz (2 )
Ty
et
| By | < 128 Feh® < 0,02868 Fgh'. (26"')

Dans les formules (23), (24 ¢
b , (24), (25) les restes sont de 1’ordre de W
eb les coefficienta de Fgh® dans les inégalités (23"), (24""), (2b"") sont petits'.

Les coefficients des formules (2 i
i ' 4) et (25 § OU
décimaux, ce qui est un grand aza.nta.g( e )posomn{,e ?:lcnuol .mbres Sxiion
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4. Formules dont le reste est de ’ordre de h'°. Pour finir, nous

Jonnons encore la formmle d’intégration numérique

o) = — 5 (3930 + 172 [2,) + y(@))+ 126 [5(z) + y(z)] -

_ 600 y(zp)) — 20} {[g(xy) — 9(®5)] + 5 [g(2) — 9(z)]) + Ry, (26)
ar le calcul de y(z,) lorsque la solution y(z) de V’équation différen-
gi?alle (1) avec la condition y(z,) = y, a été calculée an préalable sur les

ds z,, Zq) T3y T4y Ts-
net Darll:s la.’ ’for'n’mlta (26) nous avons

1(= ,
B,, = ‘3—5 el Z) fil 2, y(2)]dz (26"
zg
et nous avoDs
| By, | < 1;6 Fh1® < 0,007937 F A%, (26'")

5. Conclusions. Les formules d’intégration numérique (16), (17),
(18), {(19), (20) ont leurs restes de 1’ordre de A’ comme dans la formule
d’Adams. Mais toutes ces formules présentent des avantages notables
sur la formule (7) d’Adams.

Nous avons donné aussi d’antres formumles du type d’Adams :
les formules {21) et (22) dont les restes sont de 1’ordre de A®%, les for-
mules (23), (24), (25) dont les restes sont de 1’ordre de A* et la formule
(26) dont le reste est de 1'ordre de A,

Toutes ces formules sont utiles ponr les applications et sont préfé-
rables & la formule d’Adams.

Manuscrit regu le 10 octobre 1963
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