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QUELQUES FORMULES PRATIQUES 
D'INTÉGRATION NUMÉRIQUE 

DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
PAR 

D. y . I O N E S C U 

Désignons par y(x) la solution de l'équation différentielle 

y'=f(*,y) (1) 

qui satisfait à la condition 2/(#0) = Vo et supposons qu'elle existe sur 
l'intervalle [a?0, x0 + a]. 

Nous supposons que la fonction f(x, y) soit continue, ainsi que ses 
dérivées partielles successives par rapport à a? et à y, dans le rectangle 
D, définie par les inégalités 

0 < x - x0 < a, 5 | y - y01 < b, (2) 

jusqu'à l'ordre qui sera nécessaire pour les formules que nous avons en 
vue dans ce travail. Nous supposons aussi que 

I/O, y(x)] - 2/oi < h, lorsque a?e [®0, + a\ 

Dans ces conditions, on déduit de l'équation (1) 

y"=fi(x,y), y"'=U*,y)>~- (3> 

toutes les fonctions ¿ ( a , y), • étant continues dans D. Nous dé-
signons, en général, par 

Fk = sup|/*(®, y\- W 
(D) 

- c. 261 



Désignons par , . . . , une suite de nœuds en progreB8jnh 
arithmétique dont la raison est h. Lorsque la solution yf®) a été calcul*« 
sur les nœuds Xjf wtf . . . , on calcule y(,rô) par la formule d'Arlan^ 

+ y + + j A ^ « , ) + 

où 

On pent encore éciire la formule (5) sous la forme 

- î - i 
1440 

» ( «• ) = » ( «• ) + ^ f 4 2 7 7 ^ ) - 7 9 2 3 + 9982ff(xs) - 7298 + 

+ 2877 gixy) - 475 g{xL)] + Je. (7) 

Noue avons démontré [1] que le reste B de la formule d'Adam s 
peut être mis sous la forme d'une intégrale définie 

d'où il résulte l'évaluation 

B = y<p(x)fñ[x, y(x)ld«f (8) 

I B\ < < 0,3156 (9) 
60480 

L'inégalité (9) montre que le reste B est de l'ordre de ft7, [3], et 
nous avoua précisé [1] le coefficient de FBk7t ce qui est très important 
pour les application*. 

.Nous avons donné [2] d'autres formules d'intégration numérique 
analogues à la formule d'Adams, avant le reste de l'ordre de hp, où 
p > 7. Par exemple, nous avons donné la formule 

y{x<) = 28,4 y ( ^ ) + 426 y(xL) + 825 y{xt) - 400 y ( ^ ) - 750 -

- 128,4 y{*%) + 6 + 30 f ( » , ) + 150 g(xt) + 200 g(xs) + 

qui présente des avantages visibles par rapport à la formule d'Adams, et 
dont le reste B, mis sous la forme 

¿ 2 = P w / o h ^ ) ] ^ < 1 ! ) 

eat de Tordre de A12, ce qui résulte de l'inégalité 

| B\ < — < 0,001083 F . . * » (1 2> 
924 
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p»rmi tfîH formalefl qae non» avons données, signalons encore la 
for m " le 

+ - * ( * » > ] + 425[y(xt) - y{xj] + 

+ 30 Hlgixj + + 10[g[x t) + g(x,)] + 
+ 20 g(x3)} + R, (13) 

i présente nne certaine symétrie pour ses coefficients. Le reste de cette 
formule est de la forme 

R^^B(x)fw[xfy(x)}dx (14 ) 

et il est de l'ordre de An, ce qui résulte de l'inégalité 

I £ [ < — i 7 ^ 1 1 < 0,002165 F10ftu. (15) 
462 

Les particularités de la formule (13) nous conduisent à donner, dans 
ce travail, des formules d'intégration numérique analogues à la formule 
(13), dont les restes soient de l'ordre de A7, h*y h9 et ft10 . Nous donnons 
seulement les formules et leurs restes, sans donner des démonstrations qui 
paraîtront dans nn autre travail. 

1. Formules dont le reste est de l'ordre de h7. Nous avons d'abord la 
formule 

= -32[y{xx) - y(xj] - - y(xA)]} + 

+ 20 h [ g ( x j - ¡ - g i x^ + R, (16) 
arec 

1 r** 
= *<*>/•[*> (16') 

et 

i Bx | < ~ < 0,3810 F%V. (16") 
21 

Nous avons ensuite la formule 

+ + + R t ' (17) avec . 

1 r 
= ~ — ^ /eO, dx (17') 
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et 

\Ea\< < 0,2381 ' { l v 

Le s formules (16) et (17) sont plus avantageuses que la formnl 
(7) d'Adams. Pour les appliquer, il faut calculer au préalable les valeur 
de la solution de l'équation différentielle (1) seulement sur quatre nœud 

x$, x4, a?6,et les valeurs deJa fonctionna?) seulement sur deux n<BudÎ! 
xvxA ou Un autre avantage de la formule (17) est que le coefficierJ 
numérique de l'évaluation (17") du reste R t est plus petit que le coefficient 
correspondant de la formule d'Adams. 1 

Mats on peut donner aussi la formule 

#(**) = + 2,953125[y(®i) - y(x,)] + 

+ 0,46875 h{9[^{xi) + ffK)] + 20ff(sa)) + R, ( 1 8 ) 

r«« 
9*(x )f*[*> (18') 

avec 

et 
7*5 
~ < 0,2679 W (18'') fî6 

Cette formule a un grand avantage sur la formule (7) d'Adams et 
encore sur les formules (16) et (17). Pour l'appliquer, il faut calculer au 
préalable les valeurs de la solution y{x) et de la fonction g(x) seulement 
sur trois nœuds x}, x^, xh. 

Si la solution y{x) a été calculée au préalable sur les trois nœuds 
x2f xt1 xé9 on piufc utiliser la formule d'intégration numérique 

*(*$) + 135|X^) — + 

+Sh(9[g(xÈ)+g(x4)]+2&g(x,)}+ Rê (19) 
avec 

et 

Bé = - \ * ê 9 é ( * ) M * , i , ( x n d x (19') 

I B 4 | < — ^ < 0 , 6 6 5 8 ^ . ( I 9 " ) 
35 

lnr.ïqu.3 la solution y[x) a été calculée au préalable sur les oinq 

DEBiids x v x3, xs, nous a vous la formule d'intégration numérique 

y(®8) = y(®0) - - y(®6)] + 45[y(sa) - + 

+ 6 0 hg{xt) + B6 
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avec 

et 

toi*) /•[*, ? ( * ) ] ds (20') 

— < 0,4286jy*, (20") 
7 

qui utilise la valeur de la fonction g(x) seulement sur le nœud 

2. Formules dont le reste est de Tordre de h®. 9i 1» solution de 
l'équation différentielle (1), avec la condition y { x j = a été calculée 
au préalable BUT les cinq nœuds x1, x3, x„ xAf x&f noua av*na lea formules 
suivantes pour calculer y(xé) : 

y{ipfl) = - y(xo) + 10 + y (**)] + 65 ÙK^) + - i6©y (*.) + 

+ 60 h - ffi^a + 12, (21) 
avec 

et 

= ^ / t C * , y ( * ) ] d * (21') 

I ! < Y F.Jfi < 0,1429 J ^ (21") 

et ensuite 

y(*e) = - y(*o) - 11,5 [y(0H) + y(sa ) ] + 25[y(st) + y ( x j ] - 25 y{xj -

- 7,5 - + (22) 
aveo 

_ i r»« 

I R, | < ^ < 0,06 £47 F ( 2 2 " ) 

On remarque dans ces formules la simplicité des coefficients. L eu « 
restes sont de l'ordre de A» et leB coefficients de FJfi dans les léga-
lités (2 1 " ) et (22") sont petits. 

3. Formules dont le reste est de l'ordre ' de h". En supposant 
toujours que la solution y ( » ) de l'équation différentielle (1) avec la condi-

on y(xo) = Vo a été calculée au préalable sur les nœuds x1} w2, xB, xt, 
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1«, formule, suivantes d'intégration numérique P o w 

~, nous avons les 
calcul de y(*.) • 

* f <M* ) + 284 Lv(-Ti) - " 1 7 5 ~ + 

• {2 W*>) + ?(**)] + 5 [ f f ( i Î 8 ) + 9 { X l ) ] ) + (23) 
" 3 

^ = _ i t * (* )/•[*. (23') 
3 . 9 ; 

1 a, I < — FtV < 0,02646 fsftB (23") 
189 

0 D ' ^ = y { X o ) _ a4W«k> - f - 375 [y ( * a ) - » ( < * ) ] ~ 

- 60 k Î m*>) + + 8 9 { x * ) ] + R g ( 2 4 ) 

avec 
(24') 

| fi, | < i < 0,04762 (2 4 " ) 

on encore 

= *(*„) + 2 2 , 8 7 5 - 3f(«a)l - 75[y(a58) - Jf(*4)] + 

+ 3,75 M » + * ( « , ) ] - 20 + ( 2 5 ) 

avec 

et 

I Bu» | < — F,h' < 0,02858 ( 2 5 "> 
168 

Dans les formules (23), (24), (25) les restes sont de l'ordre de ft9, 
et lea coefficients de F6h* dans les inégalités (23"), (24"), (25") sont petits. 
Les coefficients des formules (24) et (25) sont des nombres entiers ou 
décimaux, ce qui est un grand avantage pour le calcul. 
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4 Formai«» dont 1« resle est de Tordre de h10. Pour finir, noue 
I n nonfl encore Ift formule d ' intégrat ion numérique 

- j i 3 ^ ® ) + 1 7 2 + » ( «# ) ] + 125 Wî®2) + 

- 600 *<*,)) " 20 ft < [ * * , ) - * » , ) ] + 5 [flf(^) - • ) ! + (26) 
le calcul de y ( ^ ) lorsque la solution ^(x) de l'équation différen-

tielle (1) l a condition y{Xt) = y0 a été calculée au préalable sur les 
nœuds x l f xaî 

Dans la formule (26) nous avons 

3 J*, 
et nous avons 

I ^ K J9fc10 < 0,007937 FJi10. (26") 
126 

5. Conclusions. Les formules d'intégration numérique (16), (17), 
(18), (19), (20) ont leurs restes de l'ordre de V comme dans la formule 
d'Adams. Mais toutes ces formules présentent des avantages notables 
sur la formule (7) d'Adams. 

Nous avons donné aussi d'autres formules du type d'Adams : 
les formules (21) et (22) dont les restes sont de l'ordre de ÀB, les for-
mules (23), (24), (25) dont les restes sont de l'ordre de et la formule 
(26) dont le reste est de l'ordre de 

Toutes ces formules sont utiles pour les applications et sont préfé-
rables & la formule d'Adams. 

Manuscrit tvçu le 10 octobre 1963 
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