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LA SIMPLICITE DU RESTE DANS CERTAINIS
FORMULES DE QUADRATURE,

par
TIBERIU POPOVICIU

4 Cluj

i .

. Considérons la formule de quadrature

3 Pkl .
() Voot =33 93 i (o) + BRI/
=1 =
-1
ol 2y, 2y, .., %, sont p(= 1) points distincts de l'axe réel, ces sont les
noeuds de la formule, ky, ky, ..., k, sont p nombres naturels et ¢;; des

coefficients indépendants de la fonction f.

La fonction f est définie, continue et admet une dérivée continue d’or-
dre égala max(k, — 1,k — 1, ..., k, — 1) sur un intervalle E contenant
les points —1, 1 et les noeuds z;, 7= 1,2, ..., . La dérivée d'ordre 0
est la fonction elle-méme.

Nous désignerons par (F l'ensemble de ces fonctions. (£ est un en-
semble linéaire et contient, en particulier, tous les polynomes.

Les accents dans le second membre de (1) désignent des dérivations
successives.

Dans la suite, sauf si on ne dit pas expressément le contraire, nous
supposerons que E se réduise au plus petit intervalle fermé contenant
les noeuds et les points —1, 1.

I/intégrale du premier membre de (1) pourrait étre prise entre deux
limites finies quelconques, mais on ne restreint pas la généralité en prenant
ces limites égales & —1 et 1 respectivement. Te passage de l'intervalle
[—1, 1] a l'intervalle fini quelconque d’intégration [A, B] se fait par la
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formule de transformation linéaire x = -——yB 7 —. Une telle transformation

conserve la continuité, la dérivabilité de tout ordre et aussi tout caractére
de convexité des fonctions.

2. Le deuxiéme terme R[f] du second membre de la formule (1) est
le reste de cette formule. Tl est une fonctionnelle linéaire (additive et ho-
mogeéne) définie sur I'ensemble (Z.

La formule (1) et le reste R[f] correspondant ont un degré d’exactitude.
C'est le nombre entier » = —1 complétement déterminé par la condition
que R[f] soit nul sur tout polynome de degré n et que R[x*+1] 3£ 0. On
dit aussi que la formule (1) ou le reste R[f] de cette formule est de degré
d’exactitude #. Dans la suite on peut toujours supposer # =0, le cas # —
= —1, n'intervenant pas. La condition # = 0 est, d’ailleurs, équivalente

#

Le reste R[f] est dit de la forme simple s'il existe un entier #(= 0)
indépendant de la fonction f, tel que l'on ait

(2) R[f] . M [il’ E.-EJ ok ke E:,H.g 'f];

oit M est == 0 et indépendant de la fonction f € (Z, les points &, &, ..., Em”
€tant distincts, & l'intérieur de l'intervalle F et dépendants, en général,
de la fonction f. Dans ce cas le nombre # est complétement déterminé
(est unique) et est précisément le degré d’exactitude de R[f].

La notation [&,, &, ..., & 2; f] désigne la différence divisée (d’ordre
# + 1) de la fonction f sur les points, ou les noeuds, £, £,, ..., £,;9. Nous
supposons connues la définition et les principales propriétés des différences
divisées sur des noeuds distincts ou non.

On voit facilement que, sous les hypothéses précédentes, le nombre
M est égal 4 R[x"+'] = R[4"**' 4 P], ot P est un polynome quelconque
de degré .

Si nous convenons de désigner par Dy f] une différence divisée d’ordre
k de la fonction f sut k& + 1 noeuds distincts, d’ailleurs non spécifiés, de
I'intérieur de I'intervalle E, la formule (2) peut s’écrire

3) R[f1= R[x"*']Dy;1[f].

Nous avons introduit la notion de simplicité d'une fonctionnelle 1i-
néaire, de la nature de reste R[f] (d’abord sous un autre nom) dans d’au-
tres travaux [5, 6]. Nous avons complété et précisé ces recherches dans
un mémoire plus détaillé [9]. Nous prions le lecteur de se reporter a ce
mémoire pour nos résultats antérieurs et qui seront souvent tacitement
utilisés dans la suite.
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Ce travail est consacré a I'étude de la simplicité du reste dans certaines
formules de quadrature de la forme (1) (§§ 1—3). Ces sont, en somme, des
applications de nos résultats antérieurs. Dans le dernier § (§ 4) nous ferons
quelques remarques sur la simplicité du reste dans certaines formules de
(quadrature relative a des intégrales étendues a un intervalle infini.

3. Les nombres &, ky, ..., k, sont les ordres de matltiplicité des noeuds
Zy, %y, - .-, Zp Tespectifs. Nous posons &y + ky+ ... + k, =m et nous
avous alors m = p = 1. Nous pouvons supposer que k; noeuds soient confon-
dus dans le point z;, donc que z; est un noeud d'ordre k; de multiplicité
(simple si k; = 1, double si &; = 2, etc.). Te nombre total des noeuds,
destincls ow mon, est donc égal & m et nous pouvons désigner ces noeuds
Par xy, %y, ..., %, en choisissant les notations, par exemple, de maniére
que 'on ait Ty hdak v b gig — o =12, ...k, i=12, ..., p (lasomme

key + ky + ,. .. + ki_y étant remplacée par 0 pour i = 1).

4. Dans la suite nous supposerons toujours que le degré d’exactitude
de la formule (1) soit au moins égal & m — 1. Avec les données précédentes,
cette condition détermine complétement la formule (1) dont le second
membre s’obtient alors en approximant la fonction f par son polynome
de Lagrange-Hermite sur les noeuds x;, i = 1,2, ..., m [7]. Si donc nous
désignons par » le degré d’exactitude de la formule (1) et si n = m — 1,
les coefficients ¢;; sont complétement déterminés. Quels que soient les
noeuds donnés %, x, ..., %w, il existe donc toujours une formule (1) et
une seule ayant un degré d’exactitude = m — I.

D'ailleurs pour des noeuds donnés ayant des ordres de multiplicité
donnés, le calcul des coefficients ¢;; est, en général, assez compliqué. La
formule (11) qui sera donnée plus loin (no. 7), nous donne

(4) Sy, = : S W, $=1.2, ..

P ! 5
h— D 1T (o — 59 5% — %
s

olt /(x) est le polynome (6) de plus loin.

Pour p =1 cette formule devient

1— )% — (= Db (1 4 gy
Ey !

1
1 5
B anar= g - e =

Le calcul des autres coefficients ¢;; est plus compliqué. Nous ne le don-
nerons ici que dans certains cas trés particuliers,
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5. On peut facilement délimiter supérieurement le degré d’exactitude
#n de la formule (1) (de degré d’'exactitude n =m — 1). Posons n = m -}-
+ ¢ — 1, alors T'hypothése n =m — 1 revient 4 ¢ = 0. Considérons le
polynoine :

wm

(6) ix) = 11 (x — %) =

§=

l{’I (x — z;)"

=1

1)**'

j ;
Le polynome Q(x) =/(x) 1l (x —z) * est de degré m + p, est
i=1

1 \
nounégatifl (sur E) et on a R[Q] = S Q(x) dx > 0. Nous avons donc
=

nécessairement g =< p.

On peut raffiner cette délimitation en tenant compte, en une certaine
mesure, de la distribution des noeuds. Si nous désignons par p,; le nombre
(= ) des noeuds z appartenant a l'intervalle ouvert (—1, 1), on a g=<#5,.
On démontre de la méme maniére cette propriété en prenant, au lieu de

0
J(x), le polynome i(x) II (x — z) ot le produit est étendu seu-
HE(=11)

lement a ces noeuds.
6. Nous avons le

THEOREME 1. Powur que la formule (1) (de degré d’exactitude =m — 1)
soit de degré d'exactitude égal a n —=m 4 q— 1, il faul et il suffit
que le polynome I(x) soit orthogonal & tout polynome de degré q — 1 sur U'in-
tervalle [— 1,1) el que Von ait

(7) Rlar+T] = S #(x)dx = S Q(x) H(x)dx =£ 0

—1 ==}

ot Q(x) = x1  P(x), P(x) élant un polynome quelconque de degré q — 1,

La condition est nécessaive, Cette propriété résulte de la formule

R[QI] = S Q(x)l(x)dx

-1

si ((x) est un polynome quelconque.
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U

La condition est suffisante. Cette propriété résulte du fait que si Q, S
sont respectivement le quotient et le reste de la division du polynome
quelconque P par le polynome (6), nous avons R[P] = R[QI] R(S] =
= R[QL].

Nous pouvons mettre la propriété exprimée par le théoréme 1 sous
une autre forme. Posons

(8) Pi(x) = SP,-_l(x)dx, i=1,2 ..., Py(x) = I(x).

Nous avons alors

i X 5 .
P, (x) =WS(:¢ — 8 W, i =1,2, ...
-1

et
(9) Pi(—1) =0, P (x) = Ux), i=1,2, ...

et on voit facilement que la propriété exprimée par le théoréme 1 peut
s'énoncer sous la forme équivalente suivante :

THEOREME 2. Pour que la formule (1) (de degré d'exactitude == m — 1)
soit de degré d’exactitude égal an =m + q— 1, il faut et il suffit que :

1. Pi(1) =20 pour. q = Q.
2. Py(ly = Py(l) = . =P} =0, Pua(l) 0, pour g >0,

Ie nombre R[x"+!] est alors aussi donné par la formule

(10) R[x1] = (—1)%! P,y (1) = (—1)7! SPq(dex.

! |
7. Le reste de la formule (1) (de degré d'exactitude =m — 1) est
donné par

(11) R[f]= Sa(x)q'xll Ko, + vy Ny 2 F1A%.

1| — Malhemalica val, 6{28) — lasc, 1.
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51 nous posons
(12) talw) 2= w4 BT
et si nous utilisons la formule ’intégration par parties, nous déduisons

(g >0)

i
(1)  RIf1=2 (1" Py ¥ (1) + (_1)“5 P(x) 0 (x)dx.

i=1 Sig

Nous en déduisons alors le
THEOREME 3. Sl exisle un nombre entier non-négaiif q tel que:

L. Py(x) = l(x) ne change pas de signe sur [—1, 1], pour ¢ = 0

2. P(1) =0, ¢=1,2, ...,q e P,(x) ne change pas de signe sur
[—1, 1], powr g >0,

lors le veste R|f] de la formmle (1) (supposée de degré d’exactitude
=1 — 1) esi ae degré d'exactitude égal a n = m + q — 1 el esi de la forme

]

=N

sunple.

Compte tenant de la formule bien connue

14 wln) = g [, 0, 5 %%, %3 £

le théoréme tésulte, de la formule

] -.I-"ilf} ‘n"f: ‘ql"-i RNy " ;j[ th.

FEen

qui est vérilide sous les hypothdses, admises, et du fait que R[f] est de
' 0 pour toute fonetion f¢€ (F

- ey | - & WY of —
setlement IJ L7 | f |
£ 3

Ia forme simple si (et
convexe d'ordre n sus
Une fonetion est dit

fix

% sur E si toutes ses différen-
points, non tous confondus, de E
sont bar le théoréme 3 ce que nous
pouvons appeler lecritére de s ¢ de Steffensen, en vertue de 1'impor-
de J. B. 8TE N [12] relatif au reste -de la for-
mule de quadrature de Cotes. J. 1. STEFFENSEN suppose que la fonction
J ait une dérivée d’ordre n# 4 1 continue, mais nous verrons que le reste
daus la formule de Cotes est de la forme simple sous la seule hypothése
de la coutinuité de la fonction f.

eas (¢

POs

tant théor

|
L
1
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8. Il faut préciser les conditions sous lesquelles le critére de Steffensen
est applicable. Nous démontrerons dans ce travail que le critére de Steffen-
sen s’applique sous la seule hypothése que f€ (F. Cette propriété est
exprimée par le théoréme 5 de plus loin.

Remarquons, en passant, que le nombre ¢ du théoréme 3 peut ne pas
exister. Par exemple, le reste de la formule de quadrature

1

(16)  § sz = 1

~ 73]+ 70 +7(F] + 010 + RIS1=

:ﬂ'f(_\-f%) + £(0) +f[ﬁ]] + R[/]

peut s’écrie
(17) R[/] =§xe(xz—§)[o,o, —%»%,x;f]dx.

Dans ce cas R[a1] = é # 0. Le nombre ¢ du théoréme 3 n'existe pas,

puisque dans le cas contraire il devrait étre égal a 0. Mais le polynome
%) = Pylx) = o2 [:u:a — %J change de signe sur I'intervalle [—1, 1]. Nous

verrons plus loin (no. 15) que le reste de la formule (16) est de la forme
simple. On obtient ce résultat en interprétant la formule (16) avec la va-
leur 3 de m au lieu de la valeur 4.

9. Si nous nous rapportons & la facon dont nous avons obtenu la for-
mule (15), on voit que pour que le critére de Steffensen soit applicable,
il suffit que la fonction (14) soit continue sur l'intervalle [—1,1].8i¢=0,
cette hypothése supplémentaire est méme inutile puisque le produit (x)
[%1. %9, .., %, x; f] est égal & la différence entre la fonction /et son poly-
nome de Tagrange-Hermite sur les noeuds Xy, Xg, o, Xy, 11 en résulte le

THEOREME 4. Si nous avons I(x) =0 sur Vintervalle [—1.11 "o
reste de la formule (1) (supposé de degré d’exactitude = m — 1) est de degré
d’exactitude m — 1 et est de la forme simple.

Il en est ainsi, en particulier, si les noeuds %y, %y, - -+, Zp sont tous i
I'extérieur de l'intervalle ouvert (— 1, 1), ou bien si tous les noeuds qui ap-
partiennent a (— 1, 1), sont d'un ordre pair de multiplicité.

10. Posons

; ki, si ze [—1.1] .
18 k =5 : L] ) i I; 2: T ORI
(18) ‘ {0 siug[-11]"" ?
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Pour la continuité sur [—1, 1] de la fonction (14) il suffit que la fone-
tion f(€ (F) ait une dérivée, continue d’ordre ¢ + max (k) k,, ..., ﬁ:;,}
sur K. Ceci a évidemment lieu si

(19) " ‘g4 max'th, K, .., R)Y=max (b, — L ky —1, ...k, — 1)
d’apreés la définition de l'ensemble (F. Dauns ce cas le critére de Steffensen

cst donc applicable. Mais nous démontrerons que ce critere est toujours
applicable, indépendemment de la condition (19).

P 3 FILE e PR T . .
Considérons les fonctions ¢, , (x) = —-—;’—-| (n = 1) qui,

pour toute valeur réelle du paramétre %, admettent une dérivée continue
d’ordre # — 1 sur l'axe réel.

En vertu du théoréme 15 de notre travail cité [9], le critére de Stel-
fensen est certainement applicable si

(20) millyg= =1  w-LaA=max(l R, -, fc:”).

I,a premiére condition est toujours vérifiée pour P =2 et, puisque
w— P+ 1 =max (k. 4, .., ;‘c;), la seconde condition est aussi toujours
vérifiée pour p =3. Si p = 2, cette seconde condition (20) est vérifiée,
sauf si I'un des noeuds 7y, 7, est simple et I'autre (simple ou non) appartient
a l'intervalle fermé [—1, 1].

Nous pouvons maintenant énoncer le

THEOREMY 5. Le critére de simplicité de Sleffensen (théoréme 3) es/
touours applicable a la formule (1) (supposée de degré d’exactitude = m—1).

D'aprés ce qui précéde le théoréme est démontré, sauf dans les cas
d’exceptions signalés, donc sauf si les inégalités (20) ne sont pas simul-
tanément vérifées et si, en vertu du théoréme 4, on a de plus ¢ > 0.

I1. On pourrait éliminer les cas d’exceptions signalés en utilisant, au
lien du théoréme 15 du notre travail cité [9], un critére de simplicité plus
puissant, mais nous ne mous occuperons pas de cette question ici. Nous
continuerons par 'analyse des cas d’exceptions signalés. De cette maniére
nous aurons l'occasion d’établir l'existence et l'unicité de certaines for-
mules du type (1). La démonstration du théoréme 5 dans ces cas d’excep-
tions sera indirecte et consistera a montrer que si les hypothéses du
théoréme 3 sont vérifiées, le reste est bien de la forme simple,

Compte tenant de la symétrie du probléme par rapport 4 U'intervalle
[—1, 1] il suffit d’examiner les deux cas d’exceptions suivants :

Cas 1. p=1,—1=z <1

Cas 2. p =2, by =1, -1 =24 =1, 1 < %
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9
11 suffit aussi d’éliminer d'ici I'examen direct des cas oit ¢ = (.
12. Cas 1 (p = 1). Pour simplifier un peu les notations, posons
(21) =il ey =
et nous pouvons supposer — 1 <o < L.

Nous avons

e o o Vi ¢ U

Py(x) = (x — o), Py(¥) = e+ 1 a

f(;{)

Le polynome Py(x) ne change pas de signe sur [—1, 1] si, ou bien
% — —1, ou bien % est pair. 8i & est impair et —1 < « < 1, le polynome
P,(x) change de signe sur [—1, 1] et la condition P,(1) = 0, nous donnc

kb1
#* — 1
% == 0. Nous avons alors P, (x) t:;;l—éﬁ sur [—1, 1].

H

Il suffit done de démontrer la simplicité du reste de la formule du
type (1):

(F,) p=1, k=impair, a=0, ¢g=1, n==k,
Notis donnerons au § suivant la forme explicite de cette formule (for-
mule (40)) et, en général, des formules (1) pour lesquelles p = 1.

13. Cas 2 (p = 2, k, = 1). Pour simplifier les notations nous posons
dans ce cas

(22) n=u, Z=0 l—a=u, 14+a=0v k=

Nous avons
(x) = Py(x) = (¥ — a)(x — B),

Ll = )t e ity it ) & — gt 4 (= 1yF gH

By =TGR gy e

k2

et le polynome Py(x) ne change pas de signe sur [—1, 1] dans les cas
e=—1, B=1; k=nrpair, — I <ae<l'Shet a=1<h



166 TIBERIU POPOVICIU 10

II reste & démont G
du type (1): tontrer la simplicité du reste dans les formules suivantes

(Fo) p=2 —l=a<f<], P(1)=0,g=1,n="F%+1

#) p=2 h=pair, 1z ezl PH)—0lg=1,n—% 1
(F) p=2 k=impair, ~1<a<P=1 P(l) =0,g=1, n=4F L1
) 2=2 k=impair, ~1<a<1<p, P(l)=0, ¢g=1, n:k—|—ll
(F) # =2, k=impair, —1<a<p<1, Pyl) = Py(1)=0, g2, n=—

— k42

ot T i o e A e 8 2
@ pour (F,), (Fj) ). De P;(1) = 0 il résulte donc que Pi(;c) e ihaasilgepo;alz

de signe sur [—1, 1
L'égalité P,(1) =0, dans le cas de la formule (Fy), nous donue

B :k———+ , qui est bien compris dans (—1, 1). Ceci démontre I'existence

d'une unique telle formule.
Pour la formule (F,) I'équation P,(1) = 0 devient
k42 k-2

(23) 5Ll bl Wty
B2 uftl g gt

d’olt on déduit
(24) 1 g M4 (43— a)
(k +2) (! 4 oA

De (23) il résulte, en tenant com
i Ite, pte de —1 < o < 1, gie nous 3
E 5 8: % é} rzt;sp;alctlyement B — o < 0 suivant que « < quespectivéggﬁi
A (23) il résulte que 1 — B > 0. Il en résulte qu'il existe une for-
mule unique (F;) pour tout « € (—1, 0).

Dans le cas des formules (F,), (F,), I'égalité P,(1) = O devient

(25) B g BTy e
k42 : wltl gyt

aqirl;ifé??i;? Blei fﬂlztilfm. ldef «. La formule (25) nous montre que pour
: — m g : s - - ,
frce o B lnaThiE e )u,l aut et il suffit que « soit négatif. La dé-

g __ W P2 obone | g 41 4 0
du (& + 2) (P! — S+
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11

nous montre que B est une fonction croissante de « sur [—1,0

facilement que si o variede =120 (—1 =0 <0), f ¢roit de -
#

v

11 existe donc une formule et une seule de la forme (F,) et pou
mule o est égal 4 un nombre @ compris entre —1 et 0(—1 < ¢
déterminé. Pour tout o« € (e, 0) il existe une formule et une sei

forme (I).

T1 reste & démontrer qu'il existe une formtile de la forme (I';). En sup-
posant P,(1) = 0, le po! 1(¥) chang e sur l'intervalle [—1,1],
dans ce cas, une seiile 3i done nous avons Py(1) = LviLomni
P,(x) ne change pas de signe’sur [=1,1]. Compte tenzant de Py (1) et

donné par la formule

Py(l) = — v B 1 200"t (@8 L 8k 4 T o o)
= (R 2 4 By (! il
et est une fonction de «. La dérivée de cette fonction est donnée par la
formule
: 92 SN , d7,(1)
(B 1+ 23k + 3ttt — P — =
(24vd

— 428 < T0R% 4 3R+ 3 L (B 3] (ufr — f)‘"”"") -

(455 - 20k 42789 + (k 4~ )] uv (w* +0Y).
t donc croissante sur Uintervalle [—1, 0).

ok+3
Elle a la waleur négatiye — — pour ¢ = —1 et est certai-
b (k 4 2)% (b + 3) ©

La fonction Py(1) de o es

x) ne change pas de
al o —a*

nement positive patr @ = o < 0 (puisqu’'alors
signe sur [—1,1]). Il en résulte qu'il existe un oint et um
dans Vintervalle (—1, @) pour lequel Py(l) = 0. 5i b* est la valeor de B
tirée de (25) pour o = &%, l'unique formule de la forme (F,) s'obtient

pour &= a%, p = b%

Nous avons donc démontré lexistence des formules (F,) — (F) et
méme Punicité des formules (F,), (E,), (Iy). L existence de la formule (Fq
résulte aussi, autrement d’un autre de nos travaux [S]. '

Nous donneronis au § suivant la forme explicite de certaines de ces
formules (formule (45)) et, en général des formules pour lesquelles p =
=2, ky =1 (formule (40)).

Pour les formules (F,) — (F) (nos. 12, 18) nous avons indiqué aussi
la valeur correspondante de g et leur degré d'exactitude #.

La démonstration de la simplicité des restes des formules (I;) — (Fg)
sera donnée dans le § suivant. De cette fagon le théoréme § sera démontré,

Pour terminer ce § nous allons faire quelques applications.
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-

P4 Premiére application. Les formules de Cotes sont des formules de
quadrature de la forme (1) avec tous les noeuds simples et équidistants
(et de degré d'exactitude = m — 1).

Plus généralement considérons ‘avec J. E. STEFFENSEN, la formule
du type (1)

b it
(26) § fwax =3 ese) + RU7,

i=l1
3

[
|

ot =35 — 2 -+ 1, 5 étant un nombre naturel, » un entier == ~ g et les

[ 3=]

noeuds (simples) étant dounés par les formules

(27) z;:za+(r—f-if—])b_a, 3 =112, +» ¥t

8

Les coefficients ¢;, 1 = 1,2, ..., m sont completement déterminés par
la condition que la formule (26) ait son degré d'exactitude =m — 1.

Nous avons alors le

THEOREME 6. Le reste de la formule de Coles (26) est de degré d'exac-
Litude 2[m = + 1 et est de la forme simple.

Pour démontrer ce théoréme il suffit de modifier trés peu la démon-
stration de J. E. STEFFENSEN [12] donnée par lui, en supposant que
P 1
" J E

Pour la démonstration on distingue deux cas suivant la parité du
nombre m (ou de s)

la fonction f ait une dérivée continue d’ordre 2[

b
I. 51 m est impair, donc s est pair, on a S Hx)dx = 0 et

@&

(28) [yl S l(x)dx = 0, pour x € [a, h].

Clest justement cette inégalité qui a été démontrée d’une fagon tres
élégante par J. E. SIEFFENSEN,

Le critére de Steffensen est applicable (on considére 'intervalle [a, b]

au lieu de [—1, 1]). Le reste R [f] de la formule (26) est de degré d’exac-
titude m et est de la forme simple.

Remarquons, de plus, que, dans ce cas, nous avons
(29) G VR R

pour toute fonction (continue) f convexe d’ordre m.
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2. Sim est pair, done s est impair, toujours d’aprés J. E. STEFFENSEN
nous décomposons le reste

b

(30) R[f] = Sz(x) (85, %+ o0 23 23 F1dx

i

enn la somme

31) R[] = Ry [f1+ Rs[fl,

L — a

B—rf.‘ U e : ,b[ de

correspondante a la décomposition [a,b—

Pintervalle d'intégration [a,b] du second membre de (30). Nous avons [12],

[zll Zay vvy Ap1, J:;f] d):,

¥ — Em

qui est le reste d'une formule de la forme (26) correspondante & m — 1,
donc a un nombre impair de noeuds, mais avec la méme valeur de 7. Il
en résulte que nous avons

(32) (=)™ "R [f1 >0
pour toute fonction (continue) f convexe d’ordre m — 1.

Nots avons aussi

Rylf] = S W) [z 2y - o0 2wy %3 fld

b—n
B
5

in (v . b—a
Iei nous avons (—1)™" """ y(x) =0 sur Uintervalle |b — ,b}

et, en vertn du théoréme 3, R,[f] est de degré d'exactitude m — 1 et de
la forme simple. De plus nous avons

(33) (—1)™ R (71 >0

pour toute fonction (continue) f, convexe d’ordre m — 1.
De (31) — (33) il résulte que l'inégalité (29) est encore vérifiée pour
toute fonction (continue) f, convexe d’ordre m — 1.
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On veit que ce résultat est valable méme si s = 1. On a alors R[f] =
Ry [f1.
Le théoréme B est donc démontré. On voit aussi que dans la formule

(2) ou (3), dans ce cas, nous avons sg M = sg R[a"""] = sg(—1)™=—10,
Le signe du coefficient ntimérique M ds pend uniquement du nombre 7,

15, Seconde application. Une formule da type (1), avec des noeuds
simples, des coefficients ¢;p, 1 = 1, 2, ..,‘, p(= ) tous ¢gatx et de degré
d'exactitude = m, "\pnelle une formule de quadrature de Tchebycheff.
Une telle formule est done de la forme ]

_\_"‘\

(34) \ fwdn = =3 fle) + RIS,

olt les noeuds z,, 2,, ..., Ay sont déterminds (cn dehors d'une pmmutahon)
par la condl‘c:ou que la formule con 'w]Frn e ait le degré d'exactitude = m.

On sait qu'une telle formule e seulement pour les valeurs 1, 2,
3,4,56,7,9 de m. Les noeuds sont alors & Pintérieur de lintervalle
[—1,1] et on peut prendre E =[—1,1].

Nous avons le

THEOREME 7. Le veste de la jformule de Tchebycheff (34) (powr les
lm

valewrs possibles de m) est de degré d'exaclilude égal & 2 i_;} + 1 et est de
la forme simple. i
La propriété rcsulte en appliqguant le théoréme 3.

Le polynome I(x) = Py(x) se trouve étre calculé, par exemple, dans
le livre de V. 1. RRILOV [2]. Ce polynome est donné par le tahleau

¢ ; 1 ; X 2
m=1 x;m=2 8——; m=23 x— _:m=4, x_ "y —{——!
3 2 3 15
& 5 Tx 1 1
m=2_, %% — =a8 L " =06, ¥ — ;2 .
‘ 6 +72 +5 105’
m:?,x— a_|_l_193 149’”:
360 G450
3
ng, xg__x’?_!_gxfi_..,slxa_i_ 53x

9 40 560 22400
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On en déduit les polynomes P, (x) correspondants,

m=T-(B—1); m=2""D;m_3 =1,

l > s 21 132 5
:4._*J2_ (_'_:‘._ . = 2;_ i %
m S 1O — 1)) m=35, — {1” 3) +S],

AL A== b 1)
HEW 105 .

m =:7,*2“‘[1620x¢(x%-—-3}2 + 462 - 22/ ;
12960 | 18

-1 5 i 15 |2 3036 59709
m=9,"—1[4480 [ ) T 2 y

44800 | | 18 512

On voit que pour s impair P,(x) ne change pas de signe sur [—1, 1].
Le théoréeme 7 résulte done pour ces valeurs de m. Pour m pair le poly-
nome P,(x) change de signe sur [—1, 1], on déduit, pour ces valeurs de
m, les polynomes PZ,(x) mrlcapondsﬂta

7 =2,¥; W= 4,$ (22 — 1)3(34% | 1) ;

—6 1 (a2 )2 ¢ B
m 6,840(:5 1)2(15xt - 242 + 3),

qui ne changent pas de signe sur [—1,1]. Le théoréme 7 résulte donc
aussi pour ces valeurs de .

Nous donnons aussi dans le tableau suivant la valeur du degré # d’exac-
titude et le coefficient R[+""1] des formules de ‘T'chebycheff,

m i &8 R gt 6 e el
” NEEE 5 | s 7 y | @
apett] [Z] 2 (L[ 2= 13 16 281 ‘ 163
3| 45 | 15 | 945 756 1575 48600 73920

Pour le calcul de R[] on peut utiliser la formule (7) et on peut
contrdler les résultats obtenus par la formule

1 W

R[x"“]zgx”“d.x—f; A = —52 " i ﬂ_Z{MJ—Fl
-1

et compte tenant de

1= (—*+ 2 i e
v+ 1 _Mslz“v_]'z’”"z[ ]+1
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&

Pour m = 3 la formule (34) de T'chebycheff n'est autre que la formule
(16) dont le reste est donc donné par la formule R|[f] =%D4[f], quelle
: 4

que soit la fonction f continue sur l'intervalle [—1, 1], les noeuds de la
différence divisée D, [f] qui figure dans cette formule étant 2 l'intérienr
de cet intervalle (et dépendant en général de la fonction f).

16. T'roisieme application. Te théoréme 3 permet aussi de construire
des formules (1) ayant un reste de degré d’exactitude donné m 4 ¢ — 1
(¢ = 0) et de la forme simple. Tl suffit de prendre comme noeuds les racines
(supposées toutes réelles) d'un polynome de la forme I(x) = [(x2 — 1)7Q(x) |,
ott Q est un polynome de degré m — g dont le signe ne change pas sur
[—1, 1] Ce polynome peut toujours étre choisi de maniére que I(x) ait
toutes ses racines réelles. Si, en particulier, nous prenons m = g, donc si
Q est une constante (3 0), le polynome / est donné par la formule

1 !

— s 7 {am)
{2};:)![(‘% "]

1(x)

et differe seulement par un¥facteur constant (nom nul) du polynome de
Legendre; de degré m. Nous trouvons ainsi une nouvelle démonstration de
la propriété bien connue [9] exprimée par le

THEOREME 8. Le reste dans la formule de quadrature de Gauss avec
m noeuds, est de degré d'exactitude 2m — 1 el est de la forme simple, quelle
que soit la fonclion f, continue sur Uintervalle d'intégration.

Le coefficient R[+?"] résulte, en appliquant la formule (15),

1 1

R3] = m ! (g2 — 1Y) Jy — it ! ! oAy e
[ S o [(22 — 1)m ) dy o 5(1 A2 iy —
Y -1

22HL (g 1y
. (Z2an)! (2an—1)!

$ 2

17. Reprenons la formule (1). Si nous posons R*[f| = R[[], la fonc-
tionnelle linéaire R*[f] est définie sur les fonctions dérivables / dont la
dérivée appartient a (F.

D'apres un résultat antérieur (voir le théoréme 13 de notre travail
cité [9]), pour que le reste R|[f] soit de degré d’exactitude n et de la
forme simple, il faut et il suffit que R*[f] soit de degré d'exactitude
# + 1 et de la forme simple.
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Si nous supposons que K*[ f] ait le degré d'exactitude m + g ofi ¢ = 0,
nous avons

=g

(35) R* [f] = 2 Lo [-I‘I"i" yl pp ST j’, +mtgtl '.[J

1. p' =p + 2, p + 1 respectivement p, suivant que les points —1, 1
sont tous les deux distincts des noeuds z;, 'un et un seul des points —1, 1
coincide avec 'un des noeuds z, respectivement chacun des points —1, 1
coincide avec I'un des p noeuds z.

2. I'inégalité p' — ¢ — 1 =1 est vérifiée. Elle résulte de l'inégalité
g=p' — 2 qui est une conséquence des délimitations données a g au § pré-
cédent (no. 5). _ .

. yy=Wm=...=Y,,, Parmi ces points figurent ki + 1 fois le
noeud z, pour ¢ = 1,2, ..., p et chacun des points —1, 1 distincts des
noeuds 2.

4. Les coefficients w;, ¢ = 1,2, ..., p' — ¢ — 1 sont indépendants de
la fonction f.

T.e coefficient R*[2"*t771] est donné par la formule

Pp—g-1
(36) Ré[amtet] = 35

D'ailleurs les formules (35), (36) sont valable sous la seule hypo-
thése que R* [f] s’annule sur tout polynome de degré m + q.

Nous en déduisons le

THEOREME 9. Sous les hypothéses el avec les notations précédentes, st
tous les coefficients pi, i = 1,2, ..., p" — q — 1 sont de méme signe (tous =0
ou tous = 0), le reste R[f] de la formule (1) est de degré d’exactitude n = m -
4+ g — 1 et est de la forme simple.

" 11 résulte des données du probléme que les g, 2 = 1,2, ..., p"' — ¢ — |
ne sont jamais tous nuls. La formule (86) nous montre d’ailleurs que nous

avons

g—1

18. Premicre application. Dans le cas p' — g — 1 =1, ou g = p’' — 2,
e second membre de (35) contient un seul terme et le reste R[f] est né-
cessairement de la forme simple. Le coefficient p, (qui est == 0) peut se
calculer par identification des deux membres de 1'égalité (35). Nous trouvons

ainsi

1 L
#t17 —
{37} - [x ] == m g+ 1

(38) W, =i— R | ﬂ“'gl,lj_[’ (2 — z)4t!

1
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ot l'on a posé zy = —1, 2,y = 1, by = kpi1 =0, 6o =1, cpy9=—1,

dans le produit II1' la valeur ¢ de j est exceptée et o les indices 3, J par-

courent les Valelirs:

1. 0,1, ..., + 1 si les points —1, 1 sont tous les denx distinets
des noeuds (p’ = p + 2).

20 1,2, s p 41,2 =—1 et le point 1 est différent des noeuds
(' =5+ 1) ,

3.0, 1, ...,p6,2 =1 et le point —1 est différent des noeuds i =
=1 1), :

N AR SO R

1l est facile de comparer la valeur de R[x"*1] déduite des formules
(37), (38) avec celle qu’on obtient de (10).

19. Un cas particulier important s’obtient pour

l(x} = {p +o +m) :“x + l)p-[—m (x =) 1)o+m][m),
(p -+ & -+ 2m)!
oit m, p, ¢ sont des entiers non-négatifs non tous nuls. Dans ce cas nous
avons p' =m 2, ¢ =m et m = 0 la formule (1) correspondante est la
formule d’Obrechkoff [3]. La formule de Gauss est aussi un cas particulier
(p=0=20, m >0).

Nous avons donc la généralisation suivante du théoréme 8,

THEOREME 10. Le reste dans la formule de guadrature considérée avec
o + o 4 m noeuds (dont p coincident avec —1 et ¢ avec 1) est dedegré
d'exactitude n = p + o 4+ 2m — 1 et est de la Jorme simple, quelle que
soit la fonction f ayani sur [—1, 1] une dérivée continue &' ordve max(p, o).
Le coefficient R[x"*+1] se calcule comme dans le cas particulier de la

formule de Causs et on abtient

Auife=1)7 gl rorband ) oy m) ! (o) ! (pto m)!

R [xQ-F—n-I-zns] I {
(p+o-+2m!l(p+o - 2mt 1)

20. Tes formules (F,), (F,), ¥,), (¥,) sont de la forme précédente

(' — g — 1 = 1) et ont done des restes de la forme simple.

Lorsque = 1, en utilisant les notations (21), la formule (1) devient
1

(39) [ fan = 5 20 =0 iy ) 4 gy

? =0 B=5
=1

Le degré d’exactitude est égala k — 1, sanf si kb est impair et « = 0,

quand il est égal 4 %. Dans ce dernier cas nous retrouvons la formule (Fy)
qui s’écrit donc

&

(40) S f(®)dz = 2}_:‘6 Pty 2D [F] (b = dapati),

(2 — 2i) | B42
-1
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Lorsque, ou bien & est pair ou bien £ est quelconque et a6 (=1, 1),
le reste de la formule, en vertu du théoréme 3, est de la forme simple
et est donné par la foermule

Rif) =2t

k1
Lorsque k est impair et « ¢ (—1, 0)LJ(0, 1), le reste est bien de degré
d’exactitude £ — 1 mais n’est pas de la forme simple. Cette propriété ré-
sulte de I'étude de la formule (62) du notre travail cité [9], formule que

nous avons donnée comme une généralisation de la formule d’Ohrechkoff
[3]. Nous reviendrons plus loin sur cette formule (no. 23).

21. Lorsque p = 2 et &, — 1, en utilisant les notations (22), la formule
(1) devient

(41) () dx —

k:l 1 ﬂk—ﬁ =3 ,U}k—!' 1 u’b’—f't — ka+I f[};—l—l",l (D() =
E=F — I i = |
Ié(j[k—i—i}r_ k=4 p—a)t B4 1

L Gt A ()
e s SIEY R[/[].
| =5 g ]

Le degré d'exactitude de cette formule est égal a kb, k1 ou k& 2
(7 est respectivement égal 4 0, | ou 2). Nous avons

AP k2 I S
(42) Rl =10 (g — ) £ i

I

Si le degré d’exactitude est > %, la différence « — P est donnée par
la formule
i T R L RS
% B 71 % k=2 i t-r.k'}_l—(-- r;]k+l

qui revient a (23) respectivement a (25) suivant que % est pair respecti-
vement impair et dans ces cas on a

PR M a(— wn)P L 282 8R + 7 o)
(k + 202 (k 4+ B[P+ — (= gfH]

(43) R{p+3]=2

A3 G0 9g(— )T (288 4 10K + 11 4- o3)
(k +2) (& +3) (b +4) [ o+ — (— 0)*+1]

(44) R[] =22
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nous retrouvons, compte tenant de (41),

Pour o« = — 1, {3:&!

(43), la formule (F,) qui s’écrit donc
L k-1

45)  ( fmax =3 2_"'_“_[ L BB ity

; Shh—1—illk—1 (b1t
2k 2)* gdnk b - gy ;
BT [ﬁ ¥ 2) e Teraga el

La formule (F,) s'obtient de (41), en supposant % impair, « égal au
nombre @ défini au no. 13 et B = 1. Le reste de cette formule est égal 2

{46) R [%"+2]Dy 5 (/]

ot le coefficient R[#"+2] est donné par la formule (43), avec # impair
et o= .

De méme, la formule (F,) s'obtient de (41) en supposant & impair et
« = a¥, f = b¥ ol a* b* sont les nombres définis au no. 13. Le reste de
cette formule est égal a R [#*+%]D,.5[f] oit le coetficient R[x*+3] est donné
par la formule (44) pour %k impair et o = a*.

22. Seconde application. Supposons maintenat que p’ — g — 1 = 2.
Le second membre de (35) contient alors deux termes et le reste R[f] est
de la forme simple si et seulement si p,pu, = 0. (donc si et seulement si
les deux coefficients p,, p, sont de méme signe). Conformément 2 la dé-
finition du nombre ¢ on doit d’ailleurs avoir p, + p, = R¥ [atatl ] 2 0,
Si donc p, wy <0, le reste R[f] est de degré d’exactitude m - qg—1et
n'est pas de la forme simple. La formule (35) est valable, bien entendu, sous
la seule hypothése que R[f] s’annule pour tout polynome de degré m
1+ ¢ — 1, mais lorsque py py = 0 ou p, + pp = 0 on revient, par une mo-
dification simple des notations, & la premiére application (quand il v a
un seul terme dans le second membre de (35)).

Nous avons
B—1

“) RA A=) = -1~ 33 3 i/ ).

Alors si ¢ = p — 1, donc si le degré d’exactitude de R([f] est m
+ P —2 et siles noeuds 2, i = 1,2, ..., p sont tous dans l'intervalle ou-
vert (—1, 1), la formule (35) peut s'écrire (y, = —1, Nt pin = 1)
(48) RE[f]1=p, (Y1 Yas < o Ymtprrs f1 o+ pg[Vas ¥, « o Ymrptrzs [l =
= 1, [—1, Bpp Byy v oy By, By By, wevy By o, Hp gy e, zpif] =}

k+1 ka1 'k_p—}—l
_l" P"E[zllzll sy Ry, Ay By i -,zjg, gy vy ZP,I ,j_]
kL a1 Byt
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ol les coefficients py, p, sont donnés par les formules

B4

i
(49) g = (=1t 0T (1 z)t, g = 01 (1 — gkt

i=1 i=1

et nous pouvons énoncer le

THEOREME 11. Le veste de la formule (1) ot les noeuds z;, + = 1,2,. . .,
P sont tous dans Uintervalle (—1, 1) et dont le degré d’exactitude est égal a
m 4+ p — 2, est de la forme simple respectivement w'est pas de la forme sim-
ple sutvant que m |- p este un nombre impair ouw un nombre pair.

23. Reprenons la formule (39) pour % impair et « € (—1, 0)U(0, 1).
Tes hypothéses du théoréme 11 sont vérifiées et nous avons m =k, p =
= 1 donc m + p est pair. Il en résulte que la formule est de degré d’exac-

titude 2 — 1, mais son veste n'est pas de la forme simple.

Les hypothéses du théoréme 11 sont vérifiées aussi pour la formule
(E,). Dans ce cas m =k + 1, p = 2 et la somme m + p est impaire, Il en
résulte que le veste de cette formule, de degré d’exactitude k -} 1, est de la
Jorme sumple. Ce reste est donné par (46) ot R[«"+?] est donné par la

formule (43) oit &k est pair.

Un exemple de formule du type (F,) est donné par (k = 2)

| fode = Z[of (= ) =57 (— 5] + 167 (3] + g Pl

J

24. Pour terminer la démonstration du théoréme 5 il nous reste
encore a étudier la formule (F;). Dans ce cas nous pouvons écrire

(50) R*[f] = Uy [—=1, & 0‘51__: v 0, 1, B f] A e [ff_»__f_x_:v;;’: u, 1,8,B ;1.

—

k1 kt1

Pour calculer les coefficients w,, u,, nous identifions les coefficients
de f(—1) et de f(B) dans (47) et (50). Compte tenant de (4), nous dédui-

sons,
th = — 21 BT + o+t < 0,
1

pe=—(B— (B —Doo=—B— )1 { (s~ o)fdx=

l

— —(p—a)(p— 1) W= g,
k+1

12 — Malhematica vol. 6{28) — luse, 1.
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Il en résulte bien que le reste de la formule (Vy) est de la forme simple.
Ce reste est encore donné par la formule (43) on, cette fois, & est impair.

Le théoréme 5 est donc complétement démontré.
La formule
l 2 1 f 11
: = —|12f|— = 2)|— =D
| S = Z[1zf(~ )+ 1@] - 5 Do)

est un exemple de formule du type (Fj).

25. Lorsque p =3, 2y = —1, z, = «, 2, = 1, nous avons p' =3 et
nous sommes toujours dans le cas p’ — ¢ — 1 = 1 ou dans le cas p’ —
— ¢ —1=2. Pour « € (—1, 1) nous avons étudié la simplicité du reste
de cette formule dans un travail antérieur [9]. Dans ce cas, lorsque la for-
mule est de degré d’exactitude m — 1, le reste est de la forme simple ou
n'est pas de la forme simple suivant que (—1)%ht!sg (¢, C3k, —1) est
égal a 1 ou a —1.

On retrouve la simplicité du reste de la formule de Simpson en pre-

nant by =ky =1, k, =2, =0 Danscecas g =0et ¢, = ¢;, = %sunt

bien positifs. Remarquons que la simplicité du reste de la formule de Sim-
pson s'obtient aussi du théoréme 10 en prenant p — 6 — m — 1. En effet,
cette formule peut aussi étre obtenue en prenant b, = by =k, = 1, o = 0,
mais alors il faut prendre ¢ = 1. Dauns la premiére interprétation nous som-
mes dans le cas p* — ¢ — 1 = 2, mais dans la seconde interprétation dans
le cas p' —g—1=1.

Pour la formule de Simpson on a, d’ailleurs,

R¥[fl=—2[~1,-1,0,0,0,1;/1— 2[~1,0,0,0,1,1;f] =
= —2[-1,-1,0,0,1,1;/]

Comme un autre exemple considérons la formule de quadrature de
D. G. SANIKIDZE [11],

By §anar = 1511 — 20— 1) — 677(—1) +

210
+ 432f(0) — 48f7(0) -- 40f(0) -+ 39/(1) ] + R[f].
Dans ce cas %, =3, k=3, by=1, 0 =0, ¢, = —;Ig 0, s =

13 by
=% >0 et (—1)"hH 5o (Ot G =] =1,
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Le reste, égal & — %D?{f], de cette formule est done de degré d'exac-

Litide G et est de la forme simple.

Sur la formule donnée par D. G. SANIKIDZE (formule (11)) dans
son travail [11], on ne peut pas assez clairement reconnaitre le simplicité
du reste¥).

26. I/application du théoréme 9 nécessite, en général, le caleul des
coefficients w; de la formule (35). _

En supposant toujours que la formule (1) ait un degré d’exactitude
égal a m+qg—1(g =0), nous avons pour tout j vérifiant les inégalités

(52) k=max (; + Lk +1, ... 5+ 1)==j=sm+tqg41,

une dégalité de la forme
e p—j
=1

(53) R*fl= 2

i

pP Y1 Yoo - - VT

les pi étant indépendants de la fonction /.
Nous avons alors
(54) p= et = 1,2, .., 9" —q — L.
En partant des coefficients pi, ¢ =12, ...,m +p" — % on peut

.. i " r
successivement caleuler les coefficients pl) pour 1 =1, 2, ..., m -+ p' —
— bk, j=Fk, k+1,...,m+ g+ 1, 4 laide des formules de récurrence

(35) W= = (S =0 35 W
v=1

i=12 ...m+p —j—1, =8k k+1,....,m+ q.

I application de cette méthode nous donne, dans le cas de la formule
(51), &£ =3,

TOR*[f] = 12[—1, —1, —1, —1, ; f] — 28[—1, —1, —1,0; f] —
111, 1R 071 4 761—1, B, 0, 071 =

—80[0,0,0,0; f] + 44[0,0,0, 1; /] — 13]0,0,1, 1; f].

#), Il résulte de ce qui précede que dans cette formule on peut toujours prendre &=
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et, en utilisant les formules (55) nous trouvons
3SR*[f] = —12[—1, —1, —1, —1, 0, 0,0,0,1 ;] —
—52[—1, -1, —-1,0,0,0,0, 1, 1 i i
Cette formule met clairement en évidence la simplicité du reste.

27. La méthode précédente peut étre appliqué 116
b 3 _mét ‘ ppliquée, en général, a des com-
I?:nalgons Imesures‘ A [f] d'un nombre finide valeurs de la fonction Vi 1(1t
(eli‘;ta’l:;lées d_e ses deng{ees, en respectant, bien entendu, les hypothéses qﬁi
ont cte mise en évidence dans notre travail antériey dar
la fonctionnelle linédaire it R

(56) A[f] = f1) — f(0) — f(0)

est de degré d’exactitude 0 mais, évidemment, ne peut pas se ] ;
la forme (35).‘1',11 fonctionnelle linéaire (56) est défilnje pl()mr totlll‘é:t?o?m}‘sc?;?
/ ayant une dérivée continue d’ordre 3 sur un intervalle contenant [0,1]
mais n'est pas de la forme simple. Autrement pour tout f il existerait au
moins un point § appartenant a Iintérieur de £ tel que 'on ait

(57) A[f1=f(%).

Si nous prenons f(x) = x® L x2 1’égalité (57 :
P g + galité (57) devient 3%2 | 27 | 4 -
qui nest vérifiée par aucune valeur l'éellé de Z. H28 +4=10

§3

28. Si les coefficients y; de la formule (35) sont t ¢ i
: : ous de méme signe
(et non pas tous nuls) on peut déduire la simplicité du reste R[f] b;&ﬁ:
faire I'hypothése 3 du no. 17 sur la monotonie de la suite (y,)+# ‘

Ainsi, on peut énoncer des résultats analo ; : exprisid
 Adnsi, T de gues & celui exprimé le
ﬁheoreme Itl lorsque les noeuds z;, sans coincider avec les p%ints Ealr et
» 1€ sont pas nécessairement tous dams (—1, 1). Compte tenant
de (18) et de (49 dduit que (2° =12, . 5 o
(18) : (49), on déduit que (##1,1=1,2 ..., 5) sg (1) =
_El (k;-}-sgk;) +1

:‘sg( —1) . Sidoncle degré d’exactitude est m |- p— 2 le
reste est de la forme simple ou n’est pas de la forme simple suivant (iut

P
la somme Z‘f\ (ki + sg k;) est impaire ou paire.
1. Considérons la formule du type (1)

&

il
(58) § 1ax = S egte + 171
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les noeuds z; étant simples, distincts et différents des points —1, 1. Pour

fixer les idées supposons que —1 < 2y << 2, < ... < 2, < 1. Alors si nous
supposons e le reste de la formule (58) s’annule pour tout polynome de

degré p, nous déduisons la formule

pid
(59) R”‘ [—f:l ETRSTE ; (z? = 1)3’(2\‘:)61[_—]’ zl) 321 i ey zp, 1] & lf_lu
b
olt I(x) = '“1 (v — =)

f=

La démonstration de la formule (59) ne présente pas de difficultés. La
différence des deux membres de cette inégalité est une combinaison linéaire
des valeurs aux points —1, 1, z;, 25, .. ., Z, de la fonction f et qui s’annule
sur tout polynome de degré p | 1, elle est done nulle identiquement.

De la formule (59) nous déduisons le

THEOREME 12. Si dans la formule de quadrature (58) les coefficienis
¢; sont alternativement positifs et négatifs (cicip, <0,0=12,...,p—1)
et si le degré d’exactitude de celle formule est égal a p, son veste est dela

Jorme simple.
On suppose toujours que —1 < z; <, << ... << 3, < L.
Nous avons, en particulier,

§ S =2|f (= ) = 10) 4 )| + 22l

§ Atz =2 r[= Va7 (= ya - =y +

n (\/g H + 222 Dy /]

qui sont valables pour toute fonction f continue sur l'intervalle [—1, 1].
S, E. MIKELADZE a donné ces formules [4], en supposant que / admette
une dérivée 4™ respectivement une dérivée 6™ continue sur[— 1, 1].

I existence des formules de la forme considérée 'dans le théoréme 12
3 été étudiée par 5. N. BERNSTEIN [1].

30. On peut facilement généraliser les résultats précédents. Nous nous
contenterons d’énoncer le résultat suivant relativement 4 la formule (1) :
Pip>1, —1=<z <z, < ... <z,=1, sila formule est de degré d’exac-
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titude m + p' — p — 2 et si (—1)% Cid; i Citih -1 >0 pour i =71,2,
. p — 1, le reste est de la forme simple.
Par exemple, le reste de la formule de quadrature

1

§ s = w1 +

+16/(0) — 3 (— ) - Sf(%n 4

13'5 D411
est simple.

Dans le cas de la formule

=1 + 20) + f()] — =Dy [/]

ey
=
&
=y
Q_.
Il
1S | -

nous avons R¥f] = —[—1,—1,0, 1; f]4+[—1,0,0,1; f]—[—1,0,1,1; f] =
R %{[*1, —1,0,0;f]1 4 [0,0,1,1; f]} et la simplicité du reste ne

résulte pas de la remarque précédente, mais bien du théoréme 9.

§4
#l. Dans ce § nous ferons quelques remarques sur certaines généra-

lisations du théoréeme 7. H. E. SALZER a étudié [10], comme une ex-
tension des formules de Tchebycheff (34), les formules

e

(60) { e fwdx = L5 gy + rI71
1) § e swar = Y2 35 ) + R1p)

de degré d'exactitude = m. Ces sont les formules de Tchebycheff sur
I'intervalle semi-infini et l'intervalle infini.

Nous prenons maintenat comme ensemble (£ l'ensemble des fonctions
continues f sur I'intervalle £ = [0, } o) respectivement sur l'intervalle
E = (— o, + ) et pour lesquelles I'intégrale du premier membre¥existe.
F contient encore tous les polynomes et K [f] est une fonctionnelle linéaire

définie sur (F.

32. La formule (60) n’existe pas pour m = 3 et la formule (61) n’existe
pas pour m = 4 (et pour des valeurs plus grandes de )
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Tes formules de Tchebycheff (60) pour m = 1,2 et les formules de
Tchebycheff (61) pour s = 1,2, 3, ont des restes de la forme simple et

s'écrivent respectivement

(62) (e siadz = 7(1) + Dyl 1]

(63) Se “f)dx =5 [J0) + /2)] + 2D, (/]
1 ¢ " 1

(64) = § e = 10 + 2 pyip

(65) V_Sr—"fv)dX—-—[f[—— | +£(5)] + 5 Dl

ow

(66) ‘,%rsfs—“f(x K bl o 10+ ()% © Dat]

33. La démonstration des formules (62)—(65) ne présente pas de dif-
ficultés puisque ces formules ne changent pas si au second membre on

leur ajoute les termes 0.f'(1), 0./°(2), 0.f'(0), 0./’ ( ) S i [ *\7-?'] res-

pectivement et le reste de ces formules peut donc s’écrire

R[f] = (x— 1%~ [1,1, ; [lax
R[f] = S w(x — 2)2e~*[0,2,2 x; fldx

Vx R[f] = S 2e=7[0,0, x; [ldx

—»

V= R[/] S[ﬂ_%rr”[“ﬁ' "ﬁﬁﬁ w; fldw

respectivement.
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On en déduit que les formules (62)— (65) sont valables pour toute fonc-

tion fé€ (F dérivable.

34. Sur la formule (66) nous allons établir seulement un résultat moins
général. Le reste de cette formule peut s'écrire

\/ER[f]chcx(%z"%)e””"O, —T,—T—,x;fldx

ot de la formule d’intégration par parties

forin=— (5 + el - B

]

+u§ (& +4)o. - V3 VS oy s f|es ax

il résulte que la formule (66) est vraie pour toute fonction f pour laquelle
l'intégrale du second membre existe (en particulier pour tout polynome).
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