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terna'cloaa}er Kon6ress üT¡er Anwend,qnge$ der Sathersat{k
ln den Ïagenfeurwlesenschaften¡ tserfctrta 2¡ Wet¡oar 1967.

Popoviciu, T. 1) irs¡n or¡ EIIIIilERTIcKEIT UND DIE MEHRWERTIcKEIT
DER FI'NKTIONEN EINER REELLEN VARIABLEN

1. In der Approximationgtheorie der FunKionen und ihren Anwendungen wird eine beeondere Aufmerkeamkeit
bestimmten speziellen Klasgen von F\¡nktionen geschenkt, fül welche die entsþrechenden Approximatlons-
probleme beetimmte spezielle Aspekte aufweisen. So erhebt z. B. die Approximation durch Polynome der
stetigen, der differenzlerbaren oder der integrierbaren Funktionen für jede dieser Funktionsklassen spe-
zlfische, in der Analysis gut bekannte P¡obleme. Ich werde mich in meiner Mitteilung besonders mit jenen

Eigenschaften beschäftigen, welche bestimmte Vêrhalten der Funktionen cha¡akterisieren. Ee ist schwer,
eine genaue Definition des Begriffee des Verhaltens oder eines beetimmten Verhaltene einer fi¡nktion zu

geben; trotzdem \ryerden solche Eigenschaften auf Sch¡itt und. Tritt angetroffen. Unter dem Verhalten einer
Funktion versteht man z. B. die Art¡ in der sie sich verândert, oder ansçhaulicher, ihr graphisches Bild.
In dem nun Folgenden beschränken wir ung auf einige Beispíele fltr das oben Gesagte.

2. Ee sei eine l¡ dem Intervall I definierte F\¡nktion gegeben. Eine Verhaltenseigenschaft ist die Nicht-
negativität (lm Besonderen die Positivität) dleger Fr¡nktion. Dieae E\¡nktionen haben die Eigenschaft, daß
l}re Menge einen Kell blldet (oder eine niclltnegativ lineare Menge). Mit anderen Worten: jede lineare
Kombination mit nichtnegativen l(oeffizienten einer endlichen Anzahl von nichtnegativen tr\nktionen ist
selber eine nichtnegative tr\¡nKion. r;ine der Nichtnegativität verwa¡dte Eigengchaft iet die Beschränktheit
nach unten. Dle ln I nach unten beschränkten Fl¡nktionen bilden ebenfalls einen Keil. Damit eine Funktion f
nach unten beschränkt eei, iet es notwendig und hinreiohend, daß ee eine Konstante C gibt, so daß die
Funlrtion f(x) - C nichtnegativ ist.

3. Ein anderer wichtiger Keil wird durch die ln I nichtabnehmenden F\rnktionen gebildet. Einer ähnlichen
Eigenschaft erfreuen sich dte F\¡nktionen f, für die es ein Polynom ersten Gradeg ax + b gibt, so daß die
F\nktion f(x) - ax - b nichtabnehmend ist. Dies sind jene E\nktlonen, ftir welche die Steigung

r -r f(xr) - f(x1)
Lxl,*2i rJ = ih.

uach unten beschränkt ist. Die F\rnktionen, die eine nach unten beschränkte Steigung besitzen, bllden
ebenfalls einen KeiI.

4. Ein Spezialfall der nichtabnehmenden Funktionen sind dte (streng) zunehmenden Fr¡nktionen, Eine stetige
zunehmende oder abnehmende, also im Intervall I streng monotone F\¡nktion kann auch durch ihre Eins¡er-
tigkeit charakterieiert werden, durch die Eigenschaft, daß jeder ihrer Werte ein einzigee Mal angenommen
wird. Folglich haben vü folgenden

Satz 1. Damit eine im Intervall I definierte und stetige. Funktion streng monoton (zunehmend oder
abnehmend) sei, lst es notwendig und hinreichend, daß sie einwertig ist.

Die Bedingung ist notwendig. Falle die Funktion f nicht einwertig wäre, wflrde ee znei verschiedene
Punkte x1,x2€I geben, so daß t(xt)=f(x2Lund da¡n hätten wlr[x1,x2if] = O und die F\¡nktion könnte
nicht streng monoton sein.

Die Bedingtng ist hinreichend. Nehmen wir an; die fi¡nktion sei etetig und einwertig. Wtr werden zeigen,
daß f streng monoton ist, FaUs es nicht so wäre, håtten wir folgende zwei Fälle zu untersuchen.

1. Es gibt zwei verschiedene Punkte x¡,x¡e Ijso daß [x1,x2; f] =0. Es folgt f(x1)=f(xr), was aber
der Einwertigkeit der F\¡nKion wlderspricht

2. Es gibt die voneinander verschiedenen Punkte xi,xi e I und die voneinander verschiedenen Punkte
*'i,"ä € I, so daß

lx\,xl2i f]= 4.0 [*,i,*ä;f] =B 'o
Wlr nehmen an xl < 

"å, 
*i < x[ und setzen

xl=xl (À) = Âxï + (1 -X)*',1, *2 = x2Q.)= I'xi +(1 - r)4.
Dann ist [x1,x2; f ] eine im trntervall [0,1] stetige Fhnktion von ?v¡welche den Wert Afllr ]v= I und den

1) Prof.Dr.,Cluj, Academia Republicli Socialiste Romania, Filiala Cluj, Inetitutul de calcill
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?. Die vorstehenden Ergebnisse können in mehrere Rtchtun$en

verallgemeinert werdén, indem man eine entsprechende VeraII-
gemeinerung der Monotonie-Eigenschaft einer Funktion sucht.

Eine solche Verallgemeinerung erhäIt man durch die Einfllhrung

des Begriffes einer konvexen Ftrnktion höherer Ordnung. Dazu

filhrt man zuerst die Steigungen höherer Ordnung mittels der

Reln¡rsionsformel

f*1,*2,... ,xn*1; f]= [*2,x3,...,xn+li f] - [xr,xr,..., fl
xn+l - xl

[x1; f]= f(x1)

ein. Dann ist[x1,x2,.,. rxnili t] die steigung n-ter Ordnlng
in den n+l Punkten x1tx2t.:,,xn+l (die voneinanderversehieden
vorausgesef zt werden),

Eine FtrnKion f nènnt ma¡ nichtkonkav, konvex, konkav bzw.

nichtkonvex n-ter Ordnung, werm die Steigrngen (n+.l)-ter
OrdnungIx1, x2t. . . r*n*2i f] fttr iede Gruppe von n+2 vergchle-
denen Knotenpunkten x1rx2r... rxrr*2rmÈ, s , <bzw. É 0 bleiben.

Im Besonderen erhält man fflr n = -1 die Funktionen mit un-

veränderlichem Vorzeichen, nichtnegative, positive, negative Bild 2

bzw. nichtpositive F\¡nktionen und für n = 0 die monotonen

Funktionen, nichtabnehmende, zunehmende, abnehmende bzw. nichtzunehmende F\¡nKionen. Für n = t haben

u¡ir die gewöhnlichen nichtkonkaven, konvexen, konkaven bzw. nichtkonvexen Funktionen.

8. F-tir jede FunKion f gibt es Polynome P.n-ten QraQes, so daß dle Glelchung f(x) = P(x) in wenigstens

n+l verschiedenen Punkten. gitt. Um das zu be\ryeieen; genügt es, n+1 voneinander verschiedene Purikte xl,
x2,...rx¡..1 aus der Definitionsmenge der F\¡nktion f zu wälùen und das Lagrangeeche Interpolations-
polynom beztiglich der l\rnktion f in den l(notenpunkterLN.u, &.=1r2,,.., n+l zu betrachten, Wenn P dieses

Polynirm ist, dann ist ee n-ten Gradee,und wir haben f(x*) = P(xnl, u= 1,2, . . . , n+1.

Die tr\¡nktionen f, für welche die Gleichung f(x) = P(x) höchsteng n+l NulleteUen fttr jedes Polynom P

n-ten Grades besitzt, velallgeméinern die einwertigen Funktionen (die Eigenschaft gitt fllr n=0. Dann

haben wir folgende Verallgemeinêrung des Satzes 1:

Satz 3. Damit die im Intervall I definierte und stetige Funktion f konvex oder konkav n-ter Ordnung

sei, ist es notwendig und hlnreichend, daß die Glelchlng f(x) = P(x) fftr jedee Polynom n-ten Grades
höchstens n+1 Nuüstellen besitzt,

Die Bedingung ist notwendig, falls es ein Polynom P n-ten Grades geben wtlrde, so daß f(xor) = P(xs),
ú= !,2,...,n+2rwobei die Punkte xo, voneinander verschieden sind, hätten wir [*1,*2,...,xn+2i f] = 0,

und die F\rnktion körurte nicht konvex oder konkav n.ter ÕrdnUng Feirr.
Die Bedingung ist auch hinreichend. Nehmen ivir an¡die Bedingung aus Setz 3 sei erftl[t, dann können

2 Fälle eintreten.
1. Es gibt n+2 voneinander verschiedene Punkte x1tx2t,,,,r¡+2€I, ao daß[xr,xr,...,xn+2i f]=0, fn

diesem Falle erfüllt das durch die Bedingungen P(xor) = f(xø), &=1,2,..., n+l bestimmte Polynom
P n-ten Grades auch die Bedingung P(*n*2) = f(xn*2), was aber der Voraussêtzung widerspricht.

2. Es gibt die voneinander verschiedenen Punkte x'yxl2,. . , ,xir+z € I und die voneinander verschiedenen

Punkte *',1,"1,...,*,1*z€I, so daß [x!,xi,...,xir*zit] =¡.0, [xi,x!,...,*ll*¿i f ]= s >0. wenn

urir voraussetzen, daß x\. xlr<. . . <

nehmen, sieht man ebenso wie im Falle n = 0 des Satzes 1, daß es einlve.(0,l) gibt, fllr welches

t*1,*2,...,xn+Zif]=0. Somit kehren wir zum FalI 1 zurficK Die Stetigkeit der Steigung
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Wert B für À= 0 a¡nimmt. Hieraus folgt, daß es elnen Wertl,e (0,1) fltr ein *t/*z und [x1, x2; f]= o g¡5g
und somit gelangen wir wieder zum ersten Fall.

Damit ist Satz 1 bewiesen.

5. Es steut sich nun die Fbage, wie man tlas Verhalten einer FunKion charakterisieren könnte, wenn sie
einige ihrer Werte mehrere Male annehmen kann? Zur Vereinfachung werden wir sagen, daß eine im
Intervall I defihierte F\¡nktion zweiwertig ist, wenn sie jeden ihrer werte höchstens zweimal annimmt.

Wir haben folgenden

I Sú22. Ist eine ln einem endlichen und abgeschlossenen Intervall I definierte und stetige Funktion

I zweiwertig, so ist es möglich, das Intervall I in höchstens 3 abgesclùossene aufeinanderfolgende
I IntervaUe zu zerlegen so daß in jedem von ihnen die Fuhktion (streng) monoton ist.
Man sagtt das abgesclrloasene Intervall I sei die Vereinigung der abgeschlossenen aufeinanderfolgenden

Intervalþ ,_r, !r:..., I¡¡ s'ênn filr jedes n = 1,2,,i.., k-1 die Irittrrvarle Iø, Io,+l einen einzigen gemein-
samen Punkt haben und 

l.:tq, *.EIo¿+l -rx'éx", undwenn I= Û. t". nTnigJd;r Intervalle Io, können aue
einem einzigen punkt gebildãi sein. oc=l

wir-we¡den nun satz 2 beweisen. Es sei r= ta,b-1, (a .l]rund wir nehmen an, die tr\¡nKion f seikeine
Konstante und sie sei zweiwertig in [a,b]. Aus der Stetigkeit von f folgt die Existen2 eines c€ [a,b]undeines de [a,b] so daß inf f =f(c), sup f =f(a), Ohne die Allgemeinheit einzuschränken, können wir
a4c < d-<b voraussetzen. Dann wlrd jeder ll¡ert von f wenigstens einmal angenommen. Wir werden zeigen,
daß die F\rnktion f in dem Intervall [c,d]einwertig ist. Wä¡e dies nicht der Fall, wflrde es zruei punkte
x1,x2 geben, so daß c 4 xl- x2 é d und f (x1) = f (xr), also f*1,Þ, f]= 0, Auf Grund des Mittelwertsatzes
der Differentialrechnung kann man 2 Punkte xi, xi finden, so daß *1. *i .xlr.x, und [xi, xi; f ]= O.
Wir können nichr f(xi) = rlxl) = f(xr) = f(xr) haben, da wir sonst ln einen Widerspruch zur Zweideutigkeit der
Funktion f gelangen. Wir haben folglich t(xi) = (xi ) + f(xr) = f(xr). Ohne die Allgemeinheit einzuschränken,
können wir t(xi) = f(xä) .= f(xr) = f(xz) setzen. Dann ist notwendigerweise c <x1i und der ltrert f(xi) wird we-

nigstens in einem Punlr<te xo e fc, x1] angenommen. Also ist
r(xo)=(xl)=(x;), was wiederum der Zweiwertigkeit der
F\nktion widerspricht. Ebenso wird der Fall

f(*i) = t(xr),f(xr) = f(x2)

behanflelt. Damit haben wir bewiesen, daß die F\¡nktion f
im Intervall [c, d] einwertig ist. Auf Grund des Satzes 1
ist sie algo monoton in [c,d]. Auf Grund der Definition
der Punkte c, d und der Eigenschaft, daß die F\¡nktion
zweiwertig ist, folgt, daß die tr\¡nktion in jedem der
Intervalle [?, c], [4, b] einwertig ist, und folglich ist sie
in dieser Intervallen monoton.

Ebenso wird der Fall a< d.c1b behandelt, und
damit ist Satz 2 bewiesen.

I

c X2X1Xs

Bild 1

6' Eine Funktion wird dreiwertig genannt, wenn sie jeden ihrer werte höchstens dreimal annimmt. Es gibt
keinen dem satz 2 entsprechenden satz fflr die dreiwertigen F\rnktionen, in dem sinne, daß Jtir eine stetigeund dreiwertige F\nktion das Intervall I im allgemeinen nicht, in eine endliche Anzahl von aufeinanderfol-
genden Monotonie-Intervallen zerleg! werden kann.

um das zu beweisen, genügt es,eine im Intervall[0,1], aetinierte und stetige tr\nktion aufzùzeigen,fttr
welche

r(o)= s, rç*l; r(#r, = i^+,n = 0,1,...

gilt und die linear in den Intervallen

[#' Fb], l#, #], " =0,1,... ist.

Diese tr\nktion ist dreiwertig und zunehmend in jedem der Intervalle und abnehmend in jedem derIntervalle
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fx1,x2,...,xn+2! f] ftrr,€[O,t] fotgt aua ihrer Schreibqreige ln folgender Form

xl *? . .. *i t(xn)

*z ^2... *i rlxr)

xn+2 .. .: xo¡+zf(\*z)

1

xn+2 *?*z'

und aus der Tatsache, daß wir xl.*2...
L Damit ist Satz 3 bewiesen.

<xn*, haben, wennlr,e [O,t].

*?

*z

x1

4,2

1

1

1

.*l*1

. *ä*1

. ..ilå

9. Eine andere Klasse von Funktionen, die untergucht werden mllßte, rpird von den stetigen F\¡nktionen f
gebildet, die sich der Eigenschaft erfreuen, daß die Gleichung f(x) = p1¡¡ für Jedee beliebige Polynom
n-ten Gradee höchstene n+2, oder allgemeiner n+k (k ist eine gegebene n¿türliche Zahl) Nu[stellen hat.
Es wäre interessant zu sehen, welche Bezlehung zwiachen dieeen Fl¡nktionen besteht und den Í\¡nktionen
n-ter Ordnung auf Segmenten, die wir in der Arbeit /l/ elngef$Itrt haben, welche ebenfalls beetimmte
Verhalten, die allgemeiner,ale die Ibnvexitåt höherer Ordnung sind, charakterisieren.

Literatur:

/l/ Popgvlcitt-T.: Notes sur þe. gê¡Qralisations dee fonctions convexes d'o¡dre supêrieur (tr).
Bull. Acad. Roumanle, )Om (1940), 473-477.

Ilpy¡nnroa, A. II. ONXPÂqIOHIOE ICqI,IC TEHtrE OYHI{IIIIff TBYX IIEJIOqIC JIEIIHHX IISPEMEHHHX

U ETO IIPT'IOIEIflfl 3 .UUCIIPETIIOU .ûTÀ[T3D

onepaurounoe trcqtrc¡efir4e Õyf,ßqü[ .qByx qenoqtrcresEHx sepeutsEHx'¡¡orEo noclpof,rÉ /L/ Ãe oilÃ-
paficÉ sa oóryr reopnD orropaq¡roH8oro ncqïcrontr8 fio ÃEyr¡ tropgxeEBHx /z/ nycrs s - rEorecr-
Bo Bcex ßoilrr¡ercrb¡x rJrr Deqecrlemnx Qyurqutr f (x, i) IByx .qucspernux tropeuenrux x, y r nptr-
Elruanql,rx Bce qenue HeorprqarelrEuue gndqeutrÍ. Ec¡r B r¡so¡ecrae s rrapf,.qy c odHqEHil cJroaesüe¡r

ðyxrqnü BBecrtr rlpol{sBe.qeaIre tro Õopuyne, ilpe¡craB¡Ílqefi Ãtrcßpernuü asarror ¡nyuepuoü cleprßlr,
To xHorecrBo S npeBpaqaelcf, B ßoxuyrartBEoe EonDqo óes ,4e¡ïre¡eü ryra. Pacuupeuue BonÉqa

.,s,Uo noan orsonenul oóosuacru R(s) , o¡euenrr f¡o¡f, Easolex otrepatopaun. Otreparopu += d ,

f = a ue nprEaÃJlelar ¡rcxoÃEorfy Eonbqy S. B odqeu cnyqae flpoxBBe.qeBtra dxf (x,y) ¡ <,xf(x,y)
ecrb olleparopE. Jlns 1010, qloóE rlpotrsEelesf,e d*f(x,y) Ep¡{Eo,qtrnocb s úyEßqtrl,f, neoóxo.{lruo
lr .qocraloqEo, qloó¡¡ f (0,y) =g.qJIg Bcex y I atra¡ortrtlEo, 4Jrs roro sroóu f¡polrgBeÃeËne{ *f (x,y)
trpxBoÃt.lnocÊ ß ùyHßr¡r,rtr, heoóxoÃn¡o f, .qocta,lor¡Eo, rrlodH f(xr0)= O ,qrrg Bcex x . I[¡s ¡¡óoI
Qyururu f(x,y) e s ¡¡ueer xecro pas¡orertre

f(x,y)= on I Ë 
t("t'P)

-v-'r' (1+o)( t.nl nÀ y?o (tõfu = r(ó'+)'

Onepaquouuue cooruo[egf,Í

-+ _ î(a* n+ 6t)= {ldt,.r=,d+ 4+ 6t

î G *,t + ót) =f (m), m = min(x,y)

1) Dr., Moskau, Akademie der Wissenschaften der UdflSR, Rechenzentrum
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