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Popoviciu, T. 1) UBER DIE EINWERTIGKEIT UND DIE-MEHRWERTIGKEIT
DER FUNKTIONEN EINER REELLEN VARIABLEN

1. In der Approximationstheorie der Funktionen und ihren Anwendungen wird eine besondere Aufmerksamkeit
bestimmten speziellen Klassen von Funktionen geschenkt, flir welche die entsprechenden Approximations-
probleme bestimmte spezielle Aspekte aufweisen. So erhebt z. B, die Approximation durch Polynome der
stetigen, der differenzierbaren oder der integrierbaren Funktionen flir jede dieser Funktionsklassen spe-
zifische, in der Analysis gut bekannte Probleme. Ich werde mich in meiner Mitteilung besonders mit jenen
Eigenschaften beschliftigen, welche bestimmte Verhalten der Funktionen charakterisieren. Es ist schwer,
eine genaue Definition des Begriffes des Verhaltens oder eines bestimmten Verhaltens einer Funktion zu
geben; trotzdem werden solche Eigenschaften auf Schritt und Tritt angetroffen. Unter dem Verhalten einer
Funktion versteht man z. B, die Art,in der sie sich verfindert, oder anschaulicher, ihr graphisches Bild.
In dem nun Folgenden beschrinken wir uns auf einige Beispiele flir das oben Gesagte.

2. Es sei eine in dem Intervall I definierte Funktion gegeben. Eine Verhaltenseigenschaft ist die Nicht-
negativitlit (im Besonderen die Positivitit) dieser Funktion, Diese Funktionen haben die Eigenschaft, daB
ihre Menge einen Keil bildet (oder eine niclitnegativ lineare Menge). Mit anderen Worten: jede lineare
Kombination mit nichtnegativen Koeffizienten einer endlichen Anzahl von nichtnegativen Funktionen ist
selber eine nichtnegative Funktion. Eine der Nichtnegativitlit verwandte Eigenschaft ist die Beschrénktheit
nach unten, Die in I nach unten beschrinkten Funktionen bilden ebenfalls einen Keil., Damit eine Funktion f
nach unten beschrinkt sei, ist es notwendig und hinreichend, dafl es eine Konstante C gibt, so daB die
Funktion f(x) - C nichtnegativ ist.

3. Ein anderer wichtiger Keil wird durch die in I nichtabnehmenden Funktionen gebildet, Einer 4hnlichen
Eigenschaft erfreuen sich die Funktionen f, flir die es ein Polynom ersten Grades ax + b gibt, so daB die
Funktion f(x) - ax -~ b nichtabnehmend ist. Dies sind jene Funktlonen, fiir welche die Steigung
f(x,) - f(x,)
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pach unten beschrénkt ist. Die Funktionen, die eine nach unten beschrinkte Steigung besitzen, bilden
ebenfalls einen Keil.

4. Ein Spezialfall der nichtabnehmenden Funktionen sind die (streng) zunehmenden Funktionen, Eine stetige
zunehmende oder abnehmende, also im Intervall I streng monotone Funktion kann auch durch ihre Einwer-
tigkeit charakterisiert werden, durch die Eigenschaft, dafl jeder ihrer Werte ein einziges Mal angenommen
wird. Folglich haben wir folgenden
Satz 1. Damit eine im Intervall I definierte und stetige Funktion streng monoton (zunehmend oder
abnehmend) sei, ist es notwendig und hinreichend, daB sie einwertig ist.

Die Bedingung ist notwendig. Falls die Funktion f nicht einwertig wire, wiirde es zwei verschiedene
Punkte xy,X, € I geben, so daB f(x,) = f(x,), und dann hitten wir[ x{,%Xy; £] = 0 und die Funktion konnte
nicht streng monoton sein,

Die Bedingung ist hinreichend. Nehmen wir an, die Funktion sei stetig und einwertig. Wir werden zeigen,
daB f streng monoton ist, Falls es nicht so wire, hiitten wir folgende zwei Fille zu untersuchen.

1. Es gibt zwei verschiedene Punkte X;,X, € I,50 daf [xl’XZ’ f] = 0. Es folgt f(x4) = f(xz), was aber
der Einwertigkeit der Funktion widerspricht,

2. Es gibt die voneinander verschiedenen Punkte x’l,x’2 € I und die voneinander verschiedenen Punkte
x'l',x§ €1, so daB

xy,%p; £]=A<0 xy,x8: f] =B >0
1% 1%2

Wir nehmen an x; < xj, x] <x} und setzen
Xy =%y (M) = Ax] + (1-0) xp, Xy = %p(A) = Axp + (1 = X) Xy

Dann ist [ X{;Xg3 f] eine im Intervall [0,1] stetige Funktion von N,welche den Wert A fiir A= 1 und den
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Wert B fir A= 0 annimmt. Hieraus folgt, daB es einen Wert A€(0,1) flir ein Xy £ Xy und [xl, g3 f] = 0 gibt,
und somit gelangen wir wieder zum ersten Fall. ot
Damit ist Satz 1 bewiesen,

5. Es stellt sich nun die Frage, wie man das Verhalten einer Funktion charakterisieren konnte, wenn sie

einige ihrer W‘erte mehrere Male annehmen kann? Zur Vereinfachung werden wir sagen, daf eine im .

Intervall I definierte Funktion zweiwertig ist, wenn sie jeden ihrer Werte hichstens zweimal amnimmt,
Wir haben folgenden

Satz 2. Ist eine in einem endlichen und abgeschlossenen Intervall I definierte und stetige Funktion
zweiwertig, so ist es mdglich,das Intervall I in hdchstens 3 abgeschlossene aufeinanderfolgende
Intervalle zu zerlegen so daB in jedem von ihnen die Funktion (streng) monoton ist.

Man sagt, das abgeschlossene Intervall I sei die Vereinigung der abgeschlossenen aufeinanderfolgenden
Intervalle Il’ 12,. <+ Iy, wenn fu'l" jedes o = 1,2,'; .., k-1 die Intervalle Ioc’ Ioa+1 einen einzigen gemein-
samen Punki haben und x’eI o X €I =x’ 2x , und wenn I = (J I“. Einige der Intervalle I, kénnen aus
einem einzigen Punkt gebildet sein. o

Wir- werden nun Satz 2 beweisen. Es sei I= [a,b], (a <b),und wir nehmen an, die Funktion f sei keine
Konstante und sie sei zweiwertig in [a, b]. Aus der Stetigkeit von f folgt die Existenz eines ce [a, b]und
eines de [a,b] so daB inf f=f(c), sup f=f(e). Ohne die Allgemeinheit einzuschrinken, kénnen wir
a < ¢ <d z b voraussetzen. Dann wird jeder Wert von f wenigstens einmal angenommen. Wir werden zeigen,
dafl die Funktion f in dem Intervall [c,d ] einwertig ist. Wire dies nicht der Fall, wiirde es zwei Punkte
X1, Xy .geben, so daB c g Xy <Xy ¢dund { (xl) =f (xz), also [xl,xz, f ] =0, Auf Grund des Mittelwertsatzes
der Differentialrechnung kann man 2 Punkte x’l, x’z finden, so daB X< x-z’1 < x’2 <Xy und [-x'l, x’z; f ]= 0.

: . s s L
Wir kdnnen nicht f(xl) = f(xz) = f(xl) = f(xz)’ haben,, da wir sonst in einen Widerspruch zur Zweideutigkeit der
F}mktion .f gela;ngen. V’Nlr haben folglich f(xl) = f(xz) + _f(xl) = f(xz). Ohne die Allgemeinheit einzuschrinken
kopnen wir f(xl) = f(x2) < f(xl) = f(x2) setzen. Dann ist notwendigerweise ¢ <Xy, und der Wert f(x’l) wird we-

nigstens i? einem Punkte X, e[c,xl] angenommen, Also ist
f(xo) = f(xl) = f(x’z), was wiederum der Zweiwertigkeit der
Funktion widerspricht, Ebenso wird der Fall

f(x’1 ) = £(x)) > i(x) = 1(x,)
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I im Intervall [c,d] einwertig ist. Auf Grund des Satzes 1
F ist sie also monoton in [c,d]. Auf Grund der Definition
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der Punkte c,d und der Eigenschaft, daB die Funktion
zweiwertig ist, folgt, daB die Funktion in jedem der
Intervalle [a,c], [d,b] einwertig ist, und folglich ist sie
in dieser Intervallen monoton.

Ebenso wird der Fall a<d <c«b behandelt, und
damit ist Satz 2 bewiesen.
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6. Eine Funktion wird dreiwertig genannt, wenn sie jeden ihrer Werte héchstens dreimal annimmt, Es gibt
keinen dem Satz 2 entsprechenden Satz fiir die dreiwertigen Funktionen, in dem Sinne, daB fiir eine stetige
und dreiwertige Funktion das Intervall I im allgemeinen nicht. in eine endliche Anzahl von aﬁfeinanderfol-
genden Monotonie-Intervallen zerlegt werden kann. '

Um das zu beweisen, geniigt es, eine im Intervall [0,1], definierte und stetige Funktion aufzuzeigen, fiir
welche

1 3 3
=0 " = — =
£(0) , £ (2—11-_1)’ f(zn—+2-) 2n+2’ n=201,...
gilt und die linear in den Intervallen
[ 1 3 ] 3 1 ) .
on+l’ gny2 |° [211_+'2_’ z_n]’ n=0,1,... ist.

Diese Funktion ist dreiwertig und zunehmend in jedem der Intervalle und abnehmend in jedem der
Intervalle
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1. Die vorstehenden Ergebnisse konnen in mehrere Richtungen
verallgemeinert werden, indem man eine entsprechende Verall-
gemeinerung der Monotonie-Eigenschaft einer Funktion sucht.
Eine solche Verallgemeinerung erhilt man durch die Einflihrung
des Begriffes einer konvexen Funktion htherer Ordnung. Dazu
filhrt man zuerst die Steigungen hdherer Ordnung mittels der
Rekursionsformel

f]=[x2”‘3’--~”‘n+13 £]- [xy,xp0 - %y T - 1

XisXpgyeeey X H
[ 1 97 ’ n+1; A
T S |

[x45 £]= f(x;)

ein, Dann ist[x), %y, ..., % 45 f Jdie steigung n-ter Ordnung
in den n+1 Punkten Xy3Xg, o000 Xpoq (die vone€inander versc_l}ieden
vorausgesetzt werden).

Eine Funktion f nennt man nichtkonkav, konvex, konkav bzw.
nichtkonvex n-ter Ordnung, wenn die Steigungen (n+1)-ter
Ordnung[xl, ESYRRRRE STY £ ] fir j‘ede Gruppe von n+2 verschie-
denen Knotenpunkten RyrRgseeo s X9, ME5 >, < bzw. £ 0 bleiben.

Najm
Y

Im Besonderen erh¥lt man fir n = -1 die Funktionen mit un-
ver#nderlichem Vorzeichen, nichtnegative, positive, negative Bild
bzw. nichtpositive Funktionen und flir n = 0 die monotonen
Funktionen, nichtabnehmende, zunehmende, abnehmende bzw. nichtzunehmende Funktionen. Fiir n =1 haben
wir die gewthnlichen nichtkonkaven, konvexen, konkaven bzw. nichtkonvexen Funktionen.

8. Fiir jede Funktion f gibt es Polynome P n-ten Grades, so daf die Gleichung f(x) = P(X) in wenigstens
n+l verschiedenen Punkten gilt. Um das zu>beWe,isen,’ genligt es,n+1 voneinander verschiedene Punkte Xy,
Kgreeos X 4 BUS der Definitionsmenge der Funktion f zu wihlen und das Lagrangesche Interpolations-
polynom beztiglich der Funktion f in den Knotenpunkten x,, 0¢=1,2,..., n+l zu betrachten. Wenn P dieses
Polynom ist, dann ist es n-ten Grades,und wir haben f(x,} = P(x,), «=1,2,..., n+L

Die Funktionen f, flir welche die Gleichung f(x) = P(x) héchstens n+1 Nullstellen flir jedes Polynom P
n-ten Grades besitzt, verallgemeinern die einwertigen Funktionen (die Eigenschaft giit flir n=0. Dann
haben wir folgende Verallgemeinerung des Satzes 1:

Satz 3. Damit die im Intervall I definierte und stetige Funktion f konvex oder konkav n-ter Ordnung
sei, ist es notwendig und hinreichend, daB die Gleichung f(x) = P(x) flir jedés Polynom n-ten Grades
hochstens n+1 Nullstellen besitzt.

Die Bedingung ist notwendig, falls es ein Polynom P n-ten Grades geben wiirde, so daB f(x,) = P(xy),
o=1,2,...,n+2,wobei die Punkte x4 voneinander verséhieden sind, h#tten wir [xl,xz, EPS WY f] =0,
und die Funktion kinnte nicht konvex oder konkav n-ter Ordnung sein.

Die Bedingung ist auch hinreichend. Nehmen wir an,die Bedingung aus Satz 3 sei erfilllt, dann kdnnen
2 Fille eintreten.

1. Es gibt n+2 voneinander verschiedene Punkte TR TREREE S el, so daB [xl,xz, 353 ’xn+2.; f ] =0. In
diesem Falle erfilllt das durch die Bedingungen P(x,) = f(xy), «=1,2,..., n+1 bestimmte Polynom
P n-ten Grades auch die Bedingung P(xn +2) = f('xn +2), was aber der Voraussetzung widerspricht.

2. Es gibt die voneinander verschiedenen Punkte x’1,x’z, - ,x;l +2€ I und die voneinander verschiedenen
Punkte xlll,x;, e ’,x|1'1+2€I’ so daB [x’l,x’z, o

s woon "
,xn+2;f]=A<0, [xl;xzy---;xn+2;f]= B >0, Wenn
! 1 1 - 1
wir voraussetzen, daR x’1 < x’2 <. < x;l+2,x1< Xg<...<X o und Ko =My + (1-0) Xy ®=1,2,...,042

nehmen, sieht man ebenso wie im Falle n = 0 dés Satzes 1, daB es einA¢(0,1) gibt, fir welches

[xl’XZ’ <eesXpio) f] = 0. Somit kehren wir zum Fall 1 zurlick, Die Stetigkeit der Steigung

157



[%sRgs -« s Xy g5 1] flrae [0,1] folgt aus ihrer Schreibweise in folgender Form

1 x Xy ..o %) £(xg)
1 x, xg ies x’zl 1(x,)
1 Zp- %n42 p0)
2 n+1
1 X x% R .
n+

1 Xy X .-+ Xy

e +1
1 *n+2  *neae e *ng2

und aus der Tatsache, daB wir Ry <Xg<...<X .9 haben, wenn\e [0.1].

 Damit ist Satz 3 bewiesen. ﬁ

9. Eine andere Klasse von Funktionen, die untersucht werden miite, wird von den stetigen Funktionen f
gebildet, die sich der Eigenschaft erfreuen, dafi die Gleichung f(x) = P(x) fiir jedes beliebige Polynom
n-ten Grades hichstens n+2, oder allgemeiner n+k (k ist eine gegebene natlirliche Zahl) Nullstellen hat.
Es wire interessant zu sehen, welche Beziehung zwischen diesen Funktionen besteht und den Funktionen
n-ter Ordnung auf Segmenten, die wir in der Arbeit /1/ eingefihrt haben, welche ebenfalls bestimmte
Verhalten, die allgemeiner als die Konvexitit h6herer Ordnung sind, charakterisieren.
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OMEPALMOHHOE MCUMCIEHUE SYHKIMA NBYX LENOUHCAEHHHX TTEPEMEHHHX
I ETO NPHIOXEHNS B IMCKPETHOM AHAJIM3E

lipynumxos, A. II.

OnepanuorHoe HcuuciaeHue GyHKRnuit IBYX HeNOUMCAEHAHX MeDPEeMOHHNX MOXHO NMOCTDOMTH /1/ HE OlU-
pafch Ha OOmMyD» Teopn® OMEPALMOHHOTO MCUMCAGHNA MO ABYM HepeMeEHEM /2/ IlycTs § - MHOXECT-
BO BCEX KOMIVIEKCHHX WIM BemecTBOHHWX dyHrmmit f(x,y) XBYX IMCKDETHHX MeDEMEHHHX X,y , Npu-
HMMADOUX BCE HeJHe HeOTDMUATENBHHE 3HAUCHMA, ECAM B MHOXOCTBE S HADALY C OCHYHHM CHOKEHHEM
dyuruni sBecTH mMpoM3BEgeHME N0 dopuyne, IpercTaBAADmEl IRCKDPETHHU aHanor gByMepHO# cBEpDTEH,
TO MHOXeCTBO S mpeppameerTcs B KOMMyTATWBHOe KOIBNO Ge3 ZenuTeneit Hyad. PacmupeHue Konbua

S Ro moxa oTHOmMERu! odoBHaUMM R(S). , 2/IeMEHTH NMOAA Ha30BeM omeparopaumn. OmepaTopH )1_‘_= é ,
§ = T He MpEHalNexar MCXOZROMY REOABIY S. B odmeM cryvae IDOM3BEHEHMA 6 * f(x,y), T*i(x,y)

ecTh onepaTopH. Jlng TOro, YTOOM MpOM3BENEHHME ¢ *f(x,y) NDUBOZUAOCH K QYHKIUM, HeoOGXOXLUMO

K zocTarouno, yro6H f(0,y)=0gna BceX y ; AHANOTHYHO, LNA TOTO UTOOH MPOM3BELEHHET *f (x,y)

npuBogunocs X GyHKIMHM, HEOOXOXMMO M JOCTATOYHO, UTOOH f(x,0)= 0 IAA Bcex x . Jaa amdoi ﬂ
dynrumn £(x,y) € S uMeeT MecTO pa3NOEeHHe ﬂ
dt £(v, p) _
£x,y) = LRSS Y

(1+9)(1+7) v=0 p=0 (1+0)"(L+x)!

OnepauuoHHHE COOTHOMERAA

0, x#y
f(x), x=y

gt

— " f(d+ T+ dt) = {
o+ 1+ dr

f-(d+ 1€+ dgx) =f(m), m = min(x,y)
1) Dr., Moskau, Akademie der Wissenschaften der UdSSR, Rechenzentrum
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