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UN ANALOGUJE DANS IESPACE L’ DE L' INEGALITE DE
DE LA VALLEE POUSSIN RELATIVE AU PROBLEME
POLYILOCAIL

par
OLEG ARAMA
a Cluj

1. Considérons une dquation différentielle linéaire et homogeétie

(1) Liy] =y + ay(x)y" + ... + a,(x)y =0,

dont les coefficients sont des fonctions continues sur un intervalle [a, 0].
Nous désignons par Y lensemble des solutions de cette équation, solu-
tions définies sur lintervalle [a, b].

Définition 1. Nous dirons que Uensemble Y joust de la propriéié
I%a, a+h), o 0 <h=<b—a, si de quelque maniére que l'on choisisse
les nombres naturels m, py, Pa, - -+, Pm, lels que m=mn, P, + P+ ...+
+ pm=n, e de quelque maniére que Pon choisisse m noeuds x; < %y <
< ... <=x, dans Uintervalle {a, a + k] et les suites de mombres réels
{30, ..., y&r U}, k= 1, ..., m, Vensemble Y contient une solution (et une

seule) y, qui salisfail aux conditions

-1

(1,2) y(x*) p— y}f’), y'(xk) p— yg) g y(f’k“l) (xh) = y;f'k

Définition 2. Nous dirons que Vensemble Y jowst de la propriété
J.[a,a + h], st de quelque maniére que Uon choisisse les noeuds &y, &, ..., &u—1
dans [ar a + h], tels q'u8 E.Og E.»lg & B i in-—l: ou Eaﬂg Zl; i @ 58, 2&5—1)
et quelles que soient les valeurs réelles g, M1, + -+ Na—1s Uensemble Y con-
tient ume solution (et une seule), y, qui satisfast aux conditions

(13) y(EO) = TN, y’(E.vi) =N v y(”—l)(an—l) = Nu—1-
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Considérons un nombre p =1 et introduisons la notation

a-+-h 1

my(a, a + h) = m(h) = % ( |a,(s) |?ds

(1.4)

Dans le travail [3], en collaboration avec D. RIPIANU, nous avons ob-
tenu des conditions de la forme

(1.5) A, -m, () « B 4 Ny - M) R e = Ay (B) - — 1 <0,

qui ‘assurent la propriété I;[a, a + k], respectivement  J,[a, a 4 hl de
lensemble Y. Dans ces conditions, les coefficients %y, Xy, ..., h, rCpresen-
tent des nombres réels, qui ne dépendent pas de l'opérateur L. Dans le
travail cité, nous avons donné certaines évaluations numériques pour les
coefficients A,. Nous ferons remarquer ue le probleme de la détermina-
tion des différents systémes de valeurs des coefficients %, h,,
qu'on peut respectivement utiliser dans (1.5), pour obtenir des criteres
qui assurent des propri¢tés analogues & la propri¢té I,la, a 4+ h] ou
J,la, a + &) de l'ensemble Y, a fait 'objet de plusieurs recherches actuelles,
dont nous citons ici celles de v. 8. BEZDOMNIKOV et YU. V. KOMLENKO (5]
A M. FINK et D.F.ST. MARY [5a], M. HUKUHARA [6], z Neuart [11,
G. 8. zAICEVA [13] dans le cas p =1, le travail de M. MARTELLI 110]
dans le cas p =1 et le travail [1] de I'auteur du présent article — dans le
cas p =2, n=4.

Dans le présent travail, on donne pour le cas olt p est un nombre
réel quelconque = 0, des évaluations pous les coefficients », de (14}, autres
que celles données dans les travaux (3] et [10]. Les inégalités (1.5)
correspondant respectivement a ces déterminations des coefficients 2,,
constituent de nouvelles conditions suffissantes pour que l'ensemble Y’
posséde la propriété I%[a, a + h], respectivement [,[a, a + h].

2
s Mgy

2. Les résultats concernant le probléme mentionné ci dessus, s’appuient
sur certaines délimitations des fonctions rélles, d'une variable réelle, qui
’ . . . »
s’annulent un certain nombre de fois dans un intervalle [e, b] domné.

Nous désignerons par 4,,[a, b] I'ensemble des fonctions f, qui admettent
une dérivée d’ordre #, continue sur Uintervalle [a, b] et qui vérifient n
conditions d’annulation sur [4, b], de la forme

2.1 flx) =f(x) = ... =f"V(x,,) =0,

ot les nombres réels %, %, ..., %

: / dependent de f et vérifient les
inégalités s :

n—1

(2.2) Bl By Wy s R D

(n>1),

-]
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ou les inégalités

(2.2 agx,,_,i;x..«gg...gxls%gb (n>1).

En supposant que p est un mombre réel, vérifiant l'inégalité p =1
nous nous proposons d’abord de déterminer la plus petite constante a4
qui vérifie Vinégalité

1
b r
L

(2.3) gf(\) Pdx) < a,, ¢ (b —a) .

|-

max_|f"(x)],
x€ [a, b]

quelleque soit f€ A, la, b].

Dans le cas p =00, un probléme analogue a été étudié par s. N. BERN-
<riin (4], sans imposer aucune autre restriction concernant les noeuds
Ny, Xy, o.. X, que la supposition d’étre situés dans I'intervalle [a, b].
Ultéricurement, A. vu. LEVIN [9], en s’appuyant sur le théoréme de
M. G KREIN €t D, P. MILMAN [8], theoreme concernant les ensembles con-
vexes, a précisé le résultat en question, de S.N. Bernstein, dans le cas
partiqulier oit les nocuds x,, %, ..., ¥,-, sont soumis 2 des conditions
de la forme (2.2) ou (2.2').

Dans le présent §, en utilisant une méthode proposée par A. YU. LEVIN
(91, on détérmine la plus petite valeur de la constante «,,, pour laquelle
Iin¢galité (2.3) est vérifiée quelleque soit la fonction f appartenant a la
classe A, a, b].

Nous tiendrons compte de I'égalité suivante: .

1

. : : 7
dp = —a) " * - sup ( max (/=) ) 1102) 1P dx) =

JeA, (s bl z&lab A

l ; 0
(2.4) —e—a" " s (lismpas),

feAnla bl \ a

ot Aj[a, b] représente le sousensemble de fonctions de 4,[s, b], qui
vérifient la condition supplémentaire

(2.5) max |f™(x)| = 1.
x & [a, b]
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Dang T(tfitl"(:' s
@ () g ] Indre 1, Zénéralite %
©NOTS Ja formule (2.4) 5 PTOPleme, o,
(2.6) T Tous g Pouvons SUpPpose;
L5 sup gr 11
oty Jedn o,
1
. L.
(2.7) F[f] S ﬁ
i e x)i?d ¥
) i.f( ) i x) ’ fE C,,'Lﬂ, b}
On constate aisément
s ue Jla f clle est i
DF B p norme{ onctionnelle § est continue syr A,la, b,

(2.8) /]l = max { max [f®(x) 1}

O<kgn x€(0,1]

(/€ C,la, b))

et que le sousensemble A3[0, 1] de A[0, 1] est borné relatif a Ia métrique
[| Il. De plus, la fonctionnelle & est sousaditive et positivement homogene
sur I'espace C,[a, ], d’ou il resulte qu’elle est convexe sur C.la, b], c'est-
a-dire qu’on a l'inégalité suivante

(2.9) F( ; Nls ; A &L

i i es constantes positives
quel]esque soient les fonctions f; € C,la, b] et les constantes po
vérif a conditi ;. ;= L
A; érifiant 1 ndition A 1
49 i

'€ o A0, 1] en classes
de T'ensemble A0, 1] C
1t : Ldeux fonctions f et g € A*(0, 1]

& itére . ) — o(x) pour
e e d'iipl'es Al::lec nctliqqe si et seulement si f"J}(;l)r 4&: [(()) l}J la
1 a s 01 désignerons par A,
appartiennent a la n - 11 nous désig P
']l)p ()’ ]]. o1 g € -A-n[og A]],Ors Hous pou\'oﬂs ecrire

chaque x € [

classe qui contient la fonction g. )
. - 4.[0 1] = U .‘4.'§[0, N
‘ ’ ¢ €lo}

décomposition
tenant compte

(2.10)

tants de 1a

sen
représe en

" ot de .
un ensemble complet e cette relation,

ivalence.
os d’equivale

onstitue
on {cp'} const :
1ité

: w ' 1 en C]:\:f:f
de Aul“’ 1], Ite l'ega

3) il résu -
de (2-(’) il re s = sup PBus

sup e {e}
= Sup {...* ;\o }[0.11 g
(2.11) b T peter SEAR
s
ion
s In notalio
foon a utilis¢ 1 sup sf)
0 = S .
ﬁ_\pg fe_c“!m; ]
(2.12)
oot >
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Pour calculer les constantes a,, données par (2.11), nous nous proposons
de calculer d’abord les constantes §, ,, moyennan’t la formule (2.12). Nous
allons voir plus loin, que ces constantes B, ,. ne dépendent pas de la classe
A% [0, 1] considérée, c’est-a-dire qu’elles ne d_épendent pas de la fonction
o (g. € {®}). En vertu de ce résultat, et en utilisant la formule (2.11), on
obtiendra aisément les valeurs numériques des constantes %y p-

Compte tenu que la fonctionnelle § est continue et bornée sur chaque
classe A7 .[0, 1] de décomposition de l'ensemble A*[0, 1], et que une
telle classe représente un ensemble compact par rapport a la norme (2.8),
il résulte que le suprémum qui figure en (2.12) est atteint (sur I'ensemble
A56[0, 17). On peut alors écrire la formule (2.12) sous la forme (2.13

2.13 wpg = max §F[f].
(213) Bupe =, _max (/]

Nous nous proposons de calculer les constantes B.ps A cet effet, con-
sidérons I'enveloppe convexe de ensemble Ang[0, 1] et désignons cette
enveloppe par K(} 10, 1]). In tenant compte que l’ensemble Af [0, 1]
représente une famille n-paramétrique de fonctions, compacte dans le
sens de la norme (2.8), il résulte que I'ensemble K(A;,.[0, 1]) est aussi
compact dans le sens de la méme norme, (Voir & cet égard le travail de
8. KARLIN (7], lemme B. 2.1). Il en résulte que le suprémum des valeurs
de la fonctionnelle & sur 'ensemble K(A3,[0, 1]) est également atteint.
Mais, compte tenu que la fonctionnelle $ est non-négative et convexe
dans le sens de 1'inégalité (2.9), il résulte la proposition suivante, que nous
désignerons par (P):

La valeur maximale de la Jonctionnelle & sur Venveloppe convexe dun
ensemble  quelconque, compact Q (contenu dans I'ensemble de définition
de la fonctionnelle en question) est atteinte sur Iensemble Q, c’est-a-dive

que le maximum de § ne croit pas, quant on passe de Vensemble Q @ son
enveloppe convexe K(Q).

En consid_érant en particulier pour Y, I’ensemble A;.00, 1], en vertu
de la proposition (P), nous pourrons écrire I'égalité

(2.14) max &[f] = max F
fedy 1) JEK(43 (0, 1])

Considérons maintenant la définition suivante:

... Unélément Jdelensemble K (A7[0, 1]) sera appelé nPoint intermédiaive’”
s'tl existe une suite finie d’'éléments distincis 9:;(t=1, ..., N)de Pensembie
K(43.00, 17) et une suite finie de mombres réels A, 0 < <l (=

N N

=L N tels que o0 = 1ot f =3 0. Un dliment de K(Az, [0,1))
; w A =1 =1
qut n'est pas inlermédiaire, sera appelé npoint extyémal”,

PP —— R
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Cette définition s'étend immédiatement 4 l'ensemble 4* 0, 17, qui
qui ne constitue pas un ensemble convexe. ¢ Y 1], qui

Nous désignerons parE['K(A,*,,g[O, 1])’], respectivement par E[43 [0, 1]]
l'ensemble des points extrémaux de 1'ensemble K(Az, [0, 1), lfc 51;. e
I'ensemble A%, [0, 1]. On peut remarquer qu’on a [’égalité

(2.15) E[K(Ang[0, 1)1 = E[A7,[0, 17].

.Conformément & un théoréme bien connu de M. G. KREIN et b, p. MILMAN
'[8], d’apres lequel un ensemble convexe et fermé est l'envel()p]')e- éon'\ve{e
de ses points extrémaux, il résulte que 1’ensemble K(Az, [0, 17) est 1'0',,-
veloppe convexe de ses points extrémaux, et en tenant compte de 1'¢-
galité (2.15), il résulte 1'égalité

(2.16) K(45. [0, 1)} = K(E[A4}. 10, 1]]).

En tenant compte des formules (2.13), (2.14) et (2.16), il résulte pour
les constantes B,,, la formule

(2.17) ¢ Pupg=_max §[f]
‘ iiayd : TER(E[A% ,[0,1])]

Mais, en vertu de la proposition (P), dans I'énoncé de la quelle on considére
II?OUI' Q, I'ensemble E[4},[0, 1]], on peut éerire au licu de (2.17), I'éga-
ité -

(2.18) Buge = max F[[f],
. - SEELAX [0,1]

qui réduit le probléme posé, a la détermination des éléments extrémaux
de I'ensemble Ax.[0, 11.

Dans le travail [9], a. vu. LeviN a démontré que les éléments
extrémaux de l'ensemble A%,[0, 1] sont des fonctions f de A7.[0, 1],
qui satisfont aux conditions (2.1), dans lesquelles les noedus %o, %y, ..., ¥
verifient des conditions de la forme (2.19) ou (2.20):

n—1

(219) Xy =% =.,. =xk—-1=0’ Xp = Xpp1 = o0 =X =€
O<esl, 1hksn—1);
(2.20) L pg=xy = ... =%, =4 (0=d= ).

 Nous avons & considérer deux cas, selon que les noedus x, X, .
%,- Vérifient la condition (2.19), ou la condition (2.20). -
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Premier cas: Les noeuds %, ..., X,, vérifient les conditions (?.19).
Dans ce cas, la fonction f en question admet la, representation intégrale

b
k—1 1

s-f(k)(tk) dt, = _‘___j (% — s)*-1. d(s) ds,

@221 f¥)= (‘“1 g‘”ﬁ' e — 1!

0 0 0
ot nous avons éerit U(x) = f®(x), x € (0, 1). De (2.1) et (2.19) il résulte
pour la fonction ¢ les conditions

He) = 4(0) = . = YR =0,

d’on, en tenant compte aussi de (2.5), oita = 0 et b = 1, on obtient moyen-
uant la formule de Taylor, la délimitation

!
2.22 I - ——|x — "
ey (0 = "0 | |

De (2.21) et (2.22) on obtient la délimitation

; 1
i_f(.\’); = (;*—i—,;mj. (x = S)k 'IIS . cl”""ds,
0

d’ofr, en tenant compte de (2.7), on obtient

—

17 r 1P

1 ) z e _
(F — 1) Un — k) S(S (x S) [s ¢l ds | dx
U 0 0

2w Fifis

=) (k=12 ..., n—1).

On observe que la fonction ®,(c) est convexe par rapport a la variable
fll De cette remarque, en tenant compte de la propriété de non-négativité
€ la fonctionnelle §, il résulte la délimitation

(2.24) F[f] =< max {D,(0), (1)}
On obtient
(2.25) ®,(0) = et

1
nl(np+1)P

==

! i i b4
‘(2._26) D.(1) = . "( s S(S' (x — )1 — s)u-kds) dx
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Deuxiéme cas: Les noeuds x,, ..., %, vérifient les conditions (2.20).
Dans ce cas, la fonction f en question admet la représentation intégrale

sy

ijﬂﬂ

(2.27) f S it 5 at, . j x — s)"=1f"(s) ds,
d

ot d e [0, 1].
De cette formule, en tenant compte de (2.5), résulte pour la fonction

considérée f, la délimitation (2.28)

]

1 /1 p %
ﬁ[j (‘- (8 — x)"“lds) dxl = ‘ s

(2.28) F[f]< max

* ninp + 17

Finalement, tenant compte des relations (2.24), (2.25), (2.26), (2.28),
17-1

et du fait que le nombre [n! (np + 1)7 } , qui intervient dans (2.25)

et (2.28) s’obtient de ®,(1), en prenant pour % la valeur £ =#, on peut

écrire la formule

Fls< max @),

F== 1, 2y siny®

(2.29)

valable quelle que soit la fonction f de la classe A;,[0, 1]. En tenant

compte des relations (2.12) et (2.11), et en tenant compte de l'expression
de ®,(1) donné par (2.26), nous obtenons I'égalité

.
" P

1 » »
2.30 i = ‘e _ k " | 1_ "k N )
(2:30) @y kj}z.l.}f,,. k-—l)l(ﬂ-—k)l[s-(s % =S ) ds) d] |

0

0
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9
obtenir une dehmltatlon du coefficient

ouvons
Nous P et en remarquant quon a les inégalités

maraue. 1.
Remarque pte de (B 29)

o, p €N tenant com
n:

o= |f({0 -
- (0)= ()=

1
» 17 :
) ds) dx] T R—Dl—min

On obtient ainsi I'inégalité

(2.31) [ P .
]

2, Q:1 peut démontrer facilement, par une méthode directe, que I'iné-
galité (2.3) reste valable aussi dans le cas ot # = 1. Dans ce cas on obtient
pour le coefficient «,, la valeur

o mp=0+1) %

qui s’obtient aussi de la formule (2.30), en prenant n = 1.

s 3d flgln revenant au probléme méntionné au no. 1, considérons I'équa-
fonnt ifférentielle (1. 1), dont nous supposons les coeff1c1ents a, étre des
Clions continues sur I'intervalle [4, b]. Soient p et § des nombres

téels = 1, vérifiant la condition ~ + L — 1. Nous introduisons les fonctions
q

-

b x
M,q(a, b) = ( 1 S'Iak(x),q . exp q ‘- |ay(s)| ds dx) ,

(3.1)

e b b ) q
My(a, b) = ( ] j]ak(x)lq . exp rqj |ay(s)| ds dx) ;
a ! |
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et les nombres

==

(32 «,,= max ——’#—[((( (x — s)k-1(1 — s)""*ds)ﬂdx}

k=1, ..,n|(B—= 11—
' 0

Nous nous proposons de démontrer le

THEOREME 1. Pour que Uensemble Y des solulions de U'équatior 1.1)
jouisse de la propriété J,[a b], il suffit que le systeme swivant d’inégalilés
ait liew:

ty_1p - B M, (@, b) + ay_gp BV - M, 4@, b) + ...+

Aoy, - B2 Myg(a,b) < 1,
(33) B 1, 27( ) .
U - W o M (@, B) + 0y gp - B - Mo g@,0) + ...+

+ gy B2 Myg(a, b) < 1.

Dans ces inégalités on a écrit h = b — a.

Démonstration. Supposons par l'absurde, que sous les hypothéses du
théoréme, 'ensemble Y ne jouit pas de la propriété J,[a, &]. Ceci signific
qu’il existe une solutionnon identiquement nule, y,, de lI'équation (l.1),
et#nombres {, < £, < ...< &, {ou =&, =... =&, ,) dans [a,b]
tels que les conditions (1.3) soient vérifiées avec 0y = 7, = ... = 7, =0,
c’est-a-dire

(3.4) Yol&o) = ¥o(&) = ... =¥ (E,—1) = 0.

En vertu du résultat établi au § 2 du présent travail, on a pour cette
solution la délimitation

1

1
n—14+—

i 7
(35) (j lyo(xwdx) Steip- b—a) . max |yb-n()|.

z € [a, ¥]

Cette inégalité s’obtient de l'inégalité (2.3), en remplagant le nombre »

par # — 1, ce qui revient 4 ne considérer que les premiéres # — 1 condi-

t;lons d’annulation (3.4) 4 la place des # conditions, c’est-a-dire, les con-
itions

(3.6) . Yol&o) = yo(&) = ... =42 (Ep-2) =0,
(GSEog E:g ---55,,_2<b, ou b; Eogaxg "'ggn—-E;a)'
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11
e la fonction z(x) = y4(x) vérifie des conditions de

m te qu
En tenant comp (3_6), notamment

la méme forme que

2(Z) =2(E) = ... =" N Eo) = 0

AL}

f

(asflgngizn_gﬁb ou b_z_glga22"‘;‘zn—2;a)’

! ¥ ’ . . ’ oy
on peut ¢crire I'inégalité

P
@) ( (v 1) < 4, s+ (b —)

a

n-—’_’—i-—l-
P max |yi-i(z)),
€ [a, b)

qui s'obtient de (2.3), en remplagant f par z, et n par n — 2.
De la méme maniére on obtient successivement, pour les dérivées de
¥, les délimitations:

& r 1
£ , n—R—14—
- “'}'n{f’("'):pd" = %p-1p 0 (0—0a) P max |yl (x)|
(% rela, b} 0
(f=20,1, ..., n—2),

ot les coefficients a,_, ,, (k =0, ..., n — 2) sont donnés par les formules
(2.30), Tesp. (2.32), c’est-a-dire par les formules (3.2).

Smt. n un point de I'intervalle [a, b] ol la fonction [y{=1 (x)] atteint
son maximum g, dans l'intervalle [a, &]. En tenant compte que y, est une
solution de I'équation (1.1), on peut écrire l'identité

i=2

(3.9) (y(-~u(x) © exp S a,(s) d’s) - E"a,.(x) - ( expjal(s) ds) - ¥ ().

Nous intg ; ;
us intégrons les deux membres de cette identité par rapport 4 x, entre

les limj _ .
e (lhl_zi‘.ces ¥=mnet x=¢ |, et prenons leurs valeurs absolues. Il est utile
‘iguer deux cas, selon que 7 < §,-;, ou que N> g
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Dans le cas n<Ek

LS §

(3.10) : ,
RS20 ) e - | exp ( fay(s) as

n

) : ly((:"—')(x)} dx =

=3t

LT i
= g a{x)| - | exp f a3(s)| dsj 1) dx
. "
n * \
= ~ § la,(%)] - exp S la,(s)| ds | - l_yf;"“".)(x)] d%.

En appliquant A I'intégrale qui

: fi i
de Holder, on obtient Tinégalité igure dans le dernier terme, Iinégalité

n [ , b s 7
b= ; Slygn—.')(x)]f’dx) . (g la,(x)]7 - exp [q (]a,(s)}dsldx) .

Tenant compte des inégalités (3.8), et du fait que p > 0 (au cas contraire, ¥,
serait un polynome du degré n — 2, qui vérifie les conditions (3.4), donc
il serait identiquement nul), on obtient I'inégalité

1 S al'ﬁ B hz . leq(d, b) + . + a”_l.p s }ln

qui contredit la premiére inégalité de (3.3).
Considérons maintenant le cas o les nombres n et £,_, qui intervien-

nent en (3.9), satisfont a l'inégalité » > E,_,. Dans ce cas, au lieu des

inégalités (8.10) il faut considerer les inégalités suivantes:

. M, (a, b).

1

Méi lay(x)] - | eXP ‘ |ay(s)] dS) e (@) dr =

-E” i

=3 f ()] - (expflal(s)lds)'Iyé"“’(x)ndxs

i=2
n—1
( ( (n—7) d
Sf)flﬂ;(x)l - | exp (Ial(S)lds cye (@) 4%
= ¥ .
a pr_écédel}t,’

de au cas
En procédant d'une maniére anallg'cgéueqiicigitiga}i)ioy
- - L2 a 1 ‘
on obtient finalement une inég e

de (3.3). Le théoréme est ainsi d

»—1 Ol peut écrire - 12

la deuxiéme inégalite
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4. Dans ce § nous nous proposons de démontrer le
> .
ue 2. Pour que Uensemble Y des solutions de Iéquation

THEORED ez T# ; :
(1.1) jouisse de la propriété I(a, b] il suffit que le systéme suivant

d’inégalités ait liew:

i h
%'%4&'”'““qV””+ET+pﬂ'%4¢-Mﬂ-Mwmﬁa+§T+
4 win F ;12' : 11,p']lrg‘M2,q(a,u _|__I2i) £,

7 h _
_2-1-'-' %-rp M {al & —_’) + g1 Opn,p - BT 'Mn-i.q(a'. a-+ %) -+
(4 b b m it Fygfaat ) <1,

* an«-mﬁ - hn—l ' A/In—l.ﬂ[a _I__’Zi, b)+

gn—1

B e oot gy 5w s Mm(a -k%,b) <1,

s llynp BT Mn—hﬂ(a +';‘, b) 6

n—1

4 wsw F = © B ‘kz'Mz,q[“‘i'%»b)‘{l'

Dans ces inégalités, nous avons ulilisé les notations suivantes:
1
x L

.qu(", & Z‘) - (_f: 5.2 la,(%)]? - exp [9; Iﬂl(s)lds] -dx) ,

% 1
at 7

z-l--:— ;
M,,,q(a, & ’_2‘) s (% S |a,(x)]7 - exp [q S‘Ial(s)l (lsJ . dx) '

q

Miala + 5. 0) = ('f: S ay(#)l - exp [q S’hnal(s)l ds] - dx) .
at g :

(4.2)

(h=b—a; k=21 ""n)'

2..M ;
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Démonstration. Nous remarquerons que les deux premitres inégalités
de (4.1), s’obtiennent respectivement des inégalités (3.3), en remplacant
dans ces inégalités, partout, b par a 4 % et & par —;'— C'est-a-dire que leg
deux premiéres inégalités (4.1) représentent des inégalités de la forme (3.3),
écrites relativement & l'intervalle [a, a -+ %J En vertu du théoréme 1, i]

résulte que I'ensemble Y jouit de la propriété ],,[a, a -+ -;iJ "

D’une mani¢re analogue on démontre que, en vertu des deux derniéres
inégalités (4.1), il résulte que Y jouit aussi de la propriété _]',,[a -4 1' ) /J
| a"'[‘ _Z_]'.]n“l o : ’ ljf
de I'ensemble Y, admises & la fois, impliquent la propriété I*[a, 6] du
méme ensemble Y. En effet, en supposant par I'absurde que Y ne jouit
pas de la propriété In[a, b], il résulte I'existence d’une solution y(x) non-
identiquement nulle, de 'équation (1.1), qui satisfait & des conditions de Ia
forme (1.2), dans lesquelles, y{@ =y = ,,, = Yo =0 (k=1 ..., m),

Mais, il est facile de voir que les propriétés |, [a,

c’est-d-dire, que y(x) s’annule # fois, au moins, dans I'intervalle (a, b]. En |

vertu du théoréme de Rolle, il résulte existence d’un suite monotone de

nombres
ey tSHSas. Seg == Poa = ... SPi=PBo= b,

tels que

(4.4) i et .

YBo) =¥'(B) = ... = y*-1(B,_,) = 0.
11 faut distinquer par la suite les deux cas suivants ;
h
Cas 1, a,_, e[a, a -+ -Z—J. Dans ce cas, les relations (4.3) et (4.4)

nious montrent que I'ensemble ¥ ne jouit pas de la propriété J [ a, a + —"—J
n| % 9 2

ce qui constitue une contradiction.
Cas. 2, - i
as ., B,,_le[a +;, b]. Dans ce cas, les relations (4.3) et (4.4)

nous montrent que I'ensemble ¥ ne jouit pas de la propriété ],,[a + 2 ' bJ )
2

Ce qui constitue une contradition.
Ainsi, Ie théoréme 2 est démontré,
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