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SUR LE PROLONGEMENT D'UNE MESURE
par

PETRU PETRISOR
a Cluj

1. Introduction. Dans cette note on recherche les diférentes propriétés
des opérateurs 7, et ~,, des propriétés qui découlent d'un théoréme de
prolongement de la partie absolument continue par rapport au ¢-anneau.
x(@, &) de la mesure extérieure attachée a la variation d'une mesure
pd— Ry positive et finie définie sur le g-anneau & de parties d'un
ensemble X.

Pour obtenir les propriétés mentionnées on démontre d’abord que la
mesure Bze € 7(d, &) est une mesure Radon dans le sens étudié par
JEAN-PIERRE HENRY [1] et puis en employant une relation d’ordre définie
sur la famille (€, p) ou £ est un c-anneau sur lequel est définie la mesure
Radon p et un résultat de [1] on obtient le prolongement de la mesure
B+|1(@, &) au s-anneau 7,(&, &). En employant la définition de I'opérateur

5, et en tenant compte du fait que fgs < (&, &) (Bz+ est absolument

¢
continue par rapport au g-anneau (@, &)) on démontre que ce prolongement.

est une mesure complete.
Soit X une ensemble arbitraire et 2(X)

la classe des parties dela famille
ayant des valeurs.

1 {2..Déﬁnilions et notations.
; }?mﬂle de ses parties. On note avec a2(X)
). On définit sur la classe @2(X) les opérateurs 7, et =

d A
1S Ia mé¢me classe par:

@, & ={Y:YcX, 3 YNA e
Ac, A0

2,8 ={V:YCX, V YyN4 &8
Aed

2ou toute famille @ et & de parties de fensemble X. Si &= alors on

-

Not;
2 14, 4) avec r,(A) et +(d, @) avec 7
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«On définit également I’opérateur Te par:

o@, 8 ={:ycX, 3

A, A£0

0¥ N 4sa}.

4 O une famille de parties de Uensemple X

Définition 1. Soi _ : :
Par la fermeture borélienne de la famille a on entend la famille

(- -]

YcLlld,:.

- X
M= {Y L= A, émca n=1
Définition 2. Par Popérateur 7, on entend Uopératewr difiy;
par Iégalité:
7@, 8) = 7,3, &)

pour toutes les familles & et & de parties de U'ensemble X.

Définition 3. Soit @ une famille de parties de Pensemble X.
Par application canonique attachée @ la famille & on entend U'application

Tq:8(X) - &(X) définie par:
Tq(B) = n‘{A A ed, AD B}

-pour tout sous-ensemble B C X.

Définition 4. Soit & une famille de parties de Uensemble X ¢
Act o Q={Y:YCX, YN A6} La famille Hc={Qq:4EY
.est nommée famille totale engendrée par la famille &.

3. Propriétés des opérateurs <, 7, T,

Proposition 1. Si @ est une famille non-vide de parties de Ve
semble X, alors pour toute famille & de parties de I'ensemble X qui contient 6,
la famille <,(Q, ®) contient U'ensemble vide.

Démonstration. Puisque & = 0 il "en résulte qu'il existe l’ensemble

A €4 non-vide. De A 8 =0 < & il résulte de la définition de I'opér
teur 7, que 0 g =,(4, )

somt lji:sop osition 2. Siles:familles @ et & de parties de ensemble g
. B c—annefzux, alors la famille <,(a, 8) est un c-anneaw. ”
emonsiration. Soit (Y,: n & N) une famille dénombrable &’ensemP
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(8, #). De la définition de l'opérateur - | g N _
}rgnimble A cdtel que Y, 4, o8 Der o il résulte qu'il existe

relation :
= @
Yn) ( A )= 50
GrJolga)-G Gu.ov,
ot du fait que & est un c-anneau on déduit:
(nL:J!. Yﬂ) n (Ul Am) E \%.

Ja famille & étant un c-anneau et 4,, appartenant a cette famille il résulte

-
que: Ud,€9 et de la définition de I'opérateur =, on obtient:

m=1
UuvY, e &)
n==1

¢t done 7,(@, ®) est un g-anneau,

Proposition 3. Si &= 0e & sont des familles de parties de
Pensemble X et & & alors A C 7,(4, &).

Démonstration. Soit A €d. De AN A=A €aC ®il résulte A& 7,(d, B).

~ Proposition 4. Si A==0 et ® sont des familles de parties de
I'ensemble X telles que & C & alors X & 7,4, &).

Démonstration. Ia famille & étant non-vide il existe I’ensemble A =0,
Ac@. DeANX=AedC&il résulte X & 7,(4, &).

~ Proposition 5. Si a=0 e & sont des familles de parties de
lensemble X telles que pour deux ensembles arbitraires A et B &84 on ait
ANBe®, alors & C =, (4, &)

Démonstration. Soit A € &. Par hypothése 4 = 4 AEd et de
ta définition de P'opérateur 7, on obtient que 4@ 8). 4

Proposition 6. Pour toules les familles & = 8, & =+ 0 de parties
de lensemble X on a6 () & = 0 si et seulement st Xe (@, 8). p_—
y Démonstration. Si X € 1,4, 8), alors il existe lensgmble &e_ﬂé
CX, Ax0telquedNX et done A € & c'est-a-dire d N A
Si ﬂﬂ&;ﬁ Bet A =da &aloran A=A E&etdeA ed il résulte
X E T‘(al ‘%).

THEOREME 1. Si &, &, ] sont des c-anneaux de

parties de I'ensemble X,
$Crcs o J C &(X) est une famille quelcongue alors

Ta(a_’ ‘%) g— T‘[T‘(T‘U’, ])’J')’ J']
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Démonstration. Soit ¥ € 7, (@, &). De la définition de T'opérateur
i1 résulte qu'il existe l'ensemble A €8, 4 =+ B tel ‘flue Y ﬂ. A E'&’ et
de la définition de la famille 3 on en déduit I'existence d'une far::ﬂle dénom-

brable (4.:n €N) 'd’ensembles A, €4 telle que 4 c:”L=_)1 A,. Donc

A= CJ (4 N 4,)- De A, e d on déduit I'existence de I'ensemble ¥, & 7,(4,%)
tel cI;é A NY,e& et & étant un g-anneau il résulte que:

Lj (An n Ym) = ®.

m,n=1

Done (U 40| "QIY,,,) € &. Mais [QIA,.) n|

c’est-a-dire

Ov,)cU4, et 4, €8

n=1

OY,,,) eda.

m=1

(G40

Puisque A € @ il en résulte que:

A0 (0a)n(0y.)a

=1

etdela A N (D Y,,) e @ ce qui montre qu'il existe I'ensemble Z € (4, &)
n=1
tel que:
(UY,,}ﬂ ANZes.
n=1
L’ensemble Y (A appartient au c-anneau & et donc: (L;,,Y"\ NANZN
NYnN4ea c’est-a-dire 1’ensemble (U Y,,) NANZNY & Cette
n=1
relation peut étre écrite sous la forme:
) vol0v)nanzlescr

tenant compte de I’hypothése du théoreme.

Puisque (U Y. lN4NnZC UY, etY, e @, &) il résulte que’
n=1 n=1

gv.)n4nze<@ 9.
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Soit éB — R, une mesure positive et finie. La mesure extérieure p*
est définie sur le c-anneau &. On note avec By« la partie absolument continue

pour la mesure w* par rapport au c-anneau J' et l'on écrit: By < J'
De la définition de la mesure B, on a I'égalite:

s froligr)nan)-r
et il en résulte qu'il existe I'ensemble S & J' tel que:

s o(Ov)nanza=s)=-o

n=1

Il existe I'ensemble FF € & tel que:

Y N [Q,S’..)n ANZO (~S) CF, uf) =0.

La mesure p étant compléte on en déduit:

o

Yn( 1yn)n ANZA(~S) &

ne=

et donc:

(Y — S) n[[gy,,)n 40 z]e&c]'.

De SeJ et (Y —S)NS=0e&] il résulte que Y-Sanr(],]) et

donc: .
(Ov.)n4anzex=u. 0.0

De cette relation et de (1) on conclut:

Y et [Tg(Tz(],’ J)’ J’): J']

c’est-a-dire :
= (@, & C ~ = (z(J, ) I ) J']

et le théoréme est démontré.
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THEOREME 9. Pour toutes les famdles aq el ® de parties de _l’e"sﬂnbze | @ g) et de la d.éfinition de la mestre By il résult =
X on a: t eCst ine mesure définie sur le g-anneau (&4 gﬁ) T ;issrguiv =t gﬁ;i (&, &)
_ .!. u qui contient la famille d .y TRER e Lk
a, &) © (& 8) 2 g~ U ~4). | gn o-anneEn, g es ensembles y-fermés d sdui
(@, &) C 7,( ) ( 1e@,8). [goe ¥ peut étre prolongee a une mesure v, défin.\ire sur le cf—a%r}ez?l dEEduIIJE-
contient le c-anneau ldegs ensembles boréliens &. Mais & est le plus pgcit-'
| (pa rapport 2 la relation C) c-anneau qui contient la famille (&, &)

; . 4 @) C(E®)e 2] Y A& .

: D émonstration. @, &) C @ &) v (B8 A a >Ye-.,a(a‘&) ¥ donc:

~(~4A)pYe 1 ~( U& ~A)prevee(~[ U ~4) (@, &) C £C (4, &)

Ae:(@-8) yer,(@-8) Ae(9.8) Ae(4,8) [ mestTe Vi est définie sur le g-anneau £ qui contient la famille des ensem--

yles y-fermes et _donc vy peut étre prolongée a une mesure v, définie sur le
ranneal €, qui contient le c-anneau & des ensembles boréliens. Le plus
petit g-anneau qui contient la famille des ensembles fermés est & et donc

THEOREME 3. Sott @ un o-anmea de parties de X, p: & >R we {L1C e, C 74 &). Ainsi on peut construire la famille {€,:) & I'} des

mesure positive et fine définie sur & et a un c-anneay de paries de Uensemble canpeaux qui contiennent le -anneau & et une famille {v;: ! €T} de mesure
elle que Vi1 €. — R, est une mesure définie sur €41 qui prolonge Vv

ot~ U ~4)cC 8).
Aet(as'%)

X tel que:
: ! ; 7 4 , :
g(~[ U ~A]) C 74, &) ' sur la famille (&, v):lel} on définit la relation d’ordre:
Aet(@:8) ! (gg, V,) < (Eq, Vq) = £J (- f,q et tigt = v
alors il exisle wne piog™ il &) = i pasiy & fimie qui prolonge | fn appliquant 4 1a famille Q = {(€,v): le T, <} le lemme de Zorn on
I WaSUEE ok % iy . trouve 1'élément maximal (&, m) de la famille considérée.

Dé_m'onstmtion. La mesure j étant définie sur & il en résulte que 1 Sita®CEC (@, &), alors en employant un raisonnement ana-
est définie sur (&, &). La famille ©(4, &) est un cs-anneau contenu dans logue & celul ci-dessus on déduit |'existence de la paire (&, p) el telle que:

(@, ®) et p* est définie sur le g-anneau (@, ) et donc la mesure B | R g
est définie sur le c-anneau t(d, &). ' - C 8 | |
Soient A4 et B deux emsembles qui appartiennent au o-anneau t(d, &). et w'|€ = m, ¢ est-a-dire (€, m) < (£, ') ce qui contredit le fait que (£, m)
De la définition de la variation d'une mesure on peut écrire : st un élément maximal Je la famille €. Done & = ':t(a_,_ @) et m est une
Bl UB) + 3.4 L] B &4 T (4 = (B mesure définie sur 7,(&, &) qui prolonge la mesure v = sl (@, &)
=% TR > L —x - . ,
al 'u e B_“ e LI = Bl B ) THEOREME 4. Soit & un g-anneay de paries de Pensemble X et p.: a-R,
et 3 T'aide de la relation Bz« < (6, &) on trouve: une mesure positive ¢t finie dé finie sur 4, alors on &:
Bae(4U B) + Bae(4 N B) = Bs(4 U B) = PBgel4) + Bys(B) = Bas(4)+ Bz+(B) (@) = T
et donc: ’ |
2) v B Démonstration. De la définition de Jopérateur 7, on troUVve:
Boa(A U B) + Bus(4 () B) = Bs(4) + Bae(B):
apead) ) + Bpe(d () B) = Be(4) + Bur(B) (@) = (@ C =E@)

—ee

La relation (2) démontre que la mesure s : (@ &) - R, est une mesure Sit ¥ e 1,(81,(Q)) et donc on a:

Radon dans le sens de JEAN-PI
ik ) PIERRE HENRY [1].
L’application canonique: T g g &(%) — &(%) définie par: Y & 5, (80,(@) = (+(@) C (7)) = (@) = {4
T.aeP)=N{B: Be+(a &), B D P} gt, done ,(3M,(A)) C = (@). Des inclusions ac T,(@ILM(@-))dgi'r,t(a) et de la
fes Hfinition Ay 's.anmeau des ensembles y-mesurables o ui

définit une topologie y sur X telle que 7(&, &) est la famille des enseigc

fermé bl
y-fermés [2]. De la définition des opérateurs t et 7, on trouve: (& (@) & ()
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zZ&a Tg(gliu-(
,(,(@) C (&)

et de la que st

et le théoréme est démontré,
THEOREME 5, Pour!

770 &)] = SALACAR AL

Démonstration.

que le prolongement m de 1
Jéfini sur le g-anneat (4, $). De la
il résulte que pour tout yart,d &

Cest-a-dire qu'on a l'inclusion :

<78, 8)] C [, #)].

De Tinclusion =,(@, &) C 7(d, @) et de la définition de lopérateur :

on trouve:
(7,8, 8)] C 7[7,(4, B)]
et de 12 on déduit:

5 8)] = =[x @ &)

THEOREME 6. Pour toute famille & de parties de Pensemble X on @

(4, 89) = (@, &°).

—

Dé . ¥ — =
déduiteq%?gts?twn' &Q’O‘t Y & 7(d). De la définition de {’opérateur %
ence de la famille dénombrable (B,:n & N) d’ensembl®

B, =@ i :
7,(d) et de la définition de I'opérateur 7, il résulte qu'il existe l'er

)

semble 4, & @ tel que B, 4, a. L'ensemble & = U (B. N o

m,n=1

apparti ille @ pui q '
ppartient 2 la famille & puisque & est un c-anneaun. Mais & est U faml]%
Y&

héréditaire et de Y )
et dives 0 :: NQCQilrésulteque Y Q a et donc

) =
Tc(a) (; T‘(a) "

a)) alors Z & 9N, (@) c'est-a-dire:

outes les familles & et @ de parties de U'ensemble X ,,
e

T,a mesure étant dé_f_inie sur le c-anneau,d il régy)
a mesure PBge|7(&, ®) ot Bs < (@, §) £
définition de la famille = (& est
il existe un ensemble B tel que v C %}
m*(B) = m*(Y). Soit Y & ,[7,(4, &) ). D_e 1la définition de l'Opérate“’
< il résulte existence de l’ensemble Q& (&, @ telque 0:2Y N Qg &r
De I'observation précédente on déduit 'existence de l'ensemble B& (@ § |
tel que BDY et donc YN B#0, ce qui montre que Y & 1—;[1‘(‘61' %)i
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ac g il résulte 7,(d) C ~ (@) et donc = T
lzerelation (3) on trouve: ‘ ne 5(d) € 7@ et en employant

%(@) C @)
Jest-a-dire

(4 () =%,d) C 7,4).

De la maniére dontona choisi la famille & et du théoréme 5 on déduit
on déduit :

7, [7(@, &)] C <[+, 89)] C 3.[7,(@, &9)].

yais 7(@) = 7(&) et en appliquant la relation (4) on trouve:
7,[7,(&, &)] C 7,[7(&, &°9)).

on a donc la relation:

() zZ,[%(a, &°)] = =,[5.(4a, 8°)].

En employant les relations (3), 4), (5 x
Iénoncé du théoréme 6. (3), (4), (5) on peut démontrer la relation de

En appliquant la relation (4) on est conduit aux inclusions:
(4, &) = 7,[5,(2, 89)] C =[x(&, 89].

Puisque pour tout Y & 7 (d, &) il existe un ensemble B & 7,(d, &) tel
e 2y

que Y c B, la derniére inclusion nous conduit aux inclusions:
(@, &°) C 7,[7(d, &)] C 7, [7,(d, 8)] = 7, B).

On a également :

(@, &) = 1,[7(&, &)] C 7,[7.(4, 9] =

= %,[=,(a, &)] C %[5@, &)] = T4, B),

Cestddire T
dire T(d, &) = 73(d, &) et le théoréme est démontré.
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