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On distingue les cas:
(1) Y. N0, € (N, N).

De 0, € N” il 1ésulte ¥, N O " N’

0, € N’, donc: <1 aET(N,NUN)' Deo¢e
(¥ [ 0,) N 0, N’

On a:

=400, N (v
% « Oa 0

@
02 n p&"”a = T(N”).
De Oa =N il Iésu]te:

%N (. N0, &N

La famille N” ¢
¢tant 4- ;
Donc 0, 1) ( o-anneau il en 1
L (%o en résulte: O J
duit ; Qa Eg‘lr ' Pz) S@qtlcfj)ﬂz_ s 0 i (oso; N Oa) € Dy .
3 o

La théoréme ar conséquent U <t ;
2-

est démontrg.
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SUR LES ESPACES TOPOLOGIQUES DOUES D’'UNE
MESURE

par
PETRU PETRISOR
a Cluj

Dans cette note on recherche quelques propri¢tés des espaces topolo-
giques donés d’une mesure cn étroit rapport avec la notion d’espace d’'in-

terpolation de type (i, j) introduite en [5]. :
Nous rappellerons que si p est une mesure définie sur la c-algebre

@ de parties de I'ensemble X, alors une sous-base pour la topologie &,

est la famille des ensembles:

[
(4, B, =10 : 4 <@ < B)
bles Y C X localement p-mesu-

rables)et 2 est une relation d’ordre sur la famille &(X) des sous-ensembles

B . 2 . -
A < B st et seulement s’il existe un g-anheau

8 de sous-ensembles de X tel que B—As8NMH4) et B est p.—me_surable.

En ce qui suit on va montrer que la topologie &, vérifie. I'axiome de
séparation T, si la mesure [ vérifie certaines conditions. A cette occasion
limportance de la notion de mesure compléte-Dedekmd [1], ressortra

mieux.

ol B € M#(@) (la famille des sous-ensem

de X définie de la sorte:

olong.ment v de la mesure . a —» R non-né-

v
yapport a Pordre < alors Uespace

éparation Ty N
_ouvert le l'espace X

THEOREME 1. Si foul p7

gative et finie est comj)let—Dedekind par
topologique (X, §,) vérifie Paxiome de S
g 1a famille de ensembles &
X = G) x X)].

Démonstration. Soit

et ¥ = (U, :G §} ot U, = (G X6 U [
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2
La famille ¥ est la sous-base d'une structure sémi-unifor | ; et B, sont des éléments de la famille & il en résulte que
sur X compatible avec la topologie &, c’est a dire g, = gu?lsﬁg déﬁnie ; Pui—sill%? }él& &t e Tensemble (B, — By) — U,[x] 4. De. (B:l-—
topologie induite par la structure sémi-uniforme 9. u est |, By B) ﬁ €4,C B, — B, on trouve:
Soit O un ensemble &, -ouvert et ¥ € 0. De la définition de s e ;
il résulte I'existence d'un ensemble G & § tel que U, [x] COety t%)ologie (B, — Bs) N €4,] — Usl#] C (B, — B) — Uglx) € 4.
G (] | a

on déduit la condition: # & intg, Ug[+] C AT ¢QU, |

Soit 8={4:ACX, A—-Ug[x]€dlet 4, €8, 4,8 D f  1a partie absolument continue 8, de la mesure p par rapport au c-anneau

tion de la famille & il résulte qu’'on a: A4, — Us[x] =q e .A ela défin;. générée par I'ensemble [(B, — B,) () €4,] — U,[x] étant non-négative

€d. La famille 4 étant un c¢-anneau, on obtient : (A4, — U 2~ Uelx)g ot finie et & étant un c-anneau on peut supposer que la mesure B, est

— U;[#]) €@. Cet ensemble peut étre écrit sous forme§ G[x”n(Az* compléte. Donc on a: (B,—By)N€A,]—Ugz[x] € et (B,—B,)(CA, =8,
On procedéra & présent a I’analyse des cas possibles 4 savoir:

—_

[

A4,—U 4,— =[(Ad,—A4,)—
. (/; ) Z[_x:li)?( 2U {U(;[x]) [(4,—4,) Usl#11U (4.0 Ua[xj)'—UG[x]]_ (1) (4, — A,) NE€B, = 0, done (4, — 4,) N€B, 4.
e A4, cl¥] C Uglx] et de I'égalité précé il ré ;
S_({GIE{? ca c’est-afdjre i AEE ‘%‘precedente il résulte : (4, — 4~ @ (4, — 42) 0 B, =0, donc (4, — A,) NCBy, =4, — 4,4
ot {4,:n e, 4, & 8. De la défintion de la fami = = as, si
. n & d . a famille & : 3) (A; — A.) N B, = 0. Dans ce cas, si 4, — 4, C B,, alors (4, — 4,)
A, —Us[x] € 4. La famille étant un c-anneau il ré 3 o Obtl,e"t : GB;: 0 done (A, — 4,) NE€B, 4. lOn 2Jeut supposer 1da:mc * ue
ésulte qu'on a N ! PP q
' A, — A, & B, c'est-a-dire (4, — A,) N €B, = 0. Soit 8 le g-anneaun
3 _ généré par I'ensemble A, — A, et , < 8 (la partie absolument continue
nL=J[ (4, Usl]) e a. ; de la mesure w par ra});)ort au o--a';meau §).
D i De la définition de la mesure B, on déduit:
e cette relation on obtient : 5
- | 8u[(4, — 4) N€B,] =0
n‘;{ 4, -U;x)sa ¢t de (4, — A,) N €B, C (4, — 4,) € @ ilrésulte (4, — 4,) N €B, €4a.
et done: Donc dv & est un c-anneau.
’ : On définit la mesure v: Av& — R, par v(4 J B) = u(4). La mesure

v prolonge la mesure p au oc-anneau dv& puisque pour 4 &4 on a

O A AUbsa@v & et donc AaC d v & La famille 4 étant un c-anneau on
& s a UBsdav & pour tout B =B et de la définition de la mesure v
| on obtient v(d4 |J B) = 0 c’est-a-dire v est une mesure compléte. Les

La famj : :
mille & es familles @ ot 4 v @ étant des c-anneaux on déduit que 7(&, & v &) est

: t don ; .
On : ONC un g-ap ; ’
quecgnsxéieée la famille g v & =ne{a21_ Un g-anneau. I,a mesure v étant définie sur & v & peut étre prolongée
9, = 4 U g&' e la définition deU1 s ‘4 €d, B &) et soit 9 tel 4 une mesure v définie sur le g-anneau +(d, 4 v &). Soit 4 € &. De la
"UBiold, caet g g, 2mille VS on déduit que: définition de la famile ©(&, @ v &) il résulte:

et on en obtient :
! eU.[x] €@, av &)

O @n = ( = A ) ( [+ -] ]
Puisque o ol - "L=J1 Bn) Sava. I et V étant un prolongement de la mesure p est complet-Dedekind, c’est-
fﬁi‘j’f i ej lesscélll;miistscézngeaux. f “‘;‘dire il existe un ensemble ® mesurable par rapport & v tel que: €Ug[x] <
lité : 2 Sont de 4 famille a\"i eg donc 4 — A, U B, B=4: UB" ‘ 1< 9. De la définition de l'ensemble Ug[x] on déduit Ugl#] C G et de
A—p 1 et B, de la famille #. On a €% 3 définition de la topologie 9, suivie de la condition G eugf , on ob-
¥(A1UB1)-( ' | tient Uslx] 6 < B ot BC X p-mesurable. Donc Ug[x] < B c’est-a-

4, B —
UB)=((4, 4, NeB,)1y (B, — B)NEA
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u -
dire €B < @U,[«]. Tenant compte du raisonnement précédent "
dy

fait que v est un prolongement de la mesure y on obtient

v v
B <CUy2x] < D

De cette condition, il résulte que I'ensemble @U,[x] est g. _ o
et donc Ug[x] est §--fermé. Puisque tout ensemble “'me‘éurabl:ver:
es

v-mesurable, il résulte que §, < 8. De cette condition il s’en suit que-
xEintg [x] =inty U Tt
5, [¥] = ints_ U1 C Ug[#] * = Uy[x] C o,

i?;td?;fna[;tl Pig Q I'ensemble intgu Uglx] on trouve la Propriété : pour
o que.e;nEeQ ouvert et tO‘tlt ¥ €0 il existe un eusemble ouvert (
etk 1', ; CQC; 0, Ce qu montre que l'espace topoloei X

e laxiome de séparation Ty pologique (X, §,)
La théoréme est démontré.

THEOREME 2. Si p ;
de parties de X est ZHO‘:L mesure p:d - R, définie sur le c-annean 4
Dedekind, alors I'gs b b ”Eg“t,”"’f Sfinie et tout prolongement est complet
émonstration, Soi poogique (X, 8, vérific I'axiome de séparation T
existe un ensemble olent a et b des éléments de X a=b e"c b ’Ijl o 1l
ouvert G C X tel que 4 S UG,[q] ;q s X E;mig(gffel:- la

1] £\,

structure iU 6 ouvert)
¢ est pré
Uslb1 S Uslg] et de 1a' s epir:‘f?}?[);]ﬁi ODe Ug o U; C U, on obtient:

] e f ’a i { e

ensemble ouvert O s ;
0 ine - or qui contient p -
n peut écrire : et est contenu dang 0, bQ,CQ,CcO.
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]
Jest-a-dire QiR(X — Os)- -
Ops2 C Onsr et donc Oipa () €01 = 0. On en déduit:

@
(0}’ _— 0/]_;,]) n le+2 = Oh+2 n Oh n @Oh-{-l = Ok+2 n GO’H‘I — 61

Jest-a-dire : (0, — Os1) ROy 4o.
Des propriétés 1, 2, 3 il résulte que I'ensemble @, est u-mesurable. L’en-

® " "
t ouvert on a: A < Q, < B olt B gdM#@). De A <,

emble @, étant : h
il résulte que I'ensemble A est &,-ouvert puisque @, est mesurable.

On suppose que: 4 & 25

De A 2 0, il résulte A C Q,. L'ensemble 4 étant ouvert, il
existe G = 8, tel que Uz[a] C A. De b € Ug[a] on déduit:

Haed.
vec la définition de l'ensemble Q,.

résulte qu'il _ B &
be A C 0, cequiest en contradiction a

) a=sQ,— A.
Dans ce cas a = Q, (Y €A, donc Q, ) €A = 0. L'espace (X, ) vérifie
laxiome de séparation T et il existe donc un ensemble G, ouvert tel

que: a G, N €A et G, C (@, De a6, on déduit: Ugzla] C G, C Q,
et donc beG,CQ, ce qui contredit la définition de l’ensemble
0,. 11 en résulte a & Q, et donc (X, §,) est T y-espace.

Corollaire. Si lout prolongement v de la mesure p : 4 — R, non-

v
négalive, finie est complet-Dedekind par rapport & Uordre <, alors Uespace '
lopologique (X, §,) vérifie Uaxiome T, de séparation.

THEOREME 3. Si la mesure u: @ — R, définie sur la_o-algébre O de
Parlies de X est non-négative, o-finie et la partie atomique de la mesure p.
ot compléte-Dedekind, alors (X §,) est Fy-absolu.

Démonstration. 1,2 mesure w étant o-finie, il résulte que:

Xx=UY, u¥,) <o
n=1

On Suppose qu'il v a une base &(¥,Y,) = {Gy:a &I} de filtre ouverte
L Y,. tel que:
NG, = 0.
D acl’
Eues la définition de la topologie induite sur Y, il résulte qu'il existe un
emble ouvert Ga en X tel que G; = Yn n Ga. Donc: )
?n n (n Ed, = 9

acl
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Soit £€Y,. Il y a un indice ay € I' pour lequel £ g Ge. D

et du fait que (X, §,) vérifie 'axiome de séparition 3 1 I‘éSolilte CI' Seg,
d’une ensemble ouvert 0,, tel que: E€0,C 0, C @@%. Kt EXistenca
trouve I'ensemble ouvert ¢, minimal envers C qui contjent ¥ Stapes o,
C0,C0,,C0,,C... C€G,. Lensemble: ‘ Eeo, .

=

J=1

Qr:hoj

est ouvert et p-mesurable,

De la définition de la topologi i . g
p-mesurable, SRR g‘f il résulte 4 <@, < B,, ot B, est

L’ensembl - |
mble A est §,-ouvert et 4 C Q.. De la définition de I'ensemble

il ré 0 i

'23’1 querzs’ulieAE éE ;n g;u(g)é gfl u11 résulte qu'il existe un c-anneay §
sure v: dMH&) - R et soit B¥la i@, O prolonge la mesure p 4 la me.
s & né)]lu(a) B partie absolument continue par rapport au
Te G it O —4 &8 nonva) on deduit B,(Q, — 4) =o.
. Wty E'EQ ( 1; on obtient Q, — 4 ¢ M) puisque B est
est diffuse, En dési n;—t 11 IéSl.llte M) =0. 11 en Bl q:le ’
28 ) oy a) on péi : é]cri}r'ela I_J_artm singuliére de la mesure v par rapporg

v=8,+7v ce qui prouve y = v, (la partic

atomique de 5 me
sur ‘
N ) o - € V). La mesure v gtant singuliére par rapport §' ()

3
E,eg ﬂ@ll“(a) Y(E — Ey) =0

i A mesure v ¢t :
Yordre < {] e il T €tant compléte-Dedeking par rapport a

la définjtj Cque £ —F .
on de § 1, théoroéme ,escte(SiZ;:)ilie $'CTaM(@), ce qui contredit
ré.

£ |
lerpolatioy, espace X
.  par rappoys 4 ille ?" _abwl“,“ Jaible est un espace d'in-

g ,
que Lot prolopo O% L est une mesure non-néga
"gement de y. est une mesure complé-

Demonstration

q!’le 2 partje atomiqu

: R
nd. Sojt + e mesure borélienne, o-finie telle

¢ de prolonge
IO on
gemeng de I,la mesure y est complete—Ded‘?‘
Cé;.t' énsemble B, étant borelien
fami]e des €gorle tels que I’ensemble (Bo—
®-anneay, g de . SOUs-ensembles de I’espace
eSigne’ ce g-anneau par U. De By —

e~

£ famille
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eC B, il résulte p(Bo — @) = 0. Soit §; le c-anneau des ensembles
- cables et ¥ la somme directe des s-anneaux U et §.

q¢ étant un oc-anneau il résulte que °¥ est un s-anneau. On
e vpar v:V->R,, v(AU B) = i(d4) et on observe
st compléte. L'ensemble G = (B, — €) J 9 est v-me-

p,-ﬂéglig

définit une mesur

te mesure ¢
quecete e %¥. De BD_@CG, G_(Bo—@)=@eq£cc§)
v

surable, puisque
B, — € < G. la mesure v étant compléte-Dedekind (puisque

btient x. = 5
ok lete-Dedekind) on en déduit:

p est comp

dest-a-dire 9 C By — € donc ¢ = By — €.

v
De B, € (¥), B, — C=MYY), B, — €& C Vil résulte € < B,. De
e U C ¥ on déduit que 'ensemble € est v-mesurable, c’est-a-dire €=B,,.
La derniére égalité montre que les ensembles boréliens négligeables par
rapport 4 une mesure complet-Dedekind sont des ensembles de I-tre

catégorie.
On désigne par & le es-anneau des ensembles p-mesurables déterminé

par la propriété de la mesure p d’étre complete-Dedekind et soit p* le
prolongement de la mesure p a IM*(4). La partie absolument continue
de la mesure p* désignée par P, posséde la propriété: B,«(N} = 0 pour
tout N € . A T'aide du résultat précédent il en résulte que N est de
I-#e catégorie. Du théoréme 3 on déduit que X est un espace F, -absolu.
Soit T sa topologie. l.a mesure p étant o-finie et borélienne on trouve:

X=UVY, Y, 8, ul,) <.
n:==]

I existe les ensembles B, et 9, de I~ catégorie, tel que I'ensemble
%= (Y, — B,) U9, est §,-ouvert. De la définition de &, on déduit la

relation -

U, < (Y, — B) U9, <V, € MHd), a= &,

. i ® « £
If Telation < étant topogéne on obtient: €, — B, < V, et de 1a ¥, <
<8, U AU,. La derniére relation nous conduit a:

CJY,,&( WIB,.)U(L“)V,.)=Q

n=1 n= n=1

o . % ; g .
Q est ensemble de I—-ée catégorie. La relation d’inclusion étant moins.

fin ;
© Qe la relation < on déduit X = Q, cest-d-dire que &, est une
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ie fai i * est complete-Dedeki, d 3
logie faible et Fy-absolue. Puisque p* es il 5 e
;Oggi%gélede theorems 1, 2, 3 et du theorente de [7] que tout - :C%lxt
absolu et faible est un espace d’interpolation par arpport a la ¢l S5 8, y o
Le théoréme est demontré.. . )
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UN ANALOGUE DE L’ALGEBRE BOOLEENNE
(SUITTE)
par
VIOLETTE ZELMER
a Cluj

§ 1. Sousalgchre

Dans [1] on a introduit la notion d’algébre pseu.dol')ooléeu_llzc,:‘, iefm.lf
comme un ensemble A muni de deux opt".ratlons” bma.ui{e.s. o o B
et une opération unaire (la complémentation) ,,,” satisfaisa 3
mes ;

W @+ +c=(@+c)+5b
B atbt+o=[a+b+cl+c (2)
B 30,1, ¢ =4, pour lesquelles on a

(1') (ab)e = (ac)d
a(be) = [(ad)c]e

+/0 1 e - 0 1 e

0(0 e 1 o1 .0 e

1{1 0 e 1le 1 0

el e 1 O el 0 . e 1
W at0=4 (4) a-1=a Vas4
b be+a= (b4 a) (5) a(b + c) = a -+ b(ce)

©) VﬂEA,HI-a’eA, tel que

@ +q—1 aa’ =0, " =a
: i & ar la
Comme d’habitude, on introduit la notion de sousalgébre p

‘alge ousal-
finition 1.1. Un sousensembie B de l’alg;e:b;:; geez.une s
St il est fermé par rapport aux trois opératio

’

, Dé
&ebre g,



