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SUR UN TYPE D’'INTERPOLATION

par
PLETRU PETRISOR
a Cluj

Dans cette note on recherche quelques propriétés des mesures comple-
ts-Dedekind en étroit rapport avec un certain type d’interpolation.
Soit X une ensemble arbitraire, @ ¢-algébre de sous-ensembles de

I u:> R, une mesure positive et finie et 9#(d) la famille des sous-
{msembles de A" localement mesurables par rapport a la mesure p. On
| lisgne par €(X) la famille des sous-ensembles de As
Sur la famille 2(X) on définit les relations d’ordre:

14 < B si et sculement si w(B — 4) =0 et B € IM¥4).
Cw y
4 < B si et seulement s’il existe un ¢ -anneau & de parties de X

tel (llle B —_ A ES n :mlu_(c‘l). |
L’e,xemple suivant montre qu’il existe des espaces X, u-algebres]él
 parties de X et c-anneau & 9= dM#(@) diférent de g-anneau des ensembles
es de l’ensemble R

¢ mgesure i égale a zéro.
Soit X = R, @ la famille des parties borélienn
"mé d'une topologie généré {a relation d’ordre selon la gfa“deurf
3 opologie générée par Mesrgon X et A= {m+on;
t un nombre

m-:&" la famille de parties boréliennes de ) ol
| " &J), ot J est I'ensemble des nombres entiers € et

H
! Ira; .
K SOnnel, On définit 1a relation d’équivalence ~par: # = Jc’1<550101111)05,iti011 de
e d § 4. Le relation d’équivalence ~ définit une St Eo Tensemble
| ﬁssfemble R dans des classes d’équivalence dls]fcnntes% R
S pi : + T
Ilnn~npre8?ntants de ces classes d équivalence €t ]9 mgsure w* définie sur
“gative et finie, On prolonge la mesure i 2 @ * par
. P de la mesure %

i :
®) et soit @8 , la partie absolument continu€
The

)
Tapp i3 ivante:
0 . niére suival
! " au g-anneau &,. On écrit cela de la ma

ﬁy,‘ @ &0

|
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On suppose la condition remplie : E, EMH&). L'ensemble £ ét
rable, il en résulte qu'il existe un ensemble H € &, tel que ] ant Mg,

Bis(Eo) = BLu(H)

ofr B,, est une mesure extérieure induite par la mesure B De

et B,.< & il résulte B3,(H) = 0. La condition £, g)](u(&o)"'pmu Hegg

l,xte B.(Eo) =0, c'est-a-dire E, & &,. Puisque tout ensemble borzﬁ Hze

I'espace R est mesurable ILebesgue, de la dernidre relation il r¢ len g,

£y est un ensemble mesurable Lebesgue ce qui représente resulte gy

tion. Donc E; & OH(&,). une  contrygj,.

Soit @ I'ensemble des nombres ratior

dod mels de 'espace R

gEen;rng%r E,U 2(X). Dans'ce cas & o= H(&,) etl SCZSRLLE(EBS G-alineay

st‘fre ; VI(’Ougl-QL?n];mtet par ¥ Tensetuble sur lequel est Conccn:uroé)(,e I;lUSque
. e R est un espac ) 2ntree la .

e % g I’eusemble;p ¢ compact l'ensemble N est ay plus dé-

Q=R-(QuwN

0

n'est pas vide,
Sire=
» alors p({x}) = 0. On observe qu'on la représentation :

Q=R—(E,yNQ 0.

Cela résulte dy ra;
rai . :
K(Eq) =0, alors Zgn%emé‘lﬁsu“;nt:sx l'on suppose remplie la condition
;Lésisint EE‘inie et non‘n%gativeepeﬁ.t %I; déduit £ 0 € 8B, puisque la mesure
T A 23
© By Em“@o, ce qui est une Ce()lf;ll};}()]?csfﬁ)nC01n1ne e e

De la définjtio, i
1 (1 1
()41 résutte que la premiére relation d’ordre est moins

fine que ]a T . ]
ol TelAton < d¢fing -
b négligeables forme yp zi:nﬁ:fm(z)' puisque la famille des ensem_bleb'

On va montr ,
relati T QWen généra] | : o '
: on < défipje par la Cond?ti:)ﬂaﬁ()m < m'est pas moins fine que a
OUT cela sojent 4 ' .
1on (2) . ,e‘t B deux 13 .
(2) i1 résulte Pexistence a'iﬁs‘f,“fﬁﬁ;fel; %ule: A < B. De la définr
o = 1 el que:

B o~ 4, i 8N amH(a).

SOlt v le
.. .- Prolongepy :
P Qéfinie par, 57" de Ta mesure 3 1y famille 9u(@). La mesir

B:é)ﬁu(a)»R+, BE) = i
=5 ¢ §

Fesnomwa, Y(E — F), E < mH(4).
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]
ment Contix_me en rapport au c-anneau SNAMA), B < 8Nonw(@ ,
st qbs?gum est atteint sur un ensemble € =8 N @) [6]. EViCQ}mm(eu)t
lacé par tout ensemble Y & 8§ AMH(Q) tel que ¥ D e,

e

ft 1,1 A m

j gtre remp B R

: peut te de la définition de la mesure B on trouve I’ensemble

t comp
?euasﬂ (@) tel que: v[(B—A) — €] =0. En supposant que u est
, est une mesure ULAM ([3] p. 186) on trouve la représentation :

sel’q‘i;;e U {#}. On peut supposer que € == @, car dans le cas contraire
B placer € par un sur-ensemble Y 4 soi non-vide de § () 9N*(a).

Py peut rem r s
enant compte de la. définition de la mesure uyraMm on trouve:
— A) > 0, ce qui est une preuve delaffirmation faite.

=Y B 2 :
: é(n ce qui suit on va donner une application des mesures complétes-
u - .

nedekind et de la relation < introduite dans I'étude d’'un certain type
finterpolation. Pour cela il est nécessaire de donner plusieurs définitions.
péfinition 1. Soit X un ensemble et § la famille de toutes les
npologies d¢ inies par X ordomnée par finesse et § C8 un sous-famille.
Ispace topologique (X, T) s'appelle espace d’interpolation par rapport
1§ st pour Ay et U, élément de §' il existe une lopologic A de méme
dusse que la topologic T que: AL & (U, Uy) = (9 <V <Y}

On appel mesure compléte-Dedekind une mesure

Definiton 2.
pd- R telle que:
) Toute sous-famille & C &(X) a un suprémum 8 & NH8).
08 N e snNMHA), alors N = S.
triorREME 1. L’espace compact (X, T) west
Wion par rapport a la famille &y.
Demonstration. Soit & la famille ordonnée par finesse de tou:ces lei tollzlz-
igies définies sur X. On note par U, EF une tOEOI(iglebfalble e(fr{l-&;:l'lzg il
tisemble X ¢ -vide I’axiome de la bonne : e
X étant non-vide de S X compacte et qui vérifie

pas un espace d'inderpo-

| dduit Pexi , ie définie .
. stetiee dyme topelogle Oe cette topologie. Puisque toute

i lay; ; . 2 8¢
| xlome de séparation T,[1]. Soit U.Edy ogit : :
| pPoogt : i = hale on déduit quon on 2.
<, Lo et 1 Siant P mlmmaﬂ en résulte que cette topo-
uisque la classe des

1 < U L . ’ — ab lue
<Uy. La topologie U, étant F, — abso
| bgie et pas abso]umexit ferméea et donc U, & &y, P compacts. Puis-
%ESE?CES absolument fermés contient la classe ;g topologie faible
gél Il Wexiste pas de topologies compactes moins -y qlSlcgicle U pe 8y tel que
U F, absolue, on déduit la relation: Ui < Us, topologie compacte
'S U < U,. Puisqu’'une topologie moins fine 4t B L(t)lll)e contradiction.
S compacte”}I”en résulte Uy&Sly, ce qui TePrésente bie X
girs g lies de Uensemole
Defluition 3. Soit & une o-algébre ol ’ définie par (2)
. ] 1’ .
tﬂf: .R+ wie mesure positive et finie et la relation < 4c
Mille des ensembles :

(4, B)u—;{Q:Au<Qu<B},
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4 . r A == B, 1l en résulte qu’f:lle est la sous-pgg, "
]g;;:igt 12?2?11;1,6 ‘{igc;f'ﬂceti topologie est notée par 7, et S’appelle
induite de mesure Q. ; .

Dans cette formulation de ce type d mtepolation on 5 VU quyy o
important est tenu par la famille § X § on .3 est Ia’ famille de tOutee
les topologies définies sur un en,semble non-vide donné X, ]
Si la famille & X § est remplacée par la famille UXY et les émeny,
de U vérifient I'axiome de séparation T et les éléments de % Verifion
I'axiome de séparation Tj, o 4 et j peuvent prendre les valeyrg 19
3, 4, 5, alors ont obtient la notion d’espece d’interpolation du type (z': j)'

THEOREME 2. L'espace topologique (X, ) est Vespace @ingey polati,

du type (3, 2), ot u est le prolongement d'une mesure Hpositive ef complélemeny.
Dedekind. . .

Démonstration. Soit Al, une topologie définie sur un ensemble X qui
vérifie 'axiome de séparation Ty et AU, une topologie définie syr X qui
vérifie I'axiome de séparation T o telle que U, < i,

On note par Q la famille des topologies définies sur X moins fines que
la topologie U,. En appliquant le lemme de Zorn on trouve I'élément mayj.
mal U tel que U, <U<U, La topologie 4f étant plus fine qu'une
topologie qui vérifie I'axiome de séparation T, est une topologie qui vér-
ffe le méme axiome de séparation. La conclusion de ce raisonnement
cest que: (U, U,) < g,

S’oxt € une g-algébre générée par @1,2 (la famille des sous-ensembles
¥ Ci( ouverts par rapport 3 Uy), N’ le s-anneau généré par Dy, —?«z,
;t N T c-annean généré par @qtl. De U, < U, on déduit Iinclusion
S‘lgl C Dy, done N” g, L'inclusion N’ = @ est évidente.

ot m :d » R un Inesure positive et compléte-Dedekind et v la res-
+ €N remplagant ay besoin, N’ |) N” par le c-anneat

prolonge Ia mesure v 4 la mesure v défine

the lop&
top Ologi,

Y(E) = sup {v4) 14 e N UN", ACE,ECX

V(A) ] V(A). A = N' U N’I ([5] P' 81)'
Soit 15 fami)) y y -
famille (4 B)'3 (4, B), < 0:4<9< B} ot 4 €9y, B Em'sl}-

Soit G < g ;eisf:lla Sous-base de 5 topologie + défine sur X ([4], P:

€N résulte qitt:e 1 e L v, La mesure s étant cornp]c‘ate—lv-)edeklrl i
4 mesure y ogt compléte-Dedekind. Il existe un ense®

- pre

dil
B e gy tel v

€l que ¢ < B. pe My C M il réSUIte C “< Bet Be v, En
o B gy N5 9, ¢
done U <71 aled T - Cette relation montre que G €7+
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goit Qu tel queé:

A <.Q, < B.
@) i

De la défilliti

'+ & tels que:
anneatx L

0. — A €¥NM5, B —Q, s 8" N5,

9
| ttant ¥, = @, — 4 on obtient @, =4 U ¥, donc:
En me a x

Q. N B= (AN B)U (¥ N B).
De cette égalité et de (3) il résulte:
Q.= 4 U (V. N B).

De (4) il résulte:
(B—0Q) N (Q—4) =09

que V, & Doy, -

0,€3y tel que 0, D %, ([1] p, 81) donc:
0?1 = o?a n 0“'

De cette épalité on déduit :

0.—=AU[BNT, N01=4U0.N(BNT):

De Pinclusion ¥, C Q, on déduit:
Qa == A U (Qa nc?a)'
Végalit .
S, N M) ==, N U@ )

. ED'St évideﬂte.
¢la définition (2) il résulte:
” i N' .
' 9 o8 AN, N'U )

B
S~ h .
" Wbematicy yo). 12(35) — Fascicola 1/1970

b .
n (2) de la relation d’ordre < on déduit I'existence de deux
0

r
z < U,. On peut donc suppose
§i 7,€9y, alors Q, & Dy, donc U, <7t < U

: i il existe I'élément
La topologie 4, vérifiant I'axiome de séparation T,il e
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On distingue les cas:
(1) Y. N0, € (N, N).

De 0, € N” il 1ésulte ¥, N O " N’

0, € N’, donc: <1 aET(N,NUN)' Deo¢e
(¥ [ 0,) N 0, N’

On a:

=400, N (v
% « Oa 0

@
02 n p&"”a = T(N”).
De Oa =N il Iésu]te:

%N (. N0, &N

La famille N” ¢
¢tant 4- ;
Donc 0, 1) ( o-anneau il en 1
L (%o en résulte: O J
duit ; Qa Eg‘lr ' Pz) S@qtlcfj)ﬂz_ s 0 i (oso; N Oa) € Dy .
3 o

La théoréme ar conséquent U <t ;
2-

est démontrg.
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SUR LES ESPACES TOPOLOGIQUES DOUES D’'UNE
MESURE

par
PETRU PETRISOR
a Cluj

Dans cette note on recherche quelques propri¢tés des espaces topolo-
giques donés d’une mesure cn étroit rapport avec la notion d’espace d’'in-

terpolation de type (i, j) introduite en [5]. :
Nous rappellerons que si p est une mesure définie sur la c-algebre

@ de parties de I'ensemble X, alors une sous-base pour la topologie &,

est la famille des ensembles:

[
(4, B, =10 : 4 <@ < B)
bles Y C X localement p-mesu-

rables)et 2 est une relation d’ordre sur la famille &(X) des sous-ensembles

B . 2 . -
A < B st et seulement s’il existe un g-anheau

8 de sous-ensembles de X tel que B—As8NMH4) et B est p.—me_surable.

En ce qui suit on va montrer que la topologie &, vérifie. I'axiome de
séparation T, si la mesure [ vérifie certaines conditions. A cette occasion
limportance de la notion de mesure compléte-Dedekmd [1], ressortra

mieux.

ol B € M#(@) (la famille des sous-ensem

de X définie de la sorte:

olong.ment v de la mesure . a —» R non-né-

v
yapport a Pordre < alors Uespace

éparation Ty N
_ouvert le l'espace X

THEOREME 1. Si foul p7

gative et finie est comj)let—Dedekind par
topologique (X, §,) vérifie Paxiome de S
g 1a famille de ensembles &
X = G) x X)].

Démonstration. Soit

et ¥ = (U, :G §} ot U, = (G X6 U [



