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Assume that S = A(Il) where

ﬁ:ﬁp;" with ;ck = 0.

k=1

aT G T b, ~-b

Then — = h' - 211 +m =1 k,
© ap, P'- + P,- k pk

The nonnegativity of g_: leads to

TP % 4 mb, > 0.
k

Suppose %' = 0. Then the necessary condition for ¢; to be no

tive is whenever ¢; is nonpositive the corresponding
negative.

l’lnega.

4. Examples

1) Let WI)=TI, ie. S=11 p* with 3¢, = 0.
k=1 k=1
Then & — % [ 4% and
0pi P &k

P,

)

(24) g = Yo g g,
Pk k
2) Suppose A(Il) = In IT.
as

In this case 22 — % ap4
0pi  pi

> L] by l;lﬁk
The parameters by and ¢,
to satisfy conditions b,
k

range of arguments ?1,
negativity of (23)

in these examples have to be so chosen
=1, \L;Ck =0 and also provide for a give!
-+ Pn and m, the nonnegativity of the g; and
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b; has to be noy |
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SUR LA REPRESENTATION NOMOGRAPHIQUE DES
EQUATIONS SYMETRIQUES A QUATRE VARIABLES

par

MARIA MIHOC
Cluj

Dans ce travail nous donnerons une autre méthode de représentation
nomographique des ¢quations symétriques 4 quatre variables qui est
compléetement différente des méthodes étudiées par E. A. siLarva [2].

1. L'équation linéaire compléte 4 quatre variables a la forme suivante :
Agxyvau + Ayxyz + Ayxyu + Agxzu + Agyau +
(1 + Boxy + B,xz + Byxu + Byyz + B,yz + Bgu +

+Cox+C1y+sz+C:ﬂ+Do=0:

oA, (i=0,4), B, (i =0,5), C
mériques. ' .

L'équation (1) admet une représentation nomographique a l'alde
d'un nomogramme constitué de deux nomogrammes 2 points alignés et
4 échelles rectilignes réguliéres et projectives. .

Si Ay=%0, alors au moins une des échelles rectilignes, qui ,e_ntrent
dans la constitution du nomogramme est projective (c’est ainsi qu'il peut
arriver des cas ol une, deux, trois ou toutes les échelles rectilignes sont
Projectives). ,

. S14,=0, alors ou bien toutes les échelles du nomogramme de I'equa-
ton (1) sont rectilignes et réguliéres, ou bien dans la constitution du nomo-

§ramme entrent des échelles rectilignes réguli¢res et projectives en différentes
Proportjons,

(t =0,3), D, sont des coefficients nu-
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2
; : ndentes aux nomogrammeg 5 .
es équations de Soreau correspo ¢ -
aIignIe"s a céchelle:s rectilignes projectives qui entrent dans Ty constipy (;EZ
du nomogramme sont les suivantes:
pw + ¢ 0 1 pw + ¢ 0 I
x + a 1 hz + i ii_k 1
@ 0 e =0, D =0,
oy+d  fy+e 1 b+ m pu + 7 ;
ey + 1 ey +1 nu + 1 ny 4 1

i I'échelle commune est celle de la variable w, et les consta
:ufl ?hi ez' 5 kL om, m, p, v sont les parametres des échelles du pq.
xﬁoéra;nn:ie.’ Annulant un des paramétres b, e, 7 % I'ECIIFJIE rectiligne
projective qui contient le paramétre respectif devient une €chelle réguli.
o Mais les équations du type (1) n'admettent pas toutes une représents.
tion nomographique de la forme (2). Pour que cette rep

Dtes (l’ b, c’ d

possible, les coefficients de I'équation (1) doivent satissfaj

Te au systéme
suivant de conditions (voir (1])

A4(BiCy — ByC,

Ao(BiCy — ByCy)
)

AD(BIDO— C0C2 Al(AsDo N Bsco) -

) - Al(Aacs - BzBs) o Az(Aacz - BlBs) =0

B)  A(B\Bs — B,B;) — A,(4,B, — A4,B,) + Ax(43B, — 4,B) = 0
— A(4,C, — A4Co) + B, 438, — A4B)) =0

— B ) = 0.

(
o(Ascz — BBy) =

Ces conditions assurent le com
tions nonlinéaires, dont les inconnu
les du nomogramme composé,

patibilité d'un systeme de seize 'équa-
es sont les seize parameétres des échel-

2. Les équations symétriques linéaires 3 quatre variables ont la forme:

(4)

Axyzu + B(xyz 1 Xy - yau + xzu) 4 o
+ C(

xy+xz+xu-|—yz+yu+zu)+D(x+y+z+u)+E=0v

On remarque que I'équation (4) est un cas particulier ‘de 1’équation

e

(“°“A=Aw3=m@=i@Jm=&u=Eﬁ.D=QW=Q&

E=D,

.. Le probléme se pose de déterminer les conditions dans lesquelles
T'équation (4) se représente 4 1'gig

» : ellx
¢ d’un nomogramme constitué de d

a points alignés, A échelles rectili
nomOg

résentation soit |
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gnes et projectives. En

tres mots, quelles sont les conditions dans lesquelles I'équation (4) se
,ﬂ.u ré >

forme (2)?
mettre sous la
eutces conditions résultent de (3).

Les trois premicres équations du systéme (3) sont vérifiées identi-

nt pas les coefficients de 1'équation (4). Le derniére équation, qui
e -
s,léilrli]t sous la forme:

(5 A(CE — D*) — B(BE — CD) + C(BD — C¥) =,

i 1 12 .
la condition de représentation nomographique de I'équation (4) par un
o ggramme composé 4 points alignés, donc aussi la condition de compa-
nom npos
tibilité du systeme:

e(n — pj) — (e — bf)(l — hp) = A
e(l = 7)) — (e — bf)ym — hr) = B
c(kn — p) — (¢ — bf)(k — ip) = B
d(n — pj) — (1 — bg)(t — hp) = B
)

otk —r) — (e — bf)(hm — ir) = C

d(1 = 1j) — (1 — bg)m — hr) = C
) d(kn — p) — (1 — bg) (ki — ip)

I

ac(l — rj) — (ae — f)(m — hr
— )kl — ip

)
ac(kn — p) — (ae )
ad(n — pj) — (a — gyl — p)

)
)

Ak —r) — (1 — bg)(km — 17

ac(k — 7) — (ae — f)(km — ir
ad(1 — 1j) — (a — g)lm — I)
ad(kn — p) — (a — g)(kl — if) =
ad(k — 7) — (a — g)(km — ir) = E.

I

2
C
C
C
D
D
D
D
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Les solutions de ce systéme donnent les valeurs des
échelles du nomogramme. Celles-ci sont:

AD — BC + V(AD — BC)* — 4(AC — B*(BD — o)

Te = 24C — BY) ;
i _ 4D — BC 4 V(4D — BC)* — 4(AC— BY(BD — ¢3, .
Al 2(4AC — B?) e

foB=de (AC—BYa+ (BD—C)b— (4D — B
e (AC — B?) — (AD — BC) b + (BD — C%) p2

(AC — BYa — (4D — BO)ab+ (BD—C¥b ..
(4C — B) — (4D — BC)b + (BD — ¢y b °
_(AC—BYa+ (BD — CY b — (4D — BC)
" (AC—BY) — (4D — BO b+ (BD — ot |

4

C — Ba (AC — B a — (AD — BC)ab + (BD — Cyy

L (AC — BY — (4D — BC) b+ (BD — cy 42 &7

; B—da k C— Ba 1
i=kh P —— L,
S —ab) p  f(1 —at) p
™ k=l+ Db—C  D-—Ca C~Pb . D—¢a
) dj(1 — ab) dgj (1 — ab) e(l — ab) Je(l — ab)
B — A4a
} = A 8
F—ay 20
m — C— Ba _[l Db =~ € D~ Ca )
I —ab)]' '
_C( — ab) — B(a —g) ,
Hn = .
dg(1 — ab) t £
p=_1_ , e — ab) — Ble—g)lk — D(1 — gy + Cla—g) .
1 — & dg(l — ab) !
?’=-1.+-_Dt_c__ D—Ca |
7 4l —ab)  dgi(1 — ap) ’

Le paramétre J se détermine par la relation :

km — iy == P —Ca
S(I' — ab)

; les paramétres b, ¢, ¢, & peuvent prendie
» & la condition que celles-¢f ne conduisent pas & 13
€s projectiv

minateurg

4

Pa ramétres dES
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Au cas général, de 'équation_(1), 1a compatibilité du s
ations a seize lnconnues (Iles Parametres des échelle
dqu nt arbitraires), a necessité quatr
{:SEZS de I’équation symétrique (4)

ystéme de seize

: _ s, dont quatre
€ equations de condition (3)). Dans

riqu 1ous avons une seule équation de con-
gition ((3)); les autres trois étant vérifiées 1identiquement par les coeffici-

ts de I'équation symétrique. La compat1t31hte du systéme (6) requiert
dnﬂC trois autres condltm{ls, qui sont données par les relations suivantes
egtre les parameétres des échelles du nomogramme ;

d = ac
8) —ktt P = 1
kl—ip=m — by,

Si, une expression des dénominateurs des formules (7) ou (7) s’annule
alors les valeurs des paramdétres des échelles du nomogramme se calculent
par résolution du systéme (6) en tenant compte de la condition qui inter-
vient a4 la suite de 'annulation du dénominateur respectif.

3. Nous citerons comme cas particuliers intéressants du probléme
étudi¢ ceux auxquels U'équation (4) se représente a I'aide d’un nomogramme
constitué par deux nomogrammes a points alignés a échelles rectilignes
régulieres et projectives. )

Parmi ceux-ci dans ce qui suit nous aborderons le cas auquel trois
échelles rectilignes sont régulicres, et la quatrieme écl_lelle est rectiligx}e\et
projective. Cette situation s’obtient si dans les équatmns' (2) on considére
b=¢=j=0. Avec ces modifications le systéme (6) devient :

cn =
c =
clhn — p) =
dn — (I — hp) =
acn + f(I — hp) =
c(k —7) =
d — (m — hr) =
) d(kn — p) — (kI — ip) =

ac + f(m — hr)

aclhn — p) + f(kl — ip)

adn — (a — g)(! — hp)

Ak — 7) — (km — r)

ac(k — r) + flkm — 17)

ad — (a — g)(m — hr)

ad(kn — p) — (a — g)(k — ip)
ad(k — r) — (a — g)(km — ir)

1 T T
SECECECEVESNo N ol Wl "I VIR VIEN
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La résolution du systéme (9) conduit aux situations syjy,

) Si B=0 et AC — B2 =0, alors les solutions du systéme
a =% -
_4p-BCt VA . [ _B. J=Bq:
T2 = " 94c — BY
_ 4 _AD—BC,
f=-1 F=d ==
*_BD , C _ _ c
i=Ba— C—S=24 Thtrh; k=r4 Sy

(10) 1=Aa—B+(AC_B"+ir)h; m=Ba—C + hr:

B2 B
AC — B2 A .
H = i ) j’ = " + =7V,
B b3 B
ABD + B:C — 24C? + YV A}
1.5

2B(A4C — B3

ol

A, = (4D — BC) — 4(AC — B)(AD — C?)

Ay = [C(AC — BY) — A(BD — C?) ]2 4 4(AC — BY¥BD — C¥),

et le parameétre % reste arbitraire.

Les conditions de compatibilité du systéme (9) sont les conditions

(5) et (8).

Les positions des échelles du nomogramme en fonction des valeurs |
des discriminants A;, A] et des valeurs du parametre /2 sont portees at

tableau I.

b) Le cas B=¢0, AC — B* =0, qui implique la relation I —hp =

T Mm —Jir) entre parametres (c'est-a-dire le parallélisme des écl(llellif:
ive de 13 §

des variables z et %) conduit & la disparition de I’échelle project
variable 4.

c) Le cas B = 0, qui implique ¢ = () (c’est-a-dire le parallé

échelles # et ) conduit a 1a superposition des échelles de ces deux VAT

ables.

“ Refncltrquc. Les situations b) et ¢) ne peuvent étre prises en €O
ra 10(111 ala représentation nomographique de I'équation symétrique, 0sé:
que dans ces deux cas i] est impossible d’utiliser le nomogramme comp

antes .
(9) sont.

lisme des

nside
parf.' e
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Tableau I.
—
;
5
\
4,20 | \
A’2>0 X v z u X Y Zz
N 7 w \ A3
\ N
48,0
, X y z u X y
W .
4,=0
’ X Y z o - b
45 50
s [>] e
Aq "'-0
X y z u i L
A’z-_‘o
L WL
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. isati i duisent 4 diverses aut i e

Les autres particularisations, qui conduisent , AULLOS et tions de compatibilité du system i - !
sons d’échelles rectilignes réguliéres et projectives se traitent ge 1;1b1pa1. Les condi P ¥ ¢ particularisé sont :
maniére en partant toujours de la résolution du systeme (6). Mg

. B(BE — CD) + C(BD — C) =0
4. Mais si dans le systéme (6) en plus de I"annulatjon des par 5

H = . a ama
b, e, j, on requiert de plus 'annulation du parameétre 7, alorg l'éq?ll:tt-res
] y Jo : 101] |
1 »

b et
(4) peut étre représentée par un nomogramme composé 3 Pointg al -

s T p=—1
et A toutes les échelles rectilignes réguliéres. T
Dans ce cas A =0, et I'équation symétrique (4) devient - ®) =

Rl 1 =m — hy.

B(xyz + xyu + xzu + yzu) + C(xy + 2z + xu + 3z 4 gy =

Les valeurs des paramétres obtenues des formules (12) conduisent 2
(4') +a) +Dx+y+z4+u) 4+ F =0, différentes positions des échelles du nomogramme, qui peuvent étre sys-
tématisées dans un tableau analogue au tableau I.
Les équations de Soreau sont: '

Tableau II,
pw + & 0 1 pw J- ¢ 0 1 | 7 h+0 h=0
(11) 0 zx+a 1=0; |hedi 2 44 =0 il a
cy +d  fy+g 1 w +m  pu -y 1 a
\ b ]
oit on a conservé les mémes notations pour les Parametres des échelles |
du nomogramme, A So | x g
a) Si B=£0, a la suite de la résolution du systéme (6) particularis¢ 2 z u x J % -
de la sorte, on obtient les solutions suivantes :
\
_caVal - T AY 3
a= T 5 C = B; d = Ba s
_ — 1' _— — .9 2
TOE e ,
. c a,=0 | « y z N y =
(12) i=B(a+1‘)+‘E+7Jh; k=r+%;
L n
l=“(B+h); Mm=DBa—C 4 rh:
; 7 & il résulte ¢ =
— b) 8i B = 0 (donc les échelles x et ¥ Sfmt paralléles) i ; .
Pe 1, L i '\/A; =0 et leg valeurs( des paramétres trouvées a la} suite de la re§o:)1;t10n glli
oy, § K F o= 2B ; Systéme conduisent a la disparition d’une des échelles des variables ¥

\ U, et donc a I'impossibilité de 1'utilisation du nomogramme.

ou & : TR . ' : 4 : ate

4 % reste un parametre arbitraire et le discriminant Aj a la valeur: 3. De I'analyse des divers cas possibles étudiés ci-dessus, on Ciﬁiﬁme
' ' : ue les nomogrammes qui entrent dans la composition dltll Vréﬁwégontenir

Al <=4Bp 3Ce, Composg, correspondants a4 une équaticn symétrique ne pe
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tles. Ainsi qu'il résulte des tableaux I et IT 1,

s du point de vue affine, qui se rencontrent SS Setleg
échelles du nomogramme concourent dan’s uOnt Cel.

les cotés d’'un triangle. 1 Point,

des échelles parall
situations distincte
les dans lesquelles les
ou sont disposées sur

Institut de ¢q]
de l'A‘gaz_iémie de lg ;?uélmb.
Socialiste Roumanie c;,lfq“c
» Cly
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oN THE HOMOMORPHIC PRODUCT OF HAAR MEASURES
by
PETRU T. MOCANU
Cluj

1. The aim of the present paper is to verify the associative law for
the homomorphic product of the Haar measures.

First we recall the definition of the homomorphic preduct of two in-
variant Haar measures [1].

Let ¥ and G be two locally compact groups and ¢:F — G a conti-
nous and open epimorphism of F onto G with kernel K. We denote by
7, y and z generic points of I/, K and G respectively and by dy and dz the
left invariant Haar measures on K and G respectively. One prove that

there exists a unifue mapping
71 H(F) = HK(G)
such that

fesr), x &F 55N ex)]) = | fx) dy

K

g‘s usual, we denote by H(E) the vector space of the real-valued conti-

Sp:cues E};’lth compact supports functions defined on a locally compact
The 'homomor hi |

; : phic product of dy and dz, denoted Db dx = dyXdz

1s defined by the formula 7 7 i’

vieu®), (=) ax = o)) dz

F

One Prove that dx is a left invariant Haar measure on F.



