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. oints of the interval [—1, 1], ¢, ¢, ara . .
where oc,tpn ;{t; ?;E’b:;t_n}?ispalso well-known [7] that in order to detegﬁ?ts'

:Ifx dls:g;; Dizy, 2 TR) it is sufficient to evaluate the expressiop
e T y A2
.| flz) ]
in|=——
(16) jerelfe)

TR), the complement of 9 (z;, 2o, TR). A sty
iy 5 ha)t the extremal functions have the form Ay of

where 8, &C9
(16) yields the result t

3
Flz, A by, o ba) = kzl 7S, t,),

3 .
where A, =0, You=1and{ & <—1, 1>. Hence in order to find the

k=1 . .
constant m(a, p, TR) we have to fmdln}m l2l, s =1,2,8,4,5,6 where
'k
z, are the roots of the equation

Flz, A, 1) = pF(a, N, ).

Unfortunately, except for the case considered above, we have not been
able to obtain a complete answer.

4. Conclusion

As noted above pMocaNU had considered the problem of finding
the minimum in (2), with § replaced by the general class S of univalent
functions. Although our geometric method has wide applicability, we
have not been able fo apply it to this very general case.
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DETER-MINATION D’UN INTERVALLE MAXIMAL
D'INTERPOLATION

rar
DUMITRU RIPIANU

a Cluj

§ 1. Dans cette note on applique un procédé indigué dans [2] 4 Ia
détermination de l’intcrva]le_nmxuna.l de non-annulation pour les solu-
tions des équations différentielles _prises _dans un certain ensemble.

On considére une équation différentielle du second ordre de forme

normale
(I y'(x) + ay(x) ¥ (%) + ay(%) y(2) =0,

dont les coelficients sont des fonctions A dérivées premitre et seconde

. cntinues et uniformément bornées dans l'intet.'v_alle [0, 00). On désigne
- mr L= (I, 1) une paire de nombres donnés, finis (/g =’ 0), par a = a(x)

la fonction-vecteur (a,(x), a,(x)) par @, .(x) la solution de 1'équation (1)

Qi vérifie les conditions de Cauchy @a1(0) = lo 94(0) =/ et par

0, %.5,z) Iintervalle ouvert a droite (et fermé a gauche) de lp-llgut’.(iﬁ
Datimale dans lequel on a o) (¥) = 0, quelle que soit 'équation |
dont la fonction-vecteur a vérifie les conditions requise_s dans 1hypoth€38
tel C-dessous, c'est-a-dire qui appartient 4 un certain ensemble & de
elles fonctmx}s, le nombre p étant égal 2 0 au a 1. ) a dé-
¢ probléme consiste dans la détermination (ou du moins dans la .
w on inférieure) de ce nombre Ap,p . Nous allons utiliser dans le ca
enéfﬂfﬂnt’}e particulier @ de fonctions-vecteur -a le ggqcedé Ililsel;t:;;ﬁ_
1 = "L S1 ﬂeIO
nent par a)\;‘on inférieure du nombre 2, p,, (que nous g |

e procédd suppose remplies les hypothéses suivantes:

2y p : I poz’ht M
e °thése H,. d court Pintervalle [0, oo), le porns ‘&
ordonnes By = “1%")?73:7; zz(g?rest situé dans un domaine fermeé (D),
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i b >
borné dans un plan rapporic aux axes 08,8, M\ Parc BC,_ C g, £ i,

& équation B = P(B1) ¢ par son symélrique BC_ C par rapport 3 Var,

P(g) est une fonction donnee, non-négative et a,deﬂ\_fees premy. b,
secolnde continues dans lintervalle ouvert (b, ¢) déterminé pay deuxe .
cines consécutives b et ¢ de P(By)- g

|
L (5)C,

(D)

ol 5 60 (c,0)|C B,

L

Fig. 1
Hypothése H,.
1° Les fonctions de la variable o,
@ A~ (2)) = 2VP(o) [2P(0) — o P’ ()] — P*(ey)
A*(a) = — 2VP()[2P(ay) — o P'(ey)] — P"*(wy)
ont chaqune dans Uintervalle [b, c] un nom*re fini (aw plus) de racines.

o . " .
2° Les fonctions A~ () et -‘1;(—&’)— h woni aucune racine commune
2VP(y) Iy

. Pl .

et les fonctions A*(w,) et _la) + % wont aucune racine commune (dars

Pintervalle b, c) BVP@) -k
3° L'une des fonctions — 24 _ 4 ou e 4 b qu moins ¥
r‘lC‘iﬂ.e dcms l'intervalle [b’ c]z_vp(“l) lo 2 vp(al) i

Hypothése H, Les dérins » de

jout Hy. Les dérivées al(x) des coefficients a1(%)

i?{”?;;’}t de _la Propriéié que Ia fonctionl-(liv)nite de tgtte suite 5_0””{;,’5%
w B} =1,2"...) de telles fonctions ne posséde pas de point

e
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. des racines @ distance finie, exception faite des wnitervalles éventye]
uul"‘“’" s celle fonction est identiquement nylle, uels
f e

5

ir sortuler I’hypothése H,, nous désignerons par «

fonction-vecteur minimisante (avec o(y) g ¢'(0, g)))=s Sl&%
) & qui jouit de la propricte que A est la plus petite racine po:c)i2

w0 fonction @g(%)- (a. LASOTA et z. op1ar, [1))

otheése H, La fonction a,(x)

h Hji)grt intervalle [0, AJ.

T e I'exposition, on entendra sans autre spécification par
'Po‘slrd'une ¢quation” les racines de I'équation en question comprises

fac! (;'intervalle ouvert (b, ¢).

dansDans ces conditions, on peut utiliser le procédé suivant pour déli-

r inférieurement le nombre A.

ne change pas de signe quand

mite
orocEpf. 1° On désigne par o7 = {pi ;1 & J" =1,2,...,i7} l'en-
emble des racines de l'équation
{ I) (zl) _ []
(3J 24 \"“("'l) ,0

On résout les équations A-(z,) = 0 (de(2)) et

1
t a,

I(5)72P(s) P(s) — P*'(s)]
S Pisj 4Py Py — 25P'(s) YV Ps) — P7(s))

!

CH07(w) = exp

ds =0

S st

}

| ; ; ;

; De la premiére on ne ret’ent que la plus grande et la plus petite des raci-

| meset on désigne par £~ U'ensemble des racines des deux équations obte-

- nues de Ja sorte. A cet ensemble on adjoint le nombre b et on désigne par

iopd 1 0 " i % :

| = {59? k=1,2, ..., kY} I'ensemble ainsi obtenu. On choisit parmi

f Q H e ] . /1 ’ b b i (=

‘ - plmms (pi", 59) fournies par p~ et sD (cest-a-dire par le produit p= X
XL%) celles pour les quelles les trois conditions suivantes sont remplies:

2) o7 > gD

b) la fonction

()

2P(s) P”(s) — P ()

G-_ S = — — ,2
() VPs) (4P(s) Y Pls)—2sP'(s) Y P(s) — P (s)]

&t négats ; 1
thnegatwe ou nulle pour c@ < s < pi et c) toute fonction F~(s) (ave;c
i ) =c- (s)) reste finie dans cet intervalle. L'ensemble des paires (pi's

= Magy
Malica Vg, 13 (36) — Fasc. 271971
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oy Frinied Ti—:_ I g o g
ck@) ainsi obtenu est désigné par = {(p[ﬁ, )i e ]_1_.} " J‘_ﬁ »
Pl;i;n un ensemble vide, ou bien un ensemble d'indices 1,2, . A et iy
K] ; R " ] o
désigne par 2 = mm_G—(p,:l, o), olt "
i
) f'EEJL’
© G=(p, o) = g G~ (s) ds

P

avec C"(s) donnée par (5).

99 A J'ensemble £- du point 1° on adjoint le nombre ¢ et on désigne
par z@ - {Gk@); =1 B coay k®} I'ensemble ainsi obtenu. On chojsi
parmi les paires (p7, o) de o= x 5@ celles pour lesquelles les congi.
tions suivantes sont remplies:a) p; <oi”; b) G=(s) = 0 dans I'intervalle
i =S= Uk® et ¢) F-(s) reste finie dans cet intervalle. On désigne par
EE{ = {(P!z, G‘!_Zl) )t E]@} I'ensemble des paires obtcnues de la sorte et
par 22 = min G- (7, 7).

.12
€T

3° On designe par p* = {pf’ yte Jt=1,2,...,1"} 'enscmble des
racines de 1’équation

Flor sts i, b P/(w,) 2

i S S

On résout les équations A*(al‘) =0 de (2) et

®) Ppu—exp L S PORPEY P9 = PU9) g
2 3 PO 4POVPR + 2PV Pl - PG

=

De la premiére on ne retient que la plus petite et la plus grande des raci-
nes et on désigne par I+ l'ensemble des racines des deux équatlons_ob-
tenues de la sorte. A cet ensemble on adjoint le nombre b et un désig®

® -
par %= {G’*®; B=1,2 ., k®} 'ensemble ainsi obtenu. On choisit

* Ici et dans le r

: i
. este de la note, les & S — lores gras dgslgncnt u
dice d’ordre et non u , cmbres éctits en carac g

ne puissance,

i @)
| par E‘é‘={a;4);k= 1,2, ..., A

oyl & . m . ,
- ={(P?ﬁ. 0!.‘) e _]E'} I'ensemble des paires obtenues de la sorte
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’ + @ + €) : _
Jes paires (pi"» ok ) de- PTX Z +°eue‘°“®POUT lesquelles les trojs condi-
paﬂlﬂ antes sont remplies: a) pi > o} b) la fonction
u i
gons ®
2P(s) P"(s) — P"(s)
G+(s) = T B(e) 4 P6)V Pl — 25 P\ P =
(9) V P(s) {4 P(s}V P(s) sP'(s)Y P(s) 4 P ()]
igative oU nulle pour Gk® < s=op et c) toute fonction F*(s) (avec
st B " : .
§F+ % — G*(s)) reste finie dans cet intervalle. On désigne par ):5:3:

-
=

EEES "
:111i11_G+(Pi‘. Gi ) ou

13
ied”=

d’{( g M) EJE} I'ensemble des paires ainsi obtenues et par 32—
Dy MU 4

awee G*(s) donnée par (9).
% A lensemble X+ du point 3° on adjoint le nombre ¢ et on désigne

I'ensemble ainsi obtenu. On choisit

{

T
¥

q ;4 .Y
parmi les paires (g7 a,,ﬂ") de g7 X ¥ celles pour lesquelles les trois condi

: : . : Y - i
tions suivantes sont remplies: a) g < 6i’; b) G (s) =0 pour pi <

B
Ve ; w M _
s o et ¢) F*(s) reste finie dans cet intervalle. Cn désigne par X

et par

| E=min G+ (o, off),

.

igd—
9" On a la délimitation

_ ) N
(1) a) )\;)\L‘J ou A= }\E‘ ou l;}.ﬂ ou 2 == A~ donc

b) }\2 )\Q = min (7‘-E, )\.@, )L@, }\Lf)-

S 7 . P =
4§ % Nous prendrons dans 1’énoncé de I’hypothese H, P(f)
= po — ’
o 1 ~g%) (one & — 0, ¢ = 4/3) et nous présenterons ¢
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THEOREME St dans les nolations du § 1, le domuine (D)

la boucle de la cubique @ équation Pf = — ﬂ1 ~ 75 ) alors :

<pl=‘/—(\/3—1+\/24—\/3 “2\/M)

< — 2 on a la délimitation inférieure
3

y3
7=+ V3 s
azlf=2 i3 ds
2 S 2
-l (-]
RAE V3 Vs
ol
=P~ 3t — o BT 3)
Sip>—=,o0na
p¥ __-?_ v_
R;AE':_EI —Vé"‘" 3s -
2 e e -
s 3 / s 3s 2
V-l Vg -]
ol
ot =Y 14 30 1 VBT I
Démonstration. Les relations (2) donnent
4- e 45 5 3 2 g 3a,)?
"= L/*s “11/1 ~j= 2]
(]2 At —_ 3a, 2
) (o) [ a1 %_)]

* o= — 1,39

Szp—._l

Iy

6

est hmu é ]5

<

7 ISR e B

[!EﬁgnuaxAT'.tw‘\‘ DUN INTERVALLE MANIMAL “"‘NW'RNL{"(:Q\;
&)

209G
t trace en pointillé dans g 2 Ta fan
ne (I)‘.l t" s \ ‘\\ ‘ La o -
?loﬂl)nag’owede les racines La fonetion 4 (=)
1 . e
__ﬁ;—\o l—~-:j)t‘t~xl:klm -8 p—
0 { ¥s ¥ Yo | avee

I TR ez

i 132

24

3 &L
> 9Y/3

(¥3,0)

A

>

Fig. 2

3
admet la (seule) racine

i wiad b "/;(4—39 — p V3(4 + 3¢%)
¢ R F1 o 3‘ oo
3 I,a formule (4) donne

Tableaun 1

d)“(zl):exp_l_ A (zw-‘/) Frt‘ J ds
L (g lgeelgi -t

2
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§ e it ’
'aide du changement x = l/\3 ( I —%) on en déduit

d- (ocl = const ]/VB ‘1 “‘ (V\/B (1 — 5 ) (2‘1/3));

(o) sl)“‘(l/g(l_?%) ) (VB(I—W,)

_1+VS+2\/3 ]/vs

a,
)+ 1) exp A, arctg

(—1+\/5+2v3)

xV2l—(1+V3) + V5 + 2 VBl + (V3 — 1) (—v3 + V55 zvﬁ)]®<o

l/g[_(wvg)ﬂ/s'-;-m/s‘] '
-1

Bpos e =
1Vs12y3 @

[(6%J§+3Vs+2\/3)x

La valeur des constantes A,y Ay, Ay n'intéresse pas, attendu que la fonc-

tion

V3 (1 — ) — 3, ne s’annule pas dans l'intervalle [0, V3] 1l en

résulte que léquatwn (4) n'a pas de racines.

e~ & (0, ¥/3)

Leusemble p~ est donc composé du nombre p- de (14), au cas of

(au cas contraire, cet ensemble est vide), l'ensemble -

des nombres k, et %, de (13), et I'ensemble 3@ des nombres 0, ko et by

(15)

Or1, (5) donne

. :
—y3 + Vs

V-5 lia )5 - - 2]

—_—

gl ) - (- )

G (s) =_3.

. 1
olt 8, = — avec 8, donnée par (13) et

!

)

.
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lte qu'une paire de la forme (o~ 4
11 en ! drisltg C)qdu Polnt 1° du procédé (Iés pole(g E, &l £
s tallt Jordre 1). D’ zlnlleurs t51 lé)n avait par ex. & = 1 onad o&mtmn
() latwll (12)) de [1], cest-a-dire X'(q)) = Gay) Queojoc'( )e_lllralt
\/3 ce qui ne peut avoir lieu, vy que le point i 0 et
h(,u) ?x" [0, 2] sur la boucle (S) de Ia fig. 2 T g paire (=, 0) 11(e)I o
es I;ucondltloﬂ b) du point 1° Vit que la condition ) exige que penépll:t
5 -
tquePOUISE[OP]Ona ‘/_+S<0 vu  que S pm <\/3<

75 \/5 » auquel cas pour § [0, 0~] on a

(Pk. k) ne Templit

4/ et 1a condition b) p7=Z ———
> 0.
g (iensemble Zj est donc vide.

5
9° I,'ensemble T~ est constitué par les nombres %, , Ry et ‘/g Tag
paires (p=/'ko) et (p~» k1) neremplissent pas la condition c) du point 2°, T4

pmrc( {‘/3) remplit les conditions a) b) et c) de ce point si (et seulement

L g o > K,, donc (tableau 1) ¢ << ;. A cette condition I’ensemble ZEI
ot constitué par la paire (g, \‘/3) et ;

]
(5=, ¥/3) =SG (s) d

<]

1) W~ -

avec G=(s) donnée par (13). Si g = ¢, (tableau 1) I'ensemble i est vide,

3° L’équation (7) s'éerit 2 — 1’—‘ = —3 Vl , et admet la (seule)

facine

(4—3p + p V34 + 367).

8
I
a5
1—.
l

o [

0" (q, r (2_;—5] (\/ 'Vss] ds.

[w( e/s["l/ g5t ”

u . ; : s l'intervalle
) €as contrajra le numérateur de G~(s) de (15) changerait de signe dan
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A rside du changement % = ]/ m a5 e Ay
¢+(a;):'const.]/ e (]/\/3 )+ 1) v
e s)'(lVg(l—a“*—)+se)'(w/§(l~§;__)+
41— V5+213) ]/\/3 — +1] y
]/V’?(‘-e%)%(l—w/m)
[/ £l t0+v8) + Vs ozl

X exp Ag arctg

Vu que l'on voit de suite que §; > 0, 8; > 0, il s’ensuit que la fonctjgy
®+(a,) n'a aucune racine. Lensemble p* est donc composé dy nombyre

ot de (17), au cas ot p* & (0, \/3 (au cas contraire, cet ensemble est
vide), I'ensemble X+ est vide et 'ensemble X
La relation (9) donne

est composé du nombre (),

4 _
—V—3—+V3s

-l -1

2
P —o0 —— 00

(18) GHs) = -

¥ | —o0o r 0 ~ V3
Tablean 2

La paire (p*, 0) remplit les conditions a), b) et ¢) du point 3° du procédé
L’ensemble 2 est done, si p*t > 0, c’est-a-dire, conformément au tableau

2
2, sl p>— 3 ' composé de cette paire et

(19) ;\@ = G*(p*, 0) = SG+(S) ds,

ot

avec G*(s) donnée par (18).

'f ﬂ\/B[l —-—f:-] et on en tirera x = X(s
V3
quand x décroit de X(g7) =

pETERMINATION D'UN INTERVALLE MAXIMAL D'INTERPOLATION
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i LT Bi
gi atl contraire p = — 3’ I'ensemble $H ot vide,

" , 1ensemble s® est constitué du nombre /3. 15
pas la condition b) du point 4°. I’ensempie @

ile de voir que dans (14) t (13) o (__

paire (o*, {/3)
est donc vide,
—h] < kl: donc qu’au
2

5E =y Les mémes relations donpent d'ailleurs o, —

ge érifie
1 est fact

ableat! L
vs(¢s—1+V2<4—V3 = 2V5 4 34 VRS, 5
(11) donne A = AD avec 7\U donné par (16 sip>—2 (11)

donne

- lg, avec )\i" donné par (19), ce qui démontre le theoreme.

Remarques. 1. On peut facilement déduire les expressions (16) et (19)

de ;_@ et ?.E'-
A cet effet, on fera en (16) le changemeut de variables s = S(x) =

=43 l/l - ,Vf: de sorte que
raX \/3 =0, s croit de S(X(p7))=p" 2
SXW/3) = V3. Or, 'éyuation écrite au dessus de (14) et (14)-elle-méme

©o —
donnent x~ = 5/?:— (3p + V3 + 3£%). Par conséquent (16) s’écrit

§ .

g_ 4

” 1+ V3n
§(1 s (1 V2V a4 ) [1 = (0 + V5 +2VRx + 2]
3

s [1?’3’(.1-") —I:E'(O)] , avec

ax=

Pl = 2= V34 V5 2V3 o) + 1/5 + 28]
8Va+’\/
ctog| = L+ VTRV Vel e i) |

L1y Vo ava- Vali+va +Vor2vd)]

1+ _1+'\/5+2V3)27+x.+

T (i +Vs+2V3) s+l

1+vY3

4
8Vs5 +2v3

log
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—1+V3 : (1— = ;
+#—8—_10g|1h21—2(1 + V8w — 2y ] T
= Ve s ]/2(1+V3+\/5-2 3
+(=2+V | v 4\5+2y3 i
e e 1 —— e
X arctg\/Q(l + V3 + ]/5+2\/3)[x +'E(._ 1+ VS +2V§)I
On obtient der Ira. méme maniére de (19), (18) et (17).
}\I_T!= 3:‘33 _ 1 4 V3_ x2
x+(l + x)[] + (] i \/5 + 2 vg) X + :I:’_”:l + (l -+ Vs + 2 \/j) X . xi]
Yee I ! E '—‘ ¢ ) 43
) = 3'[F2(y3) — FZ(],
avec o |
| 6 _
=L g0 4 BT 3]
et | |
3. 2-ViiVitIvE T
P =iy V- 0+ Vo + V5 + 2v8)] x
o—
- x+;[1+V5+2V§~ ]/2(1+V§+ \/5 4-2\"3)}
og

+

x + ﬂl + V5275 + Vali+va+ \/ST;\EJJ

> 1+V3*ﬁlog |1+ (1 4 V5 + 2V3) # 4 =] _
854 2y3 1+ (t=Vs552V3) x4 2

_=14VE
—_—

(1 + 2
8

_ I+ 2% — 2(1 + V3) 42 + 249 4 24
2481 5 7aye) Velievs Vorave)
4\/5+2V:T
e : e =
) 2

lo

12

dx:
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L 2 [0, A] est un int 52 '
otervalle ferme |0V, 1 Intervalle d’intey .
3, m;ﬁ5 sations (1) dont la fonction vecteur ¢ apparﬁgﬁt‘f’ ’
1°. En effet, en vertu du théoréme de Starm toitl ensemble
7 défin “tion (1) qgelconque’_(pour laquelle 1a fon(‘:tion-;fect € solution
e 6qU Jys une racine dans I'intervalle [0, 4], donc en verty g
metall,f:3 pien conni, ?et_mtervalle est un intervalle d'interpolatioy, -
(1) (c est:a—dlre, pour rappeler |a définition bien PCO ation
| pou Jque I'on prenne les noeuds %, &t %, dang 0 7‘\]onnue,
P que o .= )
e (I‘;res y, et Yo il existe une solution y(x), et upe seule, de I'dquation
mmtelle que 3(x) = 3 et y(xs) = ¥s). I1 se peut que des ¢quations parti-
(El'iéres prises dans 1a classe considérée admettent des intervalles d’inter.
ciatioﬂ de la forme [0, 2] avec & > 3, ou méme qu'il y ait un intervalle
. =1 ¢ s ‘ .
iterpolation [0, 2] commun a toutes les équations (1) de la classe con-

Jirée avee h > n. Il serait peut-étre intéres§gnt de présenter les condi-
5?0115 relatives a la classe d dans le_squelles I'intervalle [0, A] est le plus
:rand intervalle d'interpolation (a origine zéro) commun 2 toutes les équa-

vons {1) de la classe envisagée au premier paragraphe,
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