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SUR UNE METHODE DE DECOMPOSITION POUR LE
PROBLEME DE PROGRAMMATION MONOTONE

par
STEFAN TIGAN
a Cluj

1. Du point de vu pratique il est souvent nécessaire de considérer
une classe dc problemes de programmation mathématique ayant une
structure spéciale, qui théoriquement peuvent se résoudre mais dont la
résolution cifcetive par les méthodes générales n'est pas possible & cause
de difficultés, dont 'une des plus importantes est la dimension du probléme.
Ce fait a suggeré 'idée d’obtenir des méthodes pour la résolution des pro-
blémes de programmation mathématique ayant une structure spéciale,
qui n'utiliscnt pas simultanément toutes les données du probleme.

Parmi ces méthodes il v a aussi le principe connu de décomposition
de paxTziG ¢t worLrk (2] pour le probléme de programmation linéaire,
oit la matrice des coefficients des contraintes du probléeme a une forme
spéciale. Ainsi qu'il est bien connu, ce principe réduit la résolution du
probléme initial a la résolution d’une suite de problémes de programma-
tion linéaire avec dimensions plus petites que celle du probléme original.

Le probleme considéré en (2] a la structure suivante. Maximiser la

fonction
(1) Z=3CX

dans les conditions

(2) Y A4, X;=b,
i=1
(3) B, X;,=b(=12...,7
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olt A; et B; sont des matrices de dimensions (m,X#;) et (m; X n,) TeSpect;
vement et Xi s (x'.l, S E x,-,,'_), C,v = (c,-l, ey ci"i)’ b‘- == ( e b ;_ﬁ
@ =12 ous; Ths il

Des méthodes de décomposition pour les problémes de Program
tion nonlinéaire ont été considérées par plusieurs auteurs, parmi Jeg Ele?-
mous rappe'lerons ROSEN [5], WHINSTON [6], zanowIny, [7), cuanpgy 1+

Dans ce travail nous considérerons une classe de problémes de r]'
grammation monotone avec des contraintes linéaires de la forme (2)= 2'
et pour cette classe de problémes on obtient un principe de décompositio
analogue au principe de décomposition Dantzig-Wolfe pour le pr 2
de programmation linéaire. Ce principe de décomposition pour le probleme
de programmation monotone contient comme cas particuliers le Principe
de décomposition pour la programmation fractionnaire obteny par §
CHANDRA [l] et le principe de Dantzig et Wolfe de décomposition pour.
la programmation linéaire.

2. Le probléme de programmation monotone consiste en la détermj.-
nation du maximum de la fonction monotone g

Ob]éme

(5) max g(x)

dans les conditions

(6) EIP, X; = Po
=
(7) %=00G0=12 ..., ),
ot Po=(dy,...,d,) et P;= (@ oo ap) 1=1,2, ..., 1) sont des
vecteurs donnés et x = (x,, ..., x,) & R".

On dit que la fonction g définie sur le domaine convexe D  R" est
monotone sur D, si quelques soient les points #! et x2 de D on a

(8) min {g(#), g(+*)} < g(t#* + (1 — 1) 2% = max {g(xY), g(x)},
quelque soit £ & [0, 1].

_ Pour la résolution du probléme de programmation monotone (5)—
(7) KUCHER [4], montre que l'on peut obtenir en certaines hypotheses
de différentiabilité de la fonction & un algorithme du type simplex. Cet
algorithme pour la programmation monotone différe de I'algorithme sim-
plex pour la programmation linéaire seulement par le fait que a chaque
itération on prend comme fonction a optimiser la fonction linéaire

©) glx) = %N

=1 Oxg

ot x* est la solution de base obtenue jusqu'a itération d’ordre %.

Des théorémes A et B de I'anmexe il résulte immédiatement Ia
remarque suivante.
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Remarque 1. Si le domaine K défini par les conditions (6), (7), est
borné, la fonction g est pseudo-concave* sur le domaine K et alors
Talgorithme du type simplex qui a comme fonction 3 optimiser, 2
chaque itération la fopctmn (9), obtient (en cas d’absence de e e
nérescence) une solution optimale pour le probléme de programmation
monotone (5)—(7) aprés un nombre fini d’itérations,

3. Nous considérons le probléeme suivant de programmation mono-

tomne.
Maximiser la fonction monotone

(10) fX) = fiXy, ..., X))
dans les conditions (2) —(4). Nous faisons aussi I’hypothése que les ensembles
K, = X, 20 BX, = b} t=12...,9%

sont bornés. '

Par la suite, nous montrerons que pour le probléme de programmation
monotone (10), (2)—(4), on peut obtenir un principe de décomposition
analogue au principe de décomposition Dantzig-Wolfe pour la programma-
tion linéaire. - ‘ ,

Soit X (k=1,2,...,h) les pom?s extrémaux de lenselm\bdle con-
vexe K, (i =1, 2, ..., 7). Du fait que len’s'cmblg K, est un 1;0 yédre con-
vexe (borné), X; & K; si et sculement s'il existe les nombres

(11) $;, =0 (k=12 ..., 1)
tels que
K
(12) kEﬁl sy =1
et |
(13) X,= Y ysaX!

La formule (13) peut encore s’écrire

kg
k
(14) X = ’; Sip Xij

) La fonction dlfféfentlable g R' - R eSt pseudo-co]lcave sur I{ si pOUI tout X,

2 € K, Ve — x) < 0 implique g(+) < g#), ob
dg (%) 5_5’(_’2)_
ve(#) =(a,,1 e
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Xf=(xf,,...,xﬁ,t_), =12 ...¥; =123, i u s B,

Des formules (11), (12), (13) il s’ensuit que le probléme (10), (2)— (4

est équivalent au probléme suivant.
Maximiser la fonction

Iy

(15) @(S) = w(Sy, S, ..., S,) =f(E s XTs «.

]1,
k
i 2 S, X,)
k=1
dans les conditions

y B
;; SikAiX? — bo,

h.
(16) I;s,-k::l =12 ...,%)

S0 (=1,2,...,7: b= L 2Zs o l),
ol
S=(Sy,....,S,) = (511, TUE SR E—"—

Si nous employons les notations
Pa=AXI (=12 ..7r;, k=12 e )
(17) I = P e) =1,2, ..., r; k=12 ...,h)
b= (b, ¢),

ou ¢; est le vecteur (0, ..., 0, I, 0,...,0) (1 ala jime place) et e est le

vecteur (1, ..., 1) qui a # coordonnd
pERS onnees, al S
se transcrire de la maniére suivante. 0 Je pkiEie fLay (18] et

Maximiser la fonction (15) dans les conditions

r hl'
; k_zlsi'kgik =

(18)
Sa=0 (=12, ¥ k=1,2,...,h)

O it 2
T voit que le probléme (15), (18) a Mo + 7 contraintes pendant que

le probléme (10), (2)—(4) a ;m,- contraintes de sorte qu'en général le

probléme (15), (18) requiert i
(2)— (4). ) Tequiert une base plus petite que le probléeme (10),
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Le théoréme suivant montrera que le problé
bleme de programmation monotone(.l e e 18k 1) e v pro-

THEOREME 1. Si la fonclion f est monotone et

o S ' seudo-conca

(définy par (3)—(4)), alors la fonction w est monotfne et pseuczi)z-ci)qg aH
sur G défini par les conditions (18). cave

Démonstration: 11 faut montrer que quelques soient S’ et S de G on a
(19) min {®(S’), w(S”)} < w(tS’' + (1 — #) S"') < max {#(S"), w(S")}

quelque soit ¢ & [0, 1].
En effet, si nous supposons, par exemple, que ®(S') << w(S"
il résulte de (15) et de la monotonie de la fonction f gm)e"_ (5"), alors

hy "
w(tS" + (1 — £ S”) =f(t gs;k X5+ (1 — t)Es;’,‘ Xk, ..,
= k=1

LR

k, h,
f;;s:k Xk (1 —1) ;s;'k X,k)z_f(zsik Xk ..

k=1

h'

“ E Sra Xf—‘) =
k=1

= w(S') = min {w(S’), w(5")}.

De !la méme maniére, on peut démontrer l'autre inégalité de (19).

I.a pseudo-concavité de la fonetion w résulte facilement de (15) et
du fait que la fonction f est pseudo-concave.

4. Par la suite, en partant de la remarque 1 et du théoréme
1 nous décrirons une méthode de décomposition pour le probléme
de programmation monotone (10), (2)—(4), qui est analogue 2 la
méthode de décomposition Dantzig-Wolfe pour la programmation liné-
aire. Cette méthode de décomposition réduit la résolution du pro-
bleme de programmation monotone (10), (2)—(4) 3 la résolution d'un
probleme de programmation monotone qui requiert une base plus petite
que le probléme (10), (2)—(4) et d'une suite de problemes de programmation
linéaire avec dimensions plus petites que celle du probléeme (10), (2)—(4).

Soit B une matrice de base (d’ordre #i, 4 #) pour le probléme (15),
(18). Alors le vecteur des valeurs des variables de base est

) = B-1b.

(SB ; B
: & wisg 85
ik ot r Emot v

Nous désignerons par S® la solution admissible de base du probléme (15),
(18) qui a les composantes
('U—_— 1,2, ---,MO+1’)J

B
S,‘vk” — Siukt'
jon admissible du

les autres composantes étant nulles et par X* la solut(lz)

probleme (10), (2)—(4), obtenu de S® par les formules
Nous employons également les notations:

XB .
V,—f(Xﬂ:(%ﬂ,...,gng) = 1, B 1 A
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20) =20 = v !
Wy = (w,-l,al 3 5 eg w"mo+r k,m+,)-
Soit # = (u,, u,), oit u, contient les premiéres m, Composantes (e -

et #, les derniéres # composantes de #. Alors de (17) et (20) on déduit

(21) Wiy, — %y = Wy, — W B-1 Gip = Wy — ul]bik — U,
= (V./(X5) — w 4,) X; — Ugy,y
olt #,; est la 7*m¢ composante du vecteur 4.
Pour déterminer si la solution S® est optimale il faut calculer

z = max (w;, — z;).
ik
De (21) on deduit que le max (w;, — z;,) est atteint dans un point
k
extrémal du polyédre convexe K, &

' ol il résulte que pour déterminer z
il suffit de résoudre les problem

es de programmation linéaire suivants,
(22) max Z(X}) ¢ =1,2,...,7),
: X,EK;

~

ol
Z,(X,) = (V. f(X5) — u 4;) X;

Supposons que les problémes de
les solutions optimales X; =12,

t=1, 2 iw iy 2.
programmation linéaire (22) aient
-+, 7) et soit

(23) Zi=2z(X) (=12

Alors de (21) et (23), on déduit
(24)

z=max (Z; —u,) = 7, — Uy
]

Siz=0, alors 12 solution de base SB
le probléme (15), (18), donc X®
bléme (10), (2)—(4).

Si 2> 0, alors SB et XB

est une solution optimale pour
est une solution optimale pour le pro-

ne sont pas des solutions optimales.

; ; 1 ser 4 I'itération suivante, on introduit (con-
fm;mement a la technique simplex) dans la matrice de base du probleme
(15), (18) un vecteur Quv = (Do e,) ot « X0

i ¢ B nous aurons une nouvelle matrice
- A A
de base B. Puis on calculera B-1 S8, X5

_ . » @5, 0 et on commencera 1'ité-
ration suivante avec ces éléments,
On a le théoréme suivant :

Ainsi au lieu de la matrice de bas
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THEOREME 2. 57 la fonction monotone [ est pseudo-concave sur le domaine
H, défini par les conditions (2)—(4), alors la méthode de décomposition pour

le probléme (10), (2)—(4) décﬂ'te ci-dessus détermine aprés un nombre fini
Ditérations une solution optimale.

Si I'on remarque que la méthode _dg décomposition pour la programma-
tion monotone décrite ci-dessus ne différe pas de la méthode de dec;omp?:
sition Dantzig-Wolfe pour la programmation linéaire que par le fait qu’a
chaque itération on change de fonction a optimiser, en prenant

X
1

(25) FilX)=2, 2,

i=1j axl‘j

()’( est la solution obtenue jusqu’al'itération considérée), alors le théorémg 2
résulte imméddiatement du fait que l'algorithme pour la 'programr’natm_n
monotone et 1'algorithme simplex pour la programmation 11néa1re'dej:erm;_
nent une solution optimale aprés un nombre fini de pas, et du théoréme 1.

Remargue 2. Nous faiso_nsla remarque que_gle la r;lét_lllode (111:e dfl:lcon;}-)tc;:
sition pour la programmation 1_11_01101;011@ il résulte aClt'en:]elfréciionlilaire
culier, Ia méthode de décomposition pour la p_rogram:ila 1(;0b1ém iy
obtenue par s. craxpra en [1]. Ceci a lieu Pf’llC(zque Iealpme . e)rong;m—
grammation fractionnaire Fs:c un cas pa_rt‘lcuhrif u pro t_en tie]islé oo
mation monotone (voir [8]) el le crltf:re (‘optlmicsa’ 1}(31: 1‘1]::11‘ oo o o
pour le probléme de 1)rc)g‘mmnmjt,mn_ fr_actl_ouna:lzréz peti 51(2)1 ero I
par I'application du criteére doptumsat_lon f( )t (lcfaire prog
monotone) au probleme de programmation fractior !

5 S0it & = (x; % oy 080 =1, 2 v )
5. Annexe. Soit 2’ = (a], ..., 1, 0. . 0), %
une goluti011 admissible de base du probléeme (5), (6), (7). Alors on a

Py= Ex: P,

1=1

Alors on a les théoréemes suivants (voir [9], [4], [10]).

THEOREME A. Si la fonction monotone g "EStk pseidz—fg;t):at\écle (i:;
le domaine K (défini par (6), (7)) et s’il y a un indice & (m =

, m 9 r
- B _ 5 Ay, >0

a,‘t’k t=1 x5

g(x") > g(*'),

12 — Mathematica Vol. 13 (36) — Fasc. 2/197i
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(27) xf’: (x:__tk .ylk’ ey x;,.—-tk ymk) O, e ey 0, tkl O, iela s 0)

et
b, == min * .
tip>0 Yir

Si pour un indice & (m < k <) la relation (12) a lieu et les inégalitgs
ya<0 (=12 ...,m)
sont satisfaites, alors
lim g(x") > g(¥),

=
ot #, > 0 est un nombre arbitraire en (27).

THROREME B. Si
a) la fonction monotone g est pseudo- concave sur le domaine K
b) la solution admissible de base %’ satisfait a la condition suivante’

dg( o |
(28) M—Ed'g—(ﬂyikée,k=l:2w-w”:

axy, i=1  0x;

alors x" est une solution optimale ¢ og '
monstone ) BT P pour le probléme de programmation
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