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SUR CERTAINES FONCTIONS ARITHMETIQUES
MULTIPLICATIVES
par
TIBERIU POPOVICIU
4 Cluj

I

1, Une fonction arithmétique f(n), donc une fonction (réelle) définie
sur l'ensemble des nombres naturels, est dite multtplicative si nous avons

(1) flab) = fla) £(b)
quels que soient les nombres (naturels) @, b premiers entre eux.

Dans la suite nous désignerons par (4, a,, ..., a,) le p.g.e.d. et par
(@, ag, ..., a,] le p.p.cm. des nombres (naturels) a,, a,, ..., a, Ies
nombres @, @, ..., a, sont premiers entre eux si ot seulement si
(a1, @y, ..., @,) = 1. Avec ces notations la propriété de multiplicativité de la

fonction f(n) s'écrit (a, b)) = 1 = flab) = f(a) ().

2. Dans le livre bien connu de g. pérya et G. SZEGG [3, p. 126]
on trouve énoncée et démontrée une intéressante propriété des fonctions
arithmétiques multiplicatives. Sous une forme un peu modifiée nous pou-
vons énoncer cette propriété sous la forme du

THEOREME 1. Si f(n) est une fonction arithmétique multiplicative et

ay, Ay, ..., a, des nombres naturels quelconques, mnous avons les formules
" (_l)lz—l
(2) f( [611, TR an]) T H (ﬂf((aﬁ’ aig' e ai/;)))
k=1 (%)

™ eyt v @) = 1 (LA o -y 2 )

1
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ot 11 @ésigne un produit étendu @ toules les (Z) combinaisons k a k, iy, %,

..., 7, des indices 1, 2, ..., n.

b}

Pour # = 2 la propriété revient a la formule

(4) fla, 8)) f([a, 0]) = fla) S10)

ot f(n) est une fonction arithmétique multiplicative et a, b sont deux nom-
bres naturels quelconques. Cette propriété est donnée comme exercice aussi
dans mon cours d’algébre supérieure (litographié) [5, p. 190).

La démonstration du théoréme 1 dans [3] et aussi seulement du cas
particulier # = 2 dans mon cours cité [5] est basée sur la décomposition
unique, bien connue, d’un nombre naturel en facteurs premiers. Dans la
suite nous donnerons une démonstration ne faisant pas appel a cette dé-
composition.

3. Pour commencer nous allons démontrer la propriété dans le cas
particulier # = 2, donc nous allons établir la formule “4).
Nous allons d’abord démontrer le

Lemme 1. a,b éant deus nombres premiers entve eux et d un troi-
sidme nombre natuvel quelconque, il existe une décomposition d = d'd" de
d dans le produit de deux diviseurs complémentaires d', d'' tels que Von ait

(5) @, d"y =1, (@ a =1 @b =1

Nous considérons seulement des diviseurs positifs des nombres.

Passons & la démonstration du lemme 1. Il existe des diviseurs de &
qui sont premiers avec a. Par exemple le nombre 1 est un tel diviseur.
Soit alors d' le plus grand des diviseurs de d qui est premier avec a et qui
existe puisque tous les diviseurs de d, donc en particulier ceux qui sont
premiers avec @, sont = d. Soit alors 4" le diviseur complémentaire de d'.
11 suffit de démontrer la premiére et la troisieme formule (5), la seconde
étant vraie par construction.

Soit e = (d', d'') et supposons que ¢ > 1. Nous avons 2ld”, d'olt ed'|d,
Eusuite de e|d’ et (d', a) = 1 il résulte que (ed’, a) = 1. Enfin nous avons
d' < ed’ ce qui est en contradiction avec la définition de d’. 11 en résulte
que ¢ =1, donc (4',4d") = 1.

Soit f= (4", b) et supposons que f> 1. Nous avons alors f|b, d’olt
(f, a) = 1. Ensuite de f]d"’ et (d', a) = 1 il résulte que fd'|d donc aussi que
(fd', a) = 1. Nous avons enfin d’' < fd' ce qui est encore en contradic-
tion avec la définition de d’. Il en résulte que f= 1, donc (d",b) = I

ILe lemme 1 est donc démontré.

Remarque 1. Tout diviseur d, de d et qui est premier avec a est un di-
viseur du plus grand diviseur @’ de 4 qui jouit de la méme propriété. En
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(i]ife[‘c(zideéi)l[cféifi'log,](dl, lu) :d (a’, a)( ; ldﬂ résulte que [dy, d')|d et ([dy, d'], a)=
= 1 ) ) - _: 2 onc ) ’:l, a) = 1. M i d’ = , ! . !
en vertu de la définition de 4’. Tl 1en résu)lte que [;lsd’] = d’[dlééinl%lg”

) ) 1 .

Remarque 2. Le diviseur d’ a été utilisé .
. r d’ a été utilisé aussi dans d’ A
mes par w. SIERPINSKI [6, p. 17]. autres proble-

4. Passons a la démonstration de la f

% Pa / stra ormule (4). Posons d = (a, b
2‘/5 ab’_ cfia ,ﬁojsdlg‘.z(ﬁll;)rs (i’dlfd)”:’ 1. Applilquons le lemme ‘1 aux norr(lb,reg
Tee N a = a, b=4"dv, (a,b)=dd’, J[a b]=

Mais, de (d@', ") = (d', a') = 1 il résulte que (@, d"a") = 1. De méme

nous avons (4", d'b’ ; " e IS gep € It
alofs e (@”, d'b') = 1. De la propriété (1) de multiplicativité il résulte

6) fla) = f&) fl@"a"), f(b) = f(d") f(d'}").
De méme de a,d"a) = (b, d"a") = H £ 1o r7r
et nous en dédui<sons “) ¢, a"a) il résulte que (d"a’, d'b') =1

(7) a, b)) = f(@) fd@"), f([a, b)) = fld"a’) fld@'D")

En comparant les formules (6) et (7) nous obtenons la formule cherchée (4).

3110115;. D.em’cintrons le thegréme 1. ?our démontrer la formule (2) nous
o ?Fioc‘éc]er j%mr 1riduc1;1011 compléte sur le nombre # des nombres a
t =4 la formule revient a (4) et est do ; 5 1 i

ot R e : nc démontrée, Supposons

que la propriété soit vraie pour #» — 1 nombres et démontrons-la Pppour e

T%b;&f; a; Ayy ey By (;:, > 2). Pour simplifier Iécriture posons B, =

— p N o ] 351 9

1/, a, , ‘k)), 1,2, ...,n et désighons par E, k=12
i 7 —E} lel:es nombres £, correspondant aux » — 1 nombres a, a

f o t A S

pa , L2, ..., —1 les mémes nombres correspondant, anu);

n — 1 nombres (a,, a,),

(4) nous avons (@2, @) o (@ -1, a,). En

tenant compte de

(8) f[la,, gy -

] an—l]: ﬂn]) 'f(([al) Aoy« v, an—ljx an)) :
:f([ﬂb Aoy + vy an])f(au)
et on vérifie facilement que
) E,=EFE; 1, k=12 ...,n

en posant £ =1, E} = f(a,). Par suite’d 1 1&té istributivitd
I ation ] (@ 1) Oet [a,nb], P avones a propriété de distributivité

(10) (lag, as, oo vay], a,) = [(ay, @), (ay, @), ..., (@,-y, a,)].
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Par hypothese nous avons

11

n—1 (
(11) f([aIJ “2; LR a?l-l]) :rliilE;-:

et en vertu de 1’égalité (10) nous avons aussi

n—1 *(“1)’6*1
) an—l]; dﬂ)) :}11[1 Eu

h =

(12) f((lay, as, - -

Compte tenant de (8), (9), (11) et (12) on déduit la formule (2).

On démontre de la méme manicre la formule (3).

Ie théoréme 1 est dome démontré.

Ia fonction arithmétique f(n) == n est bien multiplicative et la formule
(4) devient (a, b)[a, b] = ab qui peut se démontrer directement & laide
de 1a relation de divisibilité. On peut facilement écrire les formules géné-
rales (2), (3) dans le cas de la fonction fin) = n. Pour la formule (%) ceci
est fait dans le livre cité de ¢.poLYA et ©.572rRGO [3].

II.

6. La fonction arithmétique d’Euler ¢(n) (U'indicatenr) est bien multipli-
cative et nous avouns

(13) o(ab) = ¢(a) o(b)

si (et seulement si) (a,0) = 1.
On sait que ¢(n) est égale au nombre des nombres naturels <= » et

premiers avec 7.
Si la condition (a, b) = 1 n’est pas vérifiée la formule (13) n'est plus
vraie. En général si d = (a, b) nous avons la formule

(14) de(a) ¢(b) = ¢(d) ¢(ab).
On peut rencontrer cette formule, méme si elle n'est pas explicitée assez

clairement, dans divers traités. 11 suffit de citer ® nucas (2, p. 398

et 1. B DICKSON [1, p. 13].
Les démonstrations de la formule (14) ont été toujours basées sur la

décomposition en facteurs premiers des nombres. Il y a encore intérét &
nous passer de cette décomposition. Cest ce que nous allons faire dans

la suite.
%, Nous allens d’atord démontrer le
Lemme 2. St alb nous avons

( 15) p(ab) = ag(b).
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LTS
. (s .
On‘tl;\rguz dlezftgftlierons par alb le fait que le nombre b est divisible par le
ot , notation que nous avons déja utilisé & i
. sée da er
ittt j ns la premiére partie
1’1\ous pouvons donner une démonstration de ce lemme, analogue a
’
Ja « (211\101{sltrat1011 bien connue de la formule (13). Cette démonstration re-
vient & dénombrer les termes de la suite des ab premiers nombres naturels

qui slon‘t premiers avec ab, les termes de cette suite étant rangés, pour plus
de clarté, dans un tableau rectangulaire T

1 2 oo b

b+ 1 b+ 2 20

(16) l
(a—1)b+41 (@—1)b4+2 .... ab

delﬂ llikgifees et b colonnes de maniére que 1'élément de la (5 4- 1)<me ligne

'ft aj’ ‘t cplpnne soit z,b +- 7. On peut trouver cette démonstration dﬁn;

dous les traités de 12 théorie des nombres. Il suffit de citer le beat livre

e W. SIERPINSKI [6, p. 229] i ’ ars déj

B SR (6, p. 229]. On peut aussi consulter mon cours déja

Pour démontrer le lemme 2 considér
) : ' ons encore le tableau (1 [
démontrerons que, dans les conditions du lemme nous avons1 s o

(17) (0 + 4, ab) = 1 (4, b) = 1.

s En effet, rem{arquons que nous avons en général (o, By) == 1& (o, B) =
;ét(gf «ly) :S;'l et (o, B) = (o, B + yo), lorsque o, B, vy sont des nombres

urels. 5i maintenant (16 -+ 7, ab) = 1, il en résulte que (b + 7, b) = 1
donc aussi (7, b) = 1. Nous avons donc LA

(18) (16 + j,ab) =1 = (4, b) = 1.

Supposons maintenant , b) = ]

: T: ant que (7,8) = 1. Il en résulte que (b -} 7, b) =
d.znc (10 + 4, a) = 1, puisque a est un diviseur de b.qu e(n ri’sﬁltg 111
(16 4 4, ab) = 1. Nous avons domnc e

(19) (. B) = 1= (i + 7, ab) = 1.

De (18), (19) il résulte la formule (17)
8), 1 _ . De la formule (17) il résult
;1311§ chaque ligne du tableau (16) il y a exactement cp(b)(no)mbres )11‘e?n§1e1;e
ec ab. Le lemme 2 est donc démontré. ; ’

alll S p p ~ q
pl’lete X m e t cequly alellte a
l )\ el a o & rimee paI le 1emnle ’ S

Lemme 3. Nous avons

(20) 9(a2b) = ap(ab).
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Pour montrer que le lemme 3 résulte du lemme 2 il suffit d’appliquer
la formule (15) aux nombres a, ab, le second étant visiblement divisible
par le premier. Pour montrer que le lemme 2 résulte du lemme 3 soit a|b.
Nous avons alors b = ab’ et en vertu du lemme 3 nous avons ¢(ab) =
= @(a?b’) = aq(ab’) = ap(b). Il en résulte la formule (15).

Une conséquence immédiate de (20) est la formule

(1) (a™ b) = a"l¢(ab)

quels que soient les nombres naturels «, b, m.

8. Démontrons la formule (14). En posant d = (a, b), nous avons
dla, b] = ab. Mais d|[a, b], donc o¢(ab) = do([a, b]). En tenant compte
de la formule (4) il résulte que ¢(d) ¢(ad) = do[(a, b)) ¢(d) = do(a) ¢(b),
d’ott la formule (14).

9. Ia formule (14) peut étre généralisée et nous pouvons énoncer le

THEOREME 2. 4, dg, ..., 4, étant des nombres naturels el en posant
d = (a, ay, ..., a,), NOUS avons

il (;1)/¢—1 d
(22) I (H ola, a, ... 4 )) )

k d

otv I a la méme significarion que dans le théovéeme 1.
(k)

Nous allons faire la démonstration par induction complete sur le
nombre # des nombres a; Pour n = 2 la formule (22) revient a (14) qui
est déja démontrée. Supposons maintenant que la propriété soit vraie pour
n — 1 nombres et démontrons-la pour » nombres (n > 2).

Considérons les # nombres a,, a,, - .., 4, et posons d = (a,, a,, ..., a,),
d' = (ay, @y, ..., a,_y). En désignant par II'’ un produit étendu a toutes

(%)

n—1 .. L. - . ] /
les ( i ] combinaisons ¢,, 4y, ..., %,, £ & k des indices 1,2, ..., n — 1,

nous avons, par hypothese,

da’ n—1 , (_1)k41
(23) °@) _ (H ola, a, ...a ))

a’ E=1 \(k) ‘k
En remarquant que (d', a,) = d nous avons, d’aprés (14),

(24) o) elan) _ old)  _and (@) _ o)
. o(a,a’) a’ @(an d) Ay a
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En appliquant la formule générale aux # — | nombres a, a,
_ 1@, 4y a

oo By aa,, dont le p.g.c.d. est égal 4 a.d’ ot
rte "B ons e D& g »% et en tenant compte de

Y]

la for-

(25) (lﬂdi an H (a”(k—Q)(;::%) H, (ﬂ a

(_l)k—l
o(ay, a) k=2 (E—1) ¢ i gy Yt aik_l d”)) .

Compte tenant de (23), (25) et de

([e(@)) o(a,) = II o(a)

(n—1) n 1'1L_1 (n) TN

3 (11— g) (2Y)=1

E—1

de 1a formule (24) nous déduisons la formule

Hémont ) (22). Le théoréme 2 est donc

J’ai d’ailleurs démontré 1’

égalité (i ’ :
autre travail [3]. Dans ce tra B (%) dume autre maniére dans un

vail j’ai cherché a établir I'inégalité

(—ph-t

1

A

I ((1;[) o(a, a ... czik))

k—1

Ee . z r . .
Iégalité étant vraie si et seulement si les nombres ay, @,
b

miers entre eux, ..o, a, sont pre-

]00 I oul t(’IIIlllleI IepIGIIOHS le leIllIlle 2 aue (6]
T HI’:O:RI‘J\[ I 3. ZV 0Uus avons

(26) o(ad) < ag(b)

g Z/L. 4 ét VY ‘6 ) Sé & .Z e t@ n ;Z) ce nLier 0 t ve
Z . . o R 7 X1S une uISsanc eniier }75
e b 9/”7/ SOZi d’H)lSlee p(l? a. ’ p i
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De la démonstration du lemme 2 il résulte que nous avons (18) sans
aucune restriction sur a et b. Il en résulte que dans le tableau (16) chaque
ligne contient au plus @(b) termes premiers avec ab. L)inégalité (26) en ré-
sulte.

Fxaminons le cas de Iégalité dans (26).

Remarquons d’abord que si a|b™ nous avons bient Végalité (26). En

effet, d’aprés le lemme 2 et la formule (21), nous avons
o(ab™ = ap(®"), @lab”) = " ~'o(ab), ¢(b") = b""e(0)

et I'égalité (15) en résulte. _
Supposons maintenant que lon ait

(27) olab) = ap(?).

De la formule

(28) (@, D) = (e, ") (J~ b
(Cl, bllb—l) /

f % o

on déduit que la suite ((a@, b"))w=1 est non-décroissante. Mais (a, 8")) =
=a, m=1,2, ..., Il en résulte qu’'on peut trouver un nombre naturel
m tel que (a, ") = (a, b"*') = c. Nous allons démontrer que pour ce nombre
mon a a|b”. En effet, nous avons a = ca’, b = cb’, b+t = chb’ et (@', b'D) =
— 1 d’on aussi (a’, b) = 1. Il en résulte que (a', b™) = 1. Compte tenant
de (21) la formule (27) nous donne @(ab™) = ao(b™), d'oit o(a’) (ad™) ==
— agp(h™) gla’) = ca'p(a’d”). Mais ab” est divisible par ¢?, d’olt il résulte
que p(ab™) = cp(a’d™). Nous obtenons 1'égalité o(a’) ==a’ qui ne peut
étre vraie que pour @’ = 1. Nous avons done (a, b™) = a, d'oir alb™.
Le théoréme 3 est donc démontré,

11. Les démonstrations précédentes ne font pas appel & la décompo-
sition en facteurs premiers des nombres, mais seulement aux propriétés
de la relation de divisibilité et des opérations de p.g.c.d. et p.p.c.m. Ces
propriétés sont 'associativit¢é, la commutativité et la distributivité l'une
par rapport & l'autre des opérations (a, b), [a, 8], les propriétés c(a, b) =
— (ca, cb), cla, b] = [ca, ¢b], alb = calch, etc. Pour la démonstration de
toutes ces propriétés on peut consulter, par exemple, mon cours cité [5].

Remarque 3. Si nous faisons appel a la décomposition unique en fac-

teurs premiers des nombres naturels, la condition d’égalité dans la formule
(26) est équivalente a la propriété suivante:

Tout factewr premier du nombre a divise le nombre b.
Supposons que a[b™ oft m est un nombre naturel, De la formule (28) il

résulte que

m—1

=T )

9
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Soit maintenant p un f i

: acteur premi il résul
donc aussi que p|(a, b™). T,a ?ormu?z d(-e2963. nous Dl et I xésutte que b

nous mo ’3 "
ok O=h=m—ltelque p| [0, 5], 1 ntre alors quil existe
Supposo i N ) en résulte que pb.
ns mainte |
@ == puprn . pu 1 dflallt que pla = plb
b= pb p‘i P‘,a ccomposition de a en facteurs premiers. Nous avons
— 52 4 e r ¢, oll *
B P L Br Ba .., B, ¢ sont des mnombres naturels. Si
prenons un no :
mbre naturel m tel que m = max (% % o
nous avons albm. - ﬁ ¥ § o ey —
* 1 Ba By

v q [ 2
I equiv alellce deS dellX proprietes examinee eSt dOIlC deIIIOIltI ee
p S

a‘

si p est premier. Soit alors
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