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SUR CERTAINES FONCTIONS ARITHMÉTIQUES
MULTIPLICATIVES

par

TIBERIU POPO\/ICIU

à Cluj

I.

1. une fonction arithmétique f(n), donc une fonction (réelle) défi¡iesur l'ensemble des nombres nafureis, ãst dite muttr,ptiiàllz¿ si nous avons

(1) fþb) : f(a).f(u)

7s) ø, b premiers entre eux.

2. Dans le livre bien connu de c.. pór,ve et c. szEcO [3, p. 126lon trouve énoncée et démontrée une intéressant" piópiGe des'fänctionJarithmétiques rnultiplicatives. sous une Torme un peu modifiãe-nou, ñ;:vons énoncer cette propriété sous la forme du '
1'HÉ':oRÈME l. s¡ Í(?) est une_foncti-on ørithmétique multiþticatiue eteb ,2, . . ., a,, des nornbres naturel,s- quelconques, nori ,.uons lbs formules

(z) .f(la,., a,, . . ., ø,f): 
J, |rgt,(o0,, o,", . . ., aih)))(-'tr-'

(3) -f((ar, ar, . .,, ø,)) : f, (glr øit, 6t¡r, . . ., ø,01¡)r-'tn-'

-
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oìt, ll d,ésigne un þrod,uit étenclu à toutes tes ft) combinq'isons h à h, ir, 'i2,

, . . ., i'u des itt'dices l, 2, . , ., n.

Potr n :2 7a propriété revient à la formule

(4) f((o, b)) Í[ø, b]) : f(ø) Í(u)

oìlfþùestunefoetø,bsontcleuxnom-
bi"'r'rrätot"1s quel e comme exercice aussi

dans mon cours [5, P' 190]'

I,a démonstration du théorème 1 nt du cas

putti"-otl"r n :2 dans mon cours cité mposition
ã;iq;", bien connue, d'un nombre na Dans 1a

suitå íous d.onneronÁ une clémonstrati cette dé-

cornposition.

3. Pour corlmencef nous al1ons démontrer la propriété dans le cas

particulier n:2, donc nous a11ons étabTir la formule (4)'' Nous allons d'abord démotttrer 1e
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effet,de qrld.,.d'ld,-(dr, ?) . (d', o).: 1 il_résulte que !Qr, a,1¡a et [dr, d,,f, ø):: l(dr:a.),.(d:,o).)=.,1., donc.,'[d,, d,],.Ò,: ï. i{-åi. ;'; a'¡ai,'d.,1"1'¿,,
en vertu de la définition de d'.'Il-en i¿stilt" q,te ¡ar, A,j: al,'ao,nlîr1a;.

Remørqwe 2. l'" diviseur ¿t' a été utilisé aussi dans d,autres problè-
111es par w. srDRprNSKr [6, p. lj).

4. Passors à la démo'stration le la.,formulg ( ). posons ¿: (ø, b)et a,: tlø', b: db'. Alors (a,, b,): l. Appliquons Ieì"';;; t 
"o*,ro_br"Á(t', b', d, Nous avons c¿': d'd"ct', b ij- d,ìd,b,, 1r,-Oj": a,d,,,- l;,--b1 :: d,'b'd,"tt',

: (d',ø'): I il résulte qlue (d,', d"ø'):1. De même: 1. De la propriété (t) ãe multiptióativité it résu1lã
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Iremmel.a,xnuiersentreeuxetd'utctroi-
sièm,e nombre nøturei i déco,oþosi,tion d': d"cl" cle

i ài"t l,e þ,rod'wit d'e ct ,/s øires cl', d"'tel's qwe l"on ø¡t

(5) (d,', d") :1, (d', a) -- L, (d", b) : l'

Nous considérons seulement cles diviseurs positifs des nombres.

Passons à 1a démonstration du lemme 1 11 existe cles diviseurs de d
le 1e nombre 1 est un tel diviseur'

ø et qai
qui sont
re de cl'.
seconde

étant vraie par construction.
Soit ¿ : (d', cl") el supposons que ¿ > 1. Nous avons 'zld"', d'où' ed"ld'

Enstrite de elci' et (rt', n) :i il résulte qte (e!".t.o) 
= 

l'.Enfin nous avons

ã'; I,A,ce qui est'eá c'ontradictiotr urreõ la'définitiot de d,'.11 en résu1te

que c : 1, dottc (d', d") : l.
Soit f : (d", å) et supposons que Í> I' Nous av-ons alors flb, .d'oit'

(1, a)": (. nnè"ii" 'd.e flrl"'åt ça', ()-:^i il résulte qtte fd,'ld' donc aussi que

([rt', a\: 1. Nous "rróu. 
enli'n'cL"<Id' ce qui est encore en contradic-

i'i;ri J""" ir ìãri"iii"n de d,'. rl en iésu1te clue f : I, donc (d", b) :1'
Le lemme 1 est donc démontré.

Retmarque 1. 'Iout diviseur d, ded, et qui.est premief avec ø est un c1i-

viseur c1u p'lus gtu"ã-ai"i.""r ,l''de d qui fouit dé 1a même propriété' Ën

(6) f(") : f(tl,) f(ct,,ø,),f(b) : Í(d,,) f(d,b,).

, De même. !9 .@', cl"a') : (b,, cl,,ø,): I il résu1te q:ue(c\,,ø,, d,,b,) :1et nous en déduisons

(7) f((o, b)) : -f(d,) f(d,,), fk, øl) : f(d,,,ø,) -f(,t,b,)

En comparant les formules (6) et (7) nous obtenons 1a formule cherchée (4).
5. Démontrons le théorème 1.

,"', %- I 1es nonb,res -8,, corre_spondrnt a17x n- 1 nombres 611, Ø2, . .,ûn_ret par E;, -/r: \,2, ...','n - l^ les mêmes nomb.es ;;.*rË;"á^"t' {ün - | nombres (ø,, ø,), (rtr, ø,), ..., (øu_r, an). En tenãnt' compte á"(4) nous avol1s

(B) f(llar, az, ...,en_tl, a,l) ..f([&r, ør, ..., an_tf, a,)) :
: .f(lar, &2, . . ., ø,)) ,f(ø,,)

et on vérifie facilement que

(9) Ea: EiEî,-t, h : 1,2, . . ., n

:1_pot1"t, P;:,1,.Pð : f-(o,)-._Par suite de la propriété de distributivitéo.es opérations (a, ö) et lø, b), ro11s avons

(10) (lar, or, . . ., an-tl, øn) : l(ør, an), (ør, øn), . . ., (øn-r, øn)f .
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Par hypothèse nous avons

(11) .f(lar., ar, . . ., Ø,,-r1¡ :"nlr,i,

et en vertu c1e l'égalité (10) nous avons aussi

(12)

tt-l l--flÀ I

f(lnr, &2, . . ., ø,-'t), a,)) :,fl, E;

5 
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Nous désignerons par ølb le fait que 1e nombre ó est clivisible par le
lronrbre ø, notatiot'r que nolls avons cléj à utilisée dans la prerriière þartie
de ce t¡:arrail.

Nous pouvorrs clo¡ner une c1étronstration de ce lernrne, analogue à
l¿ cléirrorrstratiotr bien connue de la forr-¡lule (13) . Cette déniolstratiõrr re-
vient à clé¡otrbrer 1es termes de 1a suite cles aå premiers nombres uaturels
qni sont.preniers avec ctb, les termes cle cette suite étant rangés, pout. plus
cle ,:7arté, clans un tableau recta.ngulaire

t2b
b+l b-t2 ..".2b

(16)
(n-.r)b+. 1 (o-t)b+z.... ab

c1e ø lignes et ö colonnes._de nanière que 1'élément de la (i J, l)-tnc l'gr1^
et la j't''" colonne soit ib + /. on peut trour.er cette clémonstrátion cã_ns
tous ies traités cle 1a théorie des nombres. 11 suffit cle citer le beari lir.re
de r-._srrnplNÞ]<r 16, p. 229), on peut arrssi consulter non cours c1éjà
cité 15, p. 1821.

Pour clémontrer le lenme 2 corsiclérons erlcore le tableau (16) . Nous
dérno'trerorls ç[r1e, dans les conclitions c1u leuln-le nous a\/ons

(17) (ib + i, at): I e) (i, ¿,) : t.

En effet, remarclrlolls que norls avons en général (o., py) == 1 (l (o., g) :,:. (o., y)..1 "1 þ-, þ) : (", 13 + yø), lo.,-.sc1ue ø, p,'y 'sont des nombt"s
natnrels. Si maintenant__(ib -f l, øb): 1, if en résu1te'c1ue (ió -l ì,b):1,donc aussi (j ,lr) :. 1, Nous avons clonc

(18) (ib -l j,øb): 1 + (j, b) : t.

Supposorrs n,aintenant 
. eg" (1, b) :- 1. 11_ 

. 
e1 résulte qae (i,b -1. j, b) :. I

clonc (r'ó _l i, q):1, þtt,iscltte,ø est un d,íuisertr d.e b.- f1 en résu1tá que
(ib )- j, ob) : L Nous avoirs donc

(le) (j, b) :. r:> (ib ! j, øb) :. t.
Dc (I8), (19)..jI résulte Ja formule (17). De Ia formule (17) jl résrrlte rlue
darrs cbaq_rLc fignc clu tableau (16)_il y a cxactel¡rcrft ç(b)'nornbres 1,re¡rilrsavec ab. I,e lenme 2 est donc clémontré.

.. D'ailleur.s la propriété exprinrée par. le lemme 2 est équivalente àcclle cxprimée par 1e

f, e nr m e 3. Nous aaons

(20) q(ø,b) : a.e@b).
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(- r¡'t- t

Compte tenant de (B),-(9),(11) et (12) on décluit 1a formule (2)'
-On 

d.émontre d-é'1à'mèmê nianière lt'L formule (3)'

est bien multiplicative et la lormrrlc
se clénronl.retj' d.irectement à 1'aic1e

acilenent écrire 1es foimules géné-

Í(") : n. Pott la lotmule (2) ceci
et c;. s;¿rtcó 13l.

II.

6. La fonction arithmétique cl',Buler 9þr) (f iÎclicateur) est bien rnultipli-
cative et nous avons

(13) q@tt) : q(ø) ç(Ò)

si (*t seulcnrcnt ¡i) (a, b) : l.
On sait .1"" g("j .lt'egot" au nornbre des nombres tiattl¡els ;'- rt' er

ore miers avec n.o""S'i'iu äåìäit¡" (ø, b) :1 n'est pas véri{iót: la forr,rulc (13) n'cst lrhrs

otoiJ n" gãnétnl si' i' : (ø, b) nous- avors 1a formule

(14) de@) <P(b) : eQt') e@b)'

onpeutfencontlefcetteformule,mêmesie]lerr,estpasexplicitéeassez
claireme.t, dnns ,lil"is--traités, 11 suffit cle citer E.LUcAS [2, p. 398]

et L. E. DrcKsoN [1, P. 13].
I,es d.émonstruiiJos de'la fornule (14) ont été-toujours ba-sées sut la

dé"";po.ìü; à" fä""t** pi.ql:* deè 
'orn¡res. 

11 y a cncore intérêt à

;;;; ö;.;r de cetîJ-á?""rïrp"rition. c'est ce que nous a11ons faire clans

1a suite.

7. Notls a11cns d'abord dérrontrer 1e

L e m m e 2. Si alb nous ûuolxs

( 15) eþb) : øeþ)'
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Pour montrer que le lemme 3 résulte d.u lemme 2 il suffit d'appliquer
la formule (15) aux nombres a,, &b, le second étant visiblement divisible
par le premier. Pour montrer q11e le lemme 2 résulte du lemme 3 soit alb.
Nous avons alors b : øb' et en vertu d.u lemme 3 nous avons g@b) :
: g(azb') : ag(øb') : ap(b)' 11 en résulte 1a formule (15).

Une conséquence irnmédiate de (20) est la formule

(21) Q(a"' b) : s1"-tg(øb)

quels clue soient 1es nombres naturels ø, b, rn.

B. Démontrons la formule (14). En posant d: (ø, ó), nous avons
d,la., bl : øb. Mais d'llø, bl, donc A(øó) : dç(lø, bl). En tenant compte
de la formule (4) i1 résulte que q(d) ç(øb): dçl@,bi) ç(d): d,p(ø) q(b),
d'où la formule (14).

9. La formule (14) peut être généralisée et nous potlvons énoncer le

rnponÈup 2. ai, ø2, ..., fln étant cles non+bres nr¡turels et en þosant
d,: (at, ar, , ., an), nous aaons

(22) ,L (il e(on,o," ' . . oo)rt-rt/'-t :'ry

où fI a l,ø rnênoe significøyion que d,øns I'e théorème L
(É)

Nous allons faire la démonstration par induction complète sur le
nombre n des nombres ø0. Pou n, :2 la formule (22) revient à (14) qui
est déjà démortrée. Supposons maintenant que la propriété soit vraie pour
n,-l nombres et démontrons-la poltr n nombres (n>2).

Considérons les ø nombres aL, &2, ..., &, et posons d: (ør, a2, ..., au),
cl' : (at, az, ..., Ø,-t).En désignant par fI' un produit étenclu à toutes

les

(,r)

combinaisons lr, ír, ...,i;, /, à å des indices L,2, ... ,'11, -- l,
nous avons, par hypothèse,
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En appliquant 7a fonnule générale anx _n 
_ | nombres ø! &,,, ttr, a,,, . ..,,.., øn_r&,,, do't le p.g.c.d. ãst égal à &,d.,"t 

"" ;;;;;""_pt" de la for-rnule (91), nous avons

(25) ++: fr (o,,,,,-u(i,-i) rr, ç(ct. øq(a" d') ¡ -z I " 
{r,' 

-,, t t'- -' .','

Courpte tenant de (25), (2S) et de

(fr' v@',)) eþ*) : 
,t!,,e@0,)

&,, "' aio_,a,))(il' ç(o,,&,, . . . o,o)):

ooo-rorr))
(- r¡[-t

fI,
(h t)( q(a¡

: fI rp(ø. a.
(l') " "' 

12
ono), k :2,3, ,.. , lL -. I

t1'rrP{oo' 
Ø'" "' øa,,-r&n) : 

[rv@, 
oo, "' on,,)

fr

En remarquant que (d', o*) : ¿l nous avons, d'après (14),

,p(d') q(o") _ q(d') . and' . eþ") _ p(d)

" 
v@"d'\ d' p(o" d') an d

*D, t- t)t -t(h _ ,) (,;_- i,) 
: ,,

$:,ji,l.r:î"1e Q\ nous cléduisons la formule (24.n" théorème 2 est clonc

J'ai d'ai11eurs clénron'wé r'éga7ité (22) d,une autre manière dans u'autre tra'ail tgr. nans ce traviil jlãi'ch'erct ¿ e ãt"¡ii, ì,inégalité

-Ú, (ff Q(a,,ø0. '. ' o,)) 'ru. '< I

åìË:1t,5";13":;ç."t" 
si et seulement si 1es nombre s &t, az, . . ., a,, sont pre-

10" Pour termi'er repÍenons re renrnre 2 que nous allons gé'éraliser etcorrrpléter par le

l'HÍionÌ.ì¡lr.l 3. Nou.s øuons

(26) 
ç@b) 1øç(b)

l'égølité étønt uraie si et seøtlement s'il existe une þu,issance enti.ère þositiaede b qtû soit ctiaisibt, þ;;-";. 
"

n-l
h

e@')

d'

m-l (-r¡/a-t
(23) -IIþ:1 (il'r@n,øn,... û4))

(24)
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De la clémonstration dulemme 2 il résulte ql1e. l1oüs.avons ^(18) 
satts

aucrlrrc rcst'riction .;;';';;;. il--e,' résulte qtre dans 1e tableau (16) chrrr¡tte

lisDe c0nticrrt au plus g(ö) terrtrcs prcrniers'avec øÜ' I,'inégaliLé (26) crL ré-

sulte."''"'E*orttirions le cas cle 1'égaiité. dans 126) '

Rerrrarqrron, d';b;rJ-qn"-.i .n1ð"', 
,iãls'.íouo bie' l'égalité (2(j). Err

"f1"t,-ã';ìrtË.-i" 
t"-"t" z èt ta lormule (21)' nous avo11s

ç(ab") - øg(b"'.), 7krb"'.) - 6''-tg(øb), q(b"') -- bt't-[7(b)
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soit rnai'tenant þ un.facteur p'ernier de¿. Alors flø ctir résulte qre þ1b,,,rlonc arrssi que pr(ø, r,"'). r,u iot:ntuià lzo¡ ,ror. il;";;"'"i"rs qu,il existe
un ¡I, 0</¡< u¿, - lteÍ que þt(:;, a). n err résnlte qac þlb,

supposons rrrai'tena*t ,t..'f,l^\ pl, ,, p "", or"-',".. soir alors,: : þi'þi, þi, 1^ décompósitiór cte ä en fact'eu;;;r';;;r.. Nous avons6:Þ?'þ9"...þ9,r, otì þr,þr,...,Ø,, c sont des'o'rbres'aturels. Si
rlous prcnons un nombre naturel nø tel qlJe ruà max
notts avons ølåar,

dI az
",
g,Pr P!

eti éea'lité (15) en résttltc'
èî,i,otoì,t tnaintetrant tluc 1'on ait

ç(ab) : ap(b)

T,'équivale'ce des deux propriétés examinées est donc d.émo'trée

(27)

De 1a fornrule

(28)
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(a' b"-',

tré.

Renrørqr,te 3. Si nous faisons ?Ppel ¿ 1a décompotlli."]r uuique err f ac-

teurs Ðre'ricrs des ;;;;;"; ;;^turels, t" "ottditiott 
clrégalité dans 1a formule

ià6i- åJ ¿q"ivalente à la propriété suivante:

l-out facteur þretnier d'u tt'ontbre a' diaise l'e nom'bre b'

supposons qte ølb* oh n¿ est ur1 uo111bre naturel. De la fortnnle (28) i1

résulte que

Rcçu le 5. VIIL IgZl

n-l

(2e) (o, b'') : 
"[]o

&

(o, b')
b


