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SUR UN ESPACE QUOTIENT*

par

PETRU PETRISOR
4 Cluj

Dans cet ouvrage on continue I’étude d'une relation d’ordre définie
sur 8(X), ot X est un ensemble arbitraire, introduite en [6]. Dans les ou-
vrages [4] et [6] on a mis en évidence plusieurs propriétés de cette relation
d’ordre, en prouvant que 1'élément primitif (fondamental) de quelques prob-
lemes de nature trés variée est l'opérateur &, Dans cette note on prouve
en employant l'opérateur &, l'existence d'une relation d’équivalence X
sur I'espace g (X) et puis on montre que les espaces € (X) et Cx (X)/Z
ont les espaces de mesures topologiquement équivalents.

Soit X un ensemble quelconque, 2(X) la famille des sous-ensembles de
X, @ et & deux sous-familles de la famille 2(X). Par §,(4, &) on comprend
la famille des sous-ensembles de X définie par:

5,0, 8—(Y: 3 Yndes)

A#0, 1€Q

Si @ =&, alors §,(@, Q) sera noté avec d,(4). o §
On notera avec Q la famille filtrante de c-anneaux définis sur X et avec

3‘5.‘ la famille des g-anneaux & ayant la propriété: ,(4) = d.

~ Définition 1. Sotent AC X, BC X deux s_ous-ensembles de
Uensemble X. On dira que A <q B si et seulement s'il existe § & Q tel que

B-d4esna on acs,.

N

Mai *) Présentée a la session des jeunes mathématiciens organisée par I'Institut de Calcul
a1, 1968.
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106 : définition 1 posse :
La relation d'0rdre introduite par 1a d€ Possede les PrOpriggy,

ﬂvmﬂﬁ:

(1 SiACA'<ﬂB’CB’ alors A <g B.

@ e
» .14 9 on compte sur la définition précéde
Pour vérifier 12 propricte | existe § € Q tel que

nte, PUI
< §
Scq B il résulte qui T

p—-Aessna

. Dedc A’ on trowe: AN (B —A) =beg ¢4

oil &Egg ; ;

) =g,4). De 4 ﬂ(B—’A) = 0 il résulte que p _
4es @ =38 " has, B_ACB—4 o Bl .4
f(é,__ 49N (B— 4) il résulte que B—A & gr‘(is) et donc B _ 4=
; anég.s). La famille 8 étant un c-anneau on déduit que g, (3 e?t
un c-anneau et de 12 A <q B.

(3) Sid <qdet B <q B,, alors AUB<gAd,UB, et ANB <0 4,03,

Cette propriété se démontre de la maniére suivante: de 4 < o d, ¢
B <gq B, il résulte l'existence de deux ¢-anneaux &’ et 8" de la famifle
tels que 4, — A €8 4 et B,—Be&$8 N A On a I'égalité:

(A, UB)—(AUB)=[(4,—4) U €BIU [(B. — B) N é4]
De AN (4, —A) =01l résulte que 4 €8,(d, &) =7, (A) =4 et de

AN[4,—4)NeB] =8

%1} déduit que (4, —4d) NCB 9§, (@) = Q.
une maniére analogue on trouve que (B, — B) N € 4 = 4.
DegA N4, —4)NeB =08 il résulte que (4, — A)NCBE
ee, (@, 8) et de BN(B, — B)NCA = 0 8" on déduit que (B, — B
fn_t A8, (8, 8). De 'égalité §,(@, 8) | 9,(@, §") = §,(@, & |J &) et &
alt que Q est une famille filtrante il résulte que §,(@, 8’ |J &) est ut
gsngeau. Donc 4 \J B <gd, | B,. o
. Prouvera maitenant que 4 N B :
P <a 4, N B;.
P <t B D0y g
cue 4 €8(9) et Beg,@). De A (O (4, —A)NB=

=0 on déduit ) i
que 'ense — . - mille
5@ =aq, puisque 4 Em; leD(fl A) N B, doit appartenir a la fa

BNIB,-BNA41=6
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on Jéduit que (Bi—B) N 4, eq, Puisque B ga. Ey utilisant I'égalité
e B;) — (4N B) = [(4, — 4) N By (

ssultats précédents on trouve que 1’
r I;artenir 3 la famille 4. De L cnsemble (4, () B,) — (4 () B)

B, — B)n 4y
etle
doit 2P

(4 —4)NBE& AN[4—4)(Bl=bes

i1 résulte que l'ensemble (4, — A)( B, doit appartenir 3 1a £

D'une maniere analogue on a: (B, — B) N 4, S5,a,8) amille §,(4, §').

. Donc:
(4:NB)—(ANBsans,asys)
et de 12 on déduit: 4 N B <g 4, N B,.
(4) Si pour tout « €T on a A4, <a B,, alors Ur- 4, <qg U B..
e e acl

En effet, si 4, <g B, alors il en résulte f’existence d'un c—anneau'S =]
e Q'tel que B, — 4, €8, N Q. L’'égalité: ' *
Aan(Bd'__Aa)=gEa

fa

nlozli-t:e quon a A, € @ et 'égalité:
A, N [B« N ( ﬂrex‘la)] =0
ag

nous montre qu’on a B, N (M €4, €5,@) =4a. De 'égalité:
acll ;

B.N(NeEA)=(UI[B.N(NECA)]) N [B.N(NCA,)]
acl’ acll acll acll

il résulte que l'ensemble |J [B, N (M €4,)] doit appartenir & la famille
acl acl

g.(a) = d, c’est-d-dire que I'ensemble doit appartenir & la famille 4.
Dufait que B, — A4, = (B.— 4 N[U B.—4d)] et B,— 4. &
acll

€8,(4) il résulte que I'ensemble |J (B, — 4,) doit appartenir a la fa-
acl

mille g (8,), cest-a-dire | (B, — 4, €E8=MN7F (8) Puisque I’ensemble
acl’ acll
By A, appartient a la famille 8, et les ensembles A, et B, — 4, sont
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' eg,8,) et doncMCA, =g s '
disjoints, il IeSUlte que Aa e\ a acll @ c( tx): c est‘é‘
dire n €4a = .
ael

1, égalité:
UB—Y
acl’ =€
précédénts montrent que nous avons la relation :

_ B, —
) 4. = (&4l N IU (B, — 4,)]

et les Iésultats

U B. _—y4d, s

€l a€l
’ _‘_di ‘ ' A <ﬂ U E £l
c’est-a-dire e 4 eel &

Si pour lout « € I on a 4; <o B “lo"saQPAa <QanB°"

(5)
; i 3 I'existence d’'un g¢-

E ffet, S1 A <Q Ba: alors il en .I'esulte . G-anneau Sa

en 5 o e B L4 asNaondES 5, Puisque les ensembles 4, ¢

‘B, — A, sont disjointsilen résulte que A, & F,(A) et de A, N [(N B )0
. , ; . aer °

neA4,] =9 on déduit que I’ensemble ( QPB“) N € A, doit apparten

3 1a famille §,(d) = @. Cette égalité montre que I'ensemble U (N B,)()

acI’ ael

€A, appartient & &. L’opérateur §, est idempotent et donc B, &
€ 5,(8,) ce qui montre que B, & §,(J 8,) = 8. On définit §)(8) par:

E={: 3 ANY=0)

A+0, AES

et on prouve que F;(§) est un g-anneau.

En effet, si Y, et ¥, appartiennent a §7(8), alors il existe les ensembles

A=t 0, Ay =@ de & ‘tels que Y, N 4, =Y, () 4, = @. Nous avons: |

N—Y)N(Ai—4)=(¥,N4) NC(Y,UY,) =9

et 8 étant un g-anneau il résul i
1 ; teque Y, — Y, =§; S.Smt(Y,,i"GM
une famille dénombrable d’ensemblele,. 62 g (8). (]))e la_définition ¢

Vopérateur 8 il résulte qu'il exi
c c » — 0.
Bt T Selgtion qu'il existe I'ensemble A4, €8telqueY, An,

(gnngmﬁ=gﬁznmg=@
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o fait que § est un c-anneau on déduit que 1'ensemble

et d u Y, appartient

ille 9.(8). "
s 1a famill "
3 8§ on déduit que § C g~

cequie X e P q p =Y, (g et do *
Ppuisq Jopérateur J¢ il résulte la co)nditionn:C Bk

§). D fini-
P ( ). De la défini

Buﬂsa‘_—g

5,79, 5 €8
& de inclusion S, N (UQPB“) CS:N B, =@ on déduit que:
N B, §(8).
acl
L’ensemble Ur( B, — A,) appartient a la famille 8 et de 1'égalité:
«€

n Bm - n Aﬂ =aLeJ]."(Ba —"Aa)ln (nt)

acl acll acl

il résulte que () By, — N 4, € 8 N F;(8) = 8, c'est-d-dire M) 4, <o B.-
acl ecl zel acl’

6) St A <q B, alors il existe un ensemble C que A <qC <q B.
Pour démontrer cette propriété on désignera par T l’ensemble

{Y:Y <q B}

Puisque A & T il résulte que T=2@. Soit T = {Y,: « €T} C T totale-

ment ordonée par inclusion et ¥ = |J Y,. De la définition de I'ensemble
acl’

T il résulte qu'il existe un o-anneau &, tel que B-Y,e8,N4, on

dE8;s. Les ensembles Y, et B — Y, étant disjoints on déduit que

Yeg,8,), cest-d-dite Y € (N 9,(8,) =8 De Y €9:(8) et Y =V, CY
acI'

on déduit que ¥ —Y, & &,(8). Du fait que B—-Y, 4 il résulte:
Y,€a=9,a) et de Y, CY on déduit que l'ensemble ¥ appartient 2
la famille &, c’est-a-dire:

Y,<qY, a €l

¢t donc 7 est inductivement ordonné. En utilisant le lemme de Zorn il
Tésulte que T contient un élément maximal C, c'est-d-dire 4 <pC<oB.

@) Si A, <qB(e€T), alors U4, <aB

ecll
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JJors il existe utl c-anneau §; tel qye.

. <Q
ffet, St Aq
Ell ¢ B — A, = 8« n a

. C U 4, il résulte que:
et donc 4« 8 g (8,). Puisque 4. & }éJr g

V U A¢ e 5"(3‘1)

acl ael

et donc }EJrAa aQr %

1égalité: LA e O EE
(s 0 8- 4 =0 <5

conduit & B — LEJFAa &9 ,8)- 4
a _ 2
D'une maniére analogue on trouve que B aLéJr « S @ et done aLéJrA‘ <aB,

{8) Si A<qB, alors X — B<qgX — A.

Cette propriété résulte de Iégalité: (X —A) — (X — B) =B — 4 ¢ i
fait que 4 <q B.

Définition 2. On dit gu'un ensemble A est Q -équivalent & un ¢.
semble B, A s B, si et seulement A <q B et B <q A.

Soit p: 4 = R, une mesure définie sur. le s-anneau &, g8 =8&cCd
un ¢-anneau et B, la partie absolument continue de Ia mesure y par rapport

au c-anneau & (écriture: B, < ®), De la définition de la mesure §, m
trouve:

¥ 3 B(4) = u(d — B
4€q Beg

et B peut &tre relpplacée par n'importe quel ensemble B’ &% tel que B'D 5
La relation précédente peut étre écrite de la maniére suivante:

(1) Bu(xa) = wlxs-s)

| g
et donc B(z) = (), ot z= Z:

Iei B; est un ensemb] T

q
a; XAJ': 7= 21 a; AA4;—B -
e tel que: ”

: (3u(xdj) = P-(A,‘ — Bj).
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q
- Bj, Dj e et z”=;a,-hj

soit Ds Bu(2) (2" (") E -p;- De la définition de 1a mesure
. -gsulte: Bu(?) = B12') = w(2"”). En particyy :

1 resu,lte_ B it Tl particulier pour g, — s
T eyl SR I T YDA
tre que !¢ 7o — % — D) appartient a4 1a fami
%1;:(161) (la famille des sous-ensembles de X mesurables par rap;orf: TIII:

gesure ), puisque:

w((4; — Bi) — (45 — Dj)) = p(d; — Bj) — p(4; — D) = 0.

Bad et BN (4;j— Bj) =0 il résulte que 4; — B; g §.(8).
g'insejmble 4; — D; appartient 4 la famille §,(8) et Jiﬂ",(o‘ié) Iétante(u1)1 o-
Jnneau on déduit que (4; — Bj) — (4; — D)) g 9/(a).

Des résultats antérieurs on déduit:

(dj — Bj) — (4; — D)) & an+(@) N 8,(%).

Ja famille M*(@) appartient 2 §g, puisque §,[MHQ)] = M(@) et du.
résultats antérieur on déduit:

Ay — D= A, — B
La relation obtenue et la propriété (4) montre que la condition:

supp(z) = supp(z)

est remplie.

Définition 3. Les fonctions z et 2 s'appelent équivalentes si ef

seulement si supp (2) = supp (z). .
Soit €y (X) I'espace des fonctions continues & valeurs réelles définies
sur X, Des résultats antérieurs on déduit:

Bu(f) = u(g)).

3
fe@yX) 1r€€, (%), 9y <f

i amille de i ' fixe, forme une

- s fonctions g, telles ques Bu(f) = w(gy) pour f fixe, forme un

fy]:fse d’équivalence. Cetqtfe classe d’équ‘ivalence s'appelle la classe d'équi-
Soiince de I'élément f générée par la mesure p. _

Z* cette relation d’équivalence et 8g (X) l'espace des fonctions z =

—
L .
Alhematica — . 14(37) fasc. 1/1972.
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trace 1 lati
¢ ot ;e et ¢ €R La 'ra . a relation yw . SR(X
—,Z":aj %AJ e par 7%, On définit 1'application : )
gera (esignee .

g, : br (X) > = (X)/T*

5 [ lasse d’équivalence de I'él¢me it
_ (7], ob [Flest1ac t 2 g |
or £ s erée

par la mesure -

TEEOREME 1. Lapplic - "
1 1 e & ) z -—,_/— b4 els ue _
Démonstration. Soient z1,dzz P “lication p L Iésu?te gz, = oy
liquant la définition de I'app o que 1o pLa
;i-E izapgst nulle sur ensemble supp Pu. Orctiy
Il)e 321 =2z, il résulte que

ation g, est wne bijection linéaiye,

E| (21—22)(C)=f0 '

Lex

et de la définition de I'espace &g (X) on déduit:

1 — 2)(0) :jil“i %, (0 f

et puisque B (7, — 2z) = 0 il résulte que l'ensemble B; appartient il |
famille & Donc: ;

3 %p, (Q) =20, k

B;e® !

ce qui montre que I'élément ¥ n’appartient pas & l’ensemble B,—.'De
Bie® et B, <& il en résulte B,(B;) = 0 et donc Xp; est nulle sur et
semble supp B,. Dans ce cas les ensembles Bj et supp B, sont disjointt |

et de la définition de I'opérateur &, on déduit g (@
. quesuppBElz,'
De la définition de la relation <g et de supp B, € 9,(8) oﬁ déduit:

e

@ {8 <g,s) supp B,
puisque C & su
De (& supp pupli)l

W
Puisque {f} C B, wésulte {8} & §,(®) et donc supp B, <g,@ {9

on déduit qu’on supp B, <g,(®) B;.
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) et du fait que les ensembles B; et supp B,
De

que

sont disjoints on déduit

Bj <g,s) supp B,

fp L]
. d’une I'égalité: B;=supp B, et donc SUpp(z, — z,) = s )
ce qtéloit Y ’ensemble supp B,. Si Y €&, alors delg?,u <2)a5 ﬂufr}) Egsulte

ue Xy est nulle sur_l’en_semble Y, ce qui nous a amene’s 4 une contradic-
%on puisque I'application X, est nulle sur ~Y. Donc Y =@ — &,

’ q
peh— = ; ajXp; et Bj € & il résulte supp (2, — z,) D B; pour § fixe.
1 opérateur &, étant idempotent on déduit que

supp(z, — z,) € §,(R).

goit Y’ = supp(z; — z»). Des résultats précédents on déduit que Y &8
et Y=V De Y <g g Y il résulte

Y -Ye9,9)

etde Y N (Y — Y) = @ on trouve que Y € 9,(%) = &, ce qui constitue
une contradiction.
La contradiction obtenue montre qu'on a g,(z;) = g.(2,).

g
Soit 2’ €8p (X)/T* et u' = E iX4;-p;, Dj € ® un représentant de la
j=1

]=
classe d’équivalence [z’]. A I'aide de u’ on construite 1'élément :

q
Z= E AiYaj
=

De la définition de la relation B, < & on déduit B,(2) = p(n') et donc
8u(s) = [u'] = [2].

La démonstration du fait que g, est linéaire est évidente.

On définit 'application g, : Cp (X) — Cg (X)/Z* par g'(f) = [g/], ot
§; vérifie la condition : B,(f) = u(g)) et gr < f, c'est-a-dire que l'image par
8u de f est cette classe d’'équivalence [g;] dont le représentant vérifie la
condition Bu(f) = u(g) et g < f.

THEOREME 2. L’application g, est une bijection linéarre.

Démogstmtion. Soient f;, fo € Cr(X), fL 52 /e tels gfx(_fﬂ = gu(/2)
¢ la définition de I'application g, on déduit la condition:

Bu(fy — fo) = 0.
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:duit 1a condition : . R

_ < & on dé ) ' 1a fonction Q| aiX et ' = 1im ¢ |
De ]a re]atloll pl!- . O[] déslgne par zal.a ; J AJ etf ——1]:11 Zus On a pu(fl) =1im pu(Z;) —
iy == Zy) = ) i ! ; rren ©

£ =1limz, OU Zz = Z“?XB? _ lim p(za) b m « = /), ce qui montre Végalité g,(f') = £, est-a-

f fz i - "

1 - §=1 + est un application sur

et fi = f, OB -
rex

ce qui montre que:

E| Za(8) = O

el

La fonction Z, appartient a l'espace &g (X) et donc est de forme -

g
Oyt
2y, = Z\lﬂj XBJ
J:

ce qui montre I'existence d’un j, €N, tel que XB?: (€) =0, c'est-a-dire qQuon I
aleB* . DeBiceth, <8 il résulte que %% est nulle sur l'ensem-f

ble supp B,, Cest-a-dire B} N supp B, = @. De la définition de I'opératey |
g, et de la derniére condition on déduit supp B, € 9,(®). De la mém |

c e Q ‘
maniére que dans le cas de I'application g, on _trouve Bf-'_' = supp f, ¢ |
Y = supp B, & & — &. L'ensemble supp z, apartient 3 la famille §, (§ |
puisque Bj C supp 2, Donc Y’ && puisque & = §,(d), ol YV'=|

= SUPP Zo,.-
Des résultats précédents on déduit la relation:

Y <g,a) B;*

qui montre que Y <g4) ¥’ puisque BP C Y’ et donc Y' —Y ed |
Les ensemble Y et .Y’ — Y étant disjoints il en résulte que 1’ensemble 1'
appartient 4 la famille §,(®), ce qui constitue contradiction. La_CO"J"i‘
Eilc'gon obten}11e montre que la condition g (f) == g (fo) est remplie, €&
a-dire que g est une application injective.

de cette classe, ]R)gnz:/: une classel d’équivalence et h u p |

e

i

i

r
f=limz, on z, — I RS
] =1 ] ]

3 () =/(Y) g

; 5.

_ e £ ]ectlw’e. Le théoréme est démontré

dire Sqoit s & N et V, le sous- espace généré par Xy, Xy, ..., Xy oi -Zy
4 r

ot %? fonction caractéristique de l'ensemble Yiet Y, =8 Soit U, la
famille -

A:ACX, y,&V)

a théoreme de N. Bourbaki il résulte que U, est un clan. Puisque pour

I rpn&NonaU,CU, U,C U, ot »r=max (r1, 75) il en résulte
o0

tout 71,
que % = U U, est un clan. De la définition de U il résulte & C .

r=1 . w,e
it Y € 7,(®, U). De la définition de l'opérateur &, on déduit que la
conditiOﬂ 5

3 YNB,esu
B#9, Bye§

est remplie, donc on déduit I'existence d'un 7, € N tel que

Ayns, = jéi—\llaf Xy;
ot Y;ed 8 €Y N B, alors y,,(Y) =0, c'est-a-dire:

%m0 =0

et par suite { # Y;, ce qui montre que

(Y,CYNB,CY.

i=1
s
De ,-EJ, Yiea=g (®) on déduit Y e C 4 c’est-a-dire

g,(% ) Ca.
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; qf est un can,g @ . itz oy . OIteI
Pms'q:r?bu générée par 8% |
semi- . e a
sjyesd [,(® af), €] alors:

v YNBEE
BEF (&, at)

Du fait que {ensemble B appartient 2 la famille &(%, U) on déduit.
u Ia :

BN B, YU.
Bit9, B.€ESD

OnaBNB,ES ot donc B E8,(®) =& De la condition
n a 0
v YNBeC
B, €8 (&, W

et de derniére condition on

et done Vg @ Puisque 5’(&, e) g C. C’est—é.—dire on a

g[g,(®, U), €] C €

et par suite:

g (8, U) CI[F,® U, Ce.

En supposant remplie la condition :
gg,(®, u), €] ==C
on aura
eCg,®, ), e

et de la définition de I'opérateur § . on déduit

Y, €@
YiES[F,(8, W),

trouve que Y appartient a la famille §(g 4 {

i
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De 2 condition que Pensemble Y, appartient 3 1 famille
(T8, U), @
il réSUlte :

A4 Y
© Bes, 9, oNBase

ot de B € g,(®, U) on déduit

B.:.te,aa.eug BNB,egu

119

donc B &9,(®) = &. Cette condition montre que I'ensemble Y appar-

tienent a la famille §(&, C).

De X & & et du derniér résultat on déduit que F($, @) C € ce qui cons-

titue une contradiction: Y, €.

En supposant remplie la condition :

IF (D, U), €] =7,®, U).
On aura la relation:

g(F,(®, W), € C 9,(%, U).

Si Yos8[F,(H, U), €] — B, alors de I'hypothése ci-dessus on déduit que
Y,&9,®, U), ce qui montre que l'’ensemble Y, () B, appartient a
la famille U4 pour B, & & fixe et par conséquent Y, & & ceci constitue

une contradiction. Donc:

g,@® U CFE,B u),ClCe

et par conséquence @ est une semi-tribu générée par (&, U). Du rai-

Sonnement ci-dessus on déduit le resultat:.

THEOREME 3. & est une semi-tribu générée par §,(®, U).

Soit @ un ¢ — anneau (ot tribu) et & C U un autre o — anneau

tel que §,(8) = &. On suppose que & vérifie la condition:

2N{Ad:4=0, A ea})C9,a )

e — S A SRS
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1 J’espace des mesures définies sur Peg ¢

9“;“, “ 5 HQ) 2 P ’ Q
On : cgef&)l;;ru‘( ol o €St UnE MESUTE ayant la Propriété sujyay = Yo
tient Cr ’ .

g ..p. (13
S =L

Jlence de I'élément f inc,h}it.e par la

désigne V'espace des mesures définies syr Ca (X Te
ontinue de la mesure v par rapport 3 &, ) et Y,
o @R, |1 lle) = @ [1-11) par

t la classe d’équiv

gne, ||-11) on
ll;a;ag'tie absolument ¢
On définit J’application

L’} étan

O(w) = (g, M

THEOREME 4. Si pouy toute MESUTE | il eicz'ste la mesure
tmtC L, alors les espaces (1%, - 1lo) et (™, 1]-1])
! s uboloh ' he.

¢ topologiquement 150morp
" D?mofsgration. On notera par
dmettons que [y =% He: .
gn supposera remplie la condition $(py)
En ce cas on 2:

V 3 (g, -wd—Yd)= (g, w)d Y,

Acq Y€R

tel!ﬂ que

¢ Tapplication définie ci-dessyg ot

4‘(&1-2)-

pa—

On désigne par 8 la famille:

I:u_isque A est un ¢ — anneau il en résulte que & est un o — anne.
Joit Y € §,(8). De la définition de l'opérateur &, on déduit

| Y N B 8.
B0, BE §

‘laJm;)C B=4-Y,YNB=A"—Y,olt A et A" appartient &1la famille
- De cette represéntation on déduit 1'égalité suivante:

YNA—Y)=a Y,

qui montre que ¥ = (4 = ’ o il red,
i’;st-a-dirg Yes. (Dogl Ag)- () Y=° SDe A, A’ € @il résulte que 4 () A
en ' .
appartsi:fllt ;e?ayfo et'ﬁ{ —Y, étant disjoints on déduit que l'ensemt
dent il résult amille §,(8) = @ et donc § C & C U. Du théorem
e que & est le ¢ — annean générée par §,(8, U).

ple A-1r
e préCBP'

¥

R

5 SUR UN ESPACE QUOTIENT
| 121

Iﬂesufes gﬂ-u " P gﬂ-l g sont égales sur 8 et d
Lest sgaux SU . 9.,(8, 4) ([4], théoréme 3). @ onc leurs prolongements
so ant le ¢ — anneau géné-

rée d€ 7,(8, t) on en déduit que ces mesures sont égales sur @

= !L; il en résulte:

Pe =
3 P‘l([t}h]) == P-z([c;‘“])

(6] < s

On 2

(8, " w)(f) = !“'l(gu_.(f)) = (%), (gu. Tw)(f) = P-2(gu.(f)) = wa( 57

ot puisque &, - H1 =&, "I est vérifide sur @ on déduit que () =

L i titue un icti
= py(¥y7) ce qui cons e contradiction et :
tion 2inject1ve. o donc ¢ est une applica-
Soit v € (1%, ||+ 1]). On définit la mesure u par la condition

#(&) = v(f).
En particulier on a p([x,_y]) = v(x,), ce qui conduit & I'égalité:
P'[gu.(xA—Y,)] == V(X,,)

et donc

(gu. * ) [XA_Y.] = V(XA)

ce qui montre que (g, - p), = v, C'est-a-dire {(u) = v et l'application

. . 120
y est surjective.
On suppose que la mesure p, vérifie la condition:
gu.'u’ C e
Sl
En ce cas on a:

1901l = 1i(g, - wll = sup (g, - w)(g)] = sup lu(g, ()] = sup (L )]-
<1 <1 <1

De 'hypothese ci-dessus on déduit que I'élément ¢, appartient & la classe

d'équi .
quivalence Cj“- " et par conséquence:

= C}l’
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< 1 puisque [l S 1, est-a gi

|t

o esutte que 147l
De ¢, é,f il resu

On a
el = sup [e(%)] = Il

[ <1

-1 est continue.

l c .
Bl oit g € (O |I-]lo) on a:

Soit p= lim g,
a

fim o — o =0 et Tim 4 — $(p)[=lm g — )] = lim |y, — elo=g

Donc & est une application continue.
Le théoréme est démontré.
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OB OHOH TEOPEME BJIO)KEHUY
M. K. TIOTAIIOB

Mocxsa

§ 1. OGo3HaueHus M (DOPMYIMPOBKA OCHOBHON Teopemit

ByzeM, Kak oObluHO yepes L, 1< p < oo, 0603Hauate npocTpaHcIBo
pceX 2m-NepHOHYECKHX H3MepHMbIX QyHKuMi*, 11 Koropeix npu 1< p< @

21 ‘ 1,
i1l = (S 1o dx) <o,

0

anpu p = co Gynem cuuraTh, 4t0 L, = C, T.e. L, ecTb NpoCTPaHCTBO Beex
2n-nepHOAHYECKHX HENpeprIBHbIX (YHKUMH H

Ifls = max |f(#)| < e

I<rs<2m

Uepes ‘w,(f; ), 0603HAauMM MOZYJb IJIaAKOCTH (8 merpuke L,) mnopsika k
bynkuun f(x) & L,, T.e.

k
o, (f:8)p = sup |2 (— )" Ciflx — )| -
b <t ) P

v=0

———

. g
Beiony nuike Mu ne pasnuyaeM IKBHBAJIEHTHbIE ¢dyHKuHd.



