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SUR UNE STRUCTURE UNIFORME GENEREE PAR UNE

RELATION D’ORDRE

par
PETRU PETRISOR
A Cluj

Dans cette note on construit une structure uniforme générée par
une relation d’ordre définie sur £(X) et introduite en (3]. A 'aide de cette
structure uniforme on établit les conditions que la topologie = doit rem-
plir pour que l’espace topologique (X, 7) soit compact.

Soit Z 1a famille de c-anneaux définis sur X ayant la propriété suivante :

V. 3 x@E)=8
et ¥ex

et on désigne par <4 la relation d’ordre définie par:

A<s;B@® JB—As8§Na ot Ad&¥,,
: LIS

La famille & est formée des €léments 8 & % pour lesquels 7,(8) = 8. Par
U, ot § = Z, on entend l'ensemble défini comme suit:

Us = {(x.9) ZACxV EA'{JJ} <s 4}

» X
o

et on note par U la famille {U:8 & Z}.

THEOREME 1. La famille AU est la sous-base d'une structure uniforme.
Y définie sur X.

Démonstration. On note par A la diagonale de I’ensemble X. Pour
la démonstration nous établissons les proprietés:
(1) ¥ AE M T
: LIS ‘
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soit (x,x) EA et ACX 2

ette propriété, un
rc De {x} <g{x} et {x} C 4 Sous-enSemble
u

te]l que * &4
a-dire (%, %) € Us.

v 3 VeU;'-
(2) UsEU V=t

pour établi
quelconque
(x} <4 c’est-

On dédyy

[in supposant remplie la condition :

v UgzU;'.
UgeEMN UgEN
{On a:
-1
3 (%0, o) & Us
(%o ¥0) € Usg
qui peut g'écrire sous la forme suivante:

= (Y0, %0) & Us.

(%0 7o) EUs
De (%0, y0) € Uy il résulte la condition :

V {_}'0} <_§ .‘{ .
AcCc X, r, & 4

On a A4 analyser les cas:

() L'élément y, appartenir a l'ensemble 4. De v, € A il résulte que
{5y <g A, cest-d-dire (v, xy) S Uy

() yode A. En cc cas {vy) <g~ A et de {yo <gdet de (3}l
résulte que ~ A <y ~ {yg). Done {vo} <s X — {¥}. De la définition d¢
Ja relation <5 on déduit la condition X — {vo} =38 N d. L' opérateur
£ @ant idempotent on trouve que l'espace X appartient a la famille

nl8). Done X &d M 1,(8) et par conséquence 6 <. X.
‘ De’(ym %5) € Ug il résulte que la relation {x,} <g A pour 4 c4
fixe qui contient le point ¥, West pas verifide, c’est-a-dire:
Cur X == 9
1“'0) <s’- .
ACX, 3, € 4

Ea supposant , gu ol
b SUpBOsIE que A — (1) & 4. Si X — (xg) € o) = & Ao 8 2,
que les ensembles {x,} et X — {x,} sont disljogzlts on deduit que (%

e e e .
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! = = @ il résult
. t de {xo} n (A_ . {xo}) e que A — {x Ea . .
;ue ane contradiction. Done X — {xo} # & et par iog}séquenzeogu; .const1-

rgaPn(X_{xo})Ea-

De %, E A il résulte qufa_pour tout $= 3T on a {20} <s4 et donc
A —{xgy €G- De la condition ci-dessus déduit que ensemble :

(A — {xo}) N (X — {x})

- b1 ] . .
w'appartient pas a &, ¢ est-a-dire 4 — {x,} & &, ceci constitue une con-
tradiction.

si A — {xo} &8, alors xy & A.

En effet, si %, € A4 alors {%o} <g 4, ce qui contredit I'hypothése admise.
De %, E.A il résulte que A %8 puisque A =4 — {x}. De 9, 4
on déduit la relation {yg} <g 4, cest-d-dire 4 — {y,} = &', L’égalité
A—{yh) NX = A — {y,} montre que X s<(8N8§). Soit 8" &3
telque T,(8") = & .'De A € 8 il résulte que 4 & 7,(8") et de X & 7,[8N
Nr,(87)] on déduit que X & 7,(8') =8 Donc 4 C X. De l'inclusion
AC X il résulte que X — 4 €8 = 7,(8") et de:

ANX—4) =08

on déduit que 4 € 7,(7,(8"”), 7,(8")) =8"") =,(8") = 8§, ce qui consti-
tue une contradiction. Donc (2) est démontrée.

LIS

Soit (x, z) Uy + Us. 1l existe un y € X tel que (x, yeUg et (y,2)=Us.
Si A C X est un ensemble arbitraire qui contient le point x, alors de
{x,y) € Ugilrésulte que {y} <g4. Si y €4 alors de (v, z2) € Ug on
déduit {2} <z A et avec x € A, on déduit (x,2) E Us.

Siy# Aetze A alors {2} <g 4 et puisque ¥ &€ 4 il résulte (%, 2) & Us,

Si z& A alors ®<g4 A, puisque y € A. De z & A on déduit, 4 — {g} = 4
et puisque @ <z A il résulte que 4 &8 () &, ce qui montre que {z} <54,
c'est-d-dire (x,z) €U La propriété est démontrée.

_Les proprietes 1, 2, 3 montrent que af est la sous-base d’une structure
uniforme ¢ définie sur X.

_Soit (X, T) un espace topologique et X' la famille des s-anneaux &
définis sur X tels que 8 () B, = ¢, olt &, est le g-anneau des sous-ensem-
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X. On désigne par ¥ la structure uniform

.8 2} et par Jy la topologie attyqy,
Soit G € 9y un ensemble T-ouvert et reC

Ug[x], ott 8 & 2. Soit y & Ug[x). Done i )“0011-
%9

bles boréliens de
la sous-base {Us
ture uniforme -

sidére I’ensemble i 8 |
De x G et (% y) € Ug il résulte:

{7} <sG.

Siy€G, alors ® <gG et donc G €8, ce qui contredit Iy défi
3. Donc y € G ce qui montre que

Usglx] C G

€ Béngig

la famille Mition g,

c’est-a-dire que G est un ensemble J — ouvert et par conséquent T <7
1.

On observe que dans un espace topologique qui vérifie V'axiome ¢
séparation T (c’est-a-dire {y} est T-fermé), la relation Jop < T est fauss:
Pour cela il suffit de montrer que Ug[x] n’est pas T-ouvert. Soit y gy "
et donc (x,9) € Ug. De x & Uglx] et (x,y) € Uy il résulte {v} < U:[Lﬂ.l
done Ug[#] — {3} €8 & I De la définition de la famille I’ il réul,
que Ug[#] — {y} n'est pas T-ouvert. I’espace (X, T) vérifie I'axiome g
séparation T, et donc {y} est T-ferme.

Si Ug[x] est T-ouvert, alors Ug[x] — {v} est T-ouvert, qui constitue une
contradiction.

THEOREME 2. Il existe un c-anmeauw S de sous-ensembles de X i
que & et ©,(8) ne contiennent les ensembles ouverls de X.

Démonstration. Soit & la famille des ensembles Y C X ayant les
propriétés :

(1) : 3 GC Y.
: Ge@r

(2) Pour toutes les paires (Y, G,), (Y, G,), ott G, et G, sont déterminées
par la condition (1) on a Y, NG, =Y, NG, =P La famille & 2 les
trois propriétés suivantes:

(a) | v
Y, ¥,e8

3’1 —— Yz eg).

erts G Ce Yy,

De ¥, et ¥, &8 il résulte I'existence des ensembles ouv déduit-
on dedu

G, CY, tels que YING,=Y,NG,=®. De G, M=%
Yi—Y,D6G, NeY,=G0G,.

- te
e j la ar
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On considére la paire (Gy, Y, —Y,) et la paire (G,Y) o Y &8 est

orbitraire. Puisque Y, €8 il résulte que les ensembles GNY,GNY,

sont “vides et .donc

Y,.=Y)NGE=({,NG)Ney, =0,

_c'est—é-dife YJ . 1’2 = 5‘

() ' v CJ Y, 8.

Y, € 8n=1

De Y, €8 1 résulte qu’il existe un ensemble G, & 9, tel que G, C Y,

o oo
et donc UG, C U Y,. On considére les paires:

ne=1 n=1

(6 1) .70

n=1 n=1

ol Y’ &8 est arbitraire. Puisque Y, &8 il en résulte G, Y =

=Y,NG =, donc G' (Cj G,,) =0 et ¥ 7 (Cl G,,) = 0, c’est-a-dire
n=1

el

o
Y, 2
m=1

() YV Q€8
o€,

S'il existe un Q, € & () 9y, alors il existe un G, 9y tel que G, C Q.
On considére les paires (G,, Go), (G', Y') ol Y' €8 est arbitraire. De
Q0,8 il résulte que G' N Qo=Y NGo= ® et donc G' NG, =19,
c’est-a-dire G, = 8. En considérant les paires (G, Go), (Go, Gy) il résulte
Go ) G, = D, c'est-a-dire G, = @, ce qui est absurde.

Les proprictes o, p, y montrent que § est un g-anneau tel que:

V G#&3.
Ge9,

Soit G & 9, un ensemble T — ouvert et Y €8 tel que Y # ¢':
Si GCY, alors G\ Y =G & & Mais cela prouve que G # 7,(8). Si

GMY =0, alors la relation Y & & signifie qu'il existe une partie
Gy & D, telle que Y DG,

Supposons maintenant que (Y’, G') est une paire arbitraire, ol Y8 et

'(101](: Gﬂm)’"’zG’ﬂYz(‘D
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; i1 1é ’ ]
' AY = et du fait que G, C Y il résulte G’ 0 ¢, _ ,
Dg G Qﬂ Eqn vertu de la premiere partie du ralsonnemg o, Cesty .
Gy € ¢ i est absurde. Donc G nt on 4 dire
e, OHHYZ:q)C,e qui €s . n]_{?&q). Sicma=g |
alors de Y € & onl déduit (GNY) NY = D, ce qui montre Yy

t;:“ Y
_ ¢, ce qui est absurde. due G Yi»

Ceci achéve la démonstration.

rHEOREME 3. La structure uniforme ¥ est précompacte,

Démonstration. De la définition de Topérateur r,
X € =,(d). On supposera que Ay A Ay o A4, 4, X
famille =, (8). 11 existe les ensembles d15]omt§ B,, B,, .. .
— 9* — 1) tels que tout ensemble de la premiére suite est 14 <"

B;.
=]

on  dédyijt
appartienpeng éqlie
q

]a ré . (”l =
u '
nion ',

sembles de la deuxiéme suite. Donc X =
7

Pour p; € B; on a l'inclusion:
(a) B;C U l2;l.

En effet, soit y & B; et A C X un ensemble arbitraire tel que b A
N,=(1,23...,7). De p; € B; il résulte que 4 N B, # e doﬁ
on a:

V A # B,
leN, — {j}

On a également:

Y 4A2ZB,

IEN, — {5}

De cette condition et de 4 C X il résulte que 4 — B, C B, pour
Il €N, —{j}. De y € Bj, on déduit de méme y & B, puisque les en-
sembles B; et B, sont disjoints. Si y & A, alors B; © ~ 4 ce qui montre
que 4 N} B; =®, ce qui est absurde.

Donc, on a y € 4 ce qui montre que y € A — B,, c'est-a-dire A — B,=
= B; pour tout [ & N, — {j}. Puisqie y = B; on déduit que:

{9} <108,

ce qui montre {y} <_ @d — B,
J .

De 4 — B, C 4 il résulte

est démontrée,

De Tinclusion B, C U,

{7} <T=(3;A, c'est-a-dire v € U, 9 [p,] et (a

(8)[#,] nous déduisons :

j :
UBc jL=J1 U021
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T
F 1. Ceci
ot donc X = -L_Jl Us e[ #5]. Ceci montre que ¢ est une structure uniforme-

P scompacte et le théoréme est démontré,

THEOREME 4. Soit X un ensemble sur lequel sont définies dewx topo-
Jogies T et T, telles que vy < % Alors la famille {Ug: 8 %) ou % .

amille des c-anneaux définis sur X qui contiennent lq famille . — §
est la sous-base d'ume structure uniforme ¥ qui induit la topologie 1-99 te;fe;
que T < Ty < T
Démonstration. Pour prouver cela, soit G€9. et x<G. On a
1
En effet, soit y & Ug[x). De la définition de l'ensemble Ug[#] nous dédui-
sons que {y} <g Ugl[x], c’est-d-dire (x,y) € Ug. De x &G il résulte que

{y} <sG. S1 Yy & G, alors G — {y} = G &€ §, ce qui contredit la définition
de la famille £. Donc, on a ¥ &G, ce qui montre que G € Dry. Soit

Y Eéﬁqu, En ce cas on a la condition suivante:

3 Y Ugn [XJ C Y
§, ey Y

ce qui montre que U, ) [*¥] T Y.

Soit y & Ug [#]. De la définition de la relation <4 nous déduisons que:
V {7} <sY.
LIS))

De Uao[x] C Y on déduit la condition suivante:

V {3} <sY.
LT

En particuler on a {y} <_ .Y, ot § est le c-anneau construit anté-

Tl’(&')
rieurement, ce qui montre que Y — {y} € (8.
De Y DY — {} nous déduisons que ¥ € 7,(§) c’est-a-dire :
YN4es.
A8, A D

De la définition de la famille § on conclut:

3 G CcYnd,
G,E @T’ — -3)11
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&6 qui montre que:
g 25 £ ¥
G°E®1' — QT!
De x &G et GEDy il résulte g_aue sl {x} S ‘—L,(,S'f) alors G g o
qui est absurde. Donc, on 4 {x} & 7,(8'), cest-a-dire:

Vv G {x}.

Ge @‘r’ - @1‘

En particulier Go & {x} et donc G — {x} # ®.

Puisque x &Y on 2 G—{x} C Y —{#}, C'est-d-dire ¥ — {# ss. Soit

Q & & un ensemble arbitraire. On montrera qu'on a QN(G, =~ {x}) S§

De Q€ § il résulte qu'on peut considérer la paire (G, Q), on CChy

G&®, —9,. Soit la paire (G', Y') avec Y' &8 arbitraire, D L
définition de la famille & on déduit que les ensembles G' N Q et G ny
sont vides. On également a G — {#} C Q — {#} puisque G C Q. Dy
on a:

G—{x) NG T (Q— {x}) NG
Considérons la paire (G — {#}) N Gy, (Q — {.x})'ﬂ Go) et la paire (G',Y)
ou Y' est un ensemble arbitraire qui appartient a la famille 8. Puisque

Tes ensembles G et Y’ sont disjoints il résulte que les ensembles (G — {x})
NGeNY et (Go— {x}) NG N Y sont vides.

On a également:
Q=) NG NG =G—-HNANG =9,
puisque Q N G = .

D,onc, on a(Q — {x}) NG, &8, cequi montre que (G, — {zxh) NQ €¥,
cest-a-dire Gy — {x}  1,(8').

De Gy —{#} CY — {x} et de V' &8 il résulte que Go — {#} ed. |

St % &Gy, alors Gy =G, — {x} €8 et donc G, ¥, ce qui est absurde.
Done, on a x €G,, c'est-a-dire:

vV 3

*€Y G,Ed;

xreG,CY

et ite = - ; -
par suite = < 7y < 1, Cela démontre notre assertion.

o
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THEOREME 5. Soit X un ensemble sur lequel s
et T, telles que T < T, Alors la famille

{Us:8 x| {8}}

ont définies deux topolo-
g;'e;s T1

ou & est le c-anneat de théoréme 2, est la sous-base d’

A i . une structure uni
¢ qui induit la topologie T égale @ ,. uniforme

Démonstration. Du théoréme 4 il résulte la relation T < Ty < Ty
Soit un ensemble ¥ &9, (la famille d’ensembles ouverts par rapport
a la topologie T,) et supposons remplie la condition :

3V Ul ¢Y.

€Y 8

En ce cas on déduit 'existence de 1'élément y, qui appartient 2 l'ensemble
Us [%d — Y et donc, on a

vV _{yd} <&1Us,,["u] i
8,83

cest-a-dire (Ug [%0] — {¥o})) N €Y &8, N & En particuler pour & = 8’
nous avons

(Us [% — {y}) NEY &8".

De 1a définition de la famille 8’ on déduit I'existence d’un ensemble ouvert
par rapport 2 la topologie 7, tel que

G, C (Uao[xo] — {y) N €Y.

Considérons la paire (G, (Us [%0] — {yo}) N €Y).

Des résultats précédents il résulte l'inclusion

(1) Go — {yo} C(Us,[%d — {y) NEY

et I'ensemble appartient 4 la famille 8. Soit (G, Q) ol Q&8 est un en-
semble arbitraire. On a

QN 6o — {¥e}) T 2N (Ug,[x] — {70})-

Considérons 1a paire ((G — {yo}) NGo (¥ — {y}) N Go) et la paire (G, ¥l
étant un ensemble arbitraire de &'.

9 — Mathematica, vol. 14 37), 2, 1972
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pe Q&8 il résulteque GNY =G"'NQ =0 On a

G — PP NGNY =(Co— HNGNY =g

Q- BHNGNE =GN NANE =g

ui entraine que ’ensemble (Q’- {ya})) N G, appartient » |

g’a, g’est—é—dire Gy — {yo)) NQ €8 Donc, on a Gy — {0 asia(;’amllle
désignant par F I'ensemble €Y et en utilisant la conditioy o ). By
trouvons que Iensemble (F — {¥o}) N U So[x o] appartient a I i) o

Cest-2-dire que I & ,(8). La famille 7,(8') étant un c-anneay il ),
que CF=Y & «,(8'). Donc, on a : réul,

- - z,(8").

De ®, C 9, nous déduisons la relation: 9. C 1,(8') ce qui est i
Cela démontre notre assertion. :

rutoREME 6. Soit (X, T) un espace lopologique et =, < T un topy,
gic telle que la famille T = (8:9, — 9. T 8} ail la propriété:
T

(8) = &

vV 3 =
e e
Alors (X, T) est compact.

Démonstration. Puisque 7, < T du théoréme 5 il résulte qu'il exise
une structure uniforme % qui induit une topologie Ty telle que 74 =1,

Supposons qu'il existe un filtre &, ¥ — Cauchy non-convergent. Done,
on a

v 3 _FQqUs v
*€X, FEF & €1

ce qui entraine la condition :

(2) vV I 3

‘ s & Us_[x].
*€X,Fe¥| s€F, 8 €X

De la définition de I'ensemble Ug[x] on déduit:

(3) Y 3

(x,s) & Us_.
*€X, Fe¥ seF, s eF

x
La structure %9 étant _uniforme il résulte

l.'f
qu’il existe un ¢lément Us; €
tel que Uy C U, . ;

e g
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Dol‘lC; on a

v =

%, 8) & Ugd
r€X, FEF s&F, S"GE( ) 8

ce qui peut s’écrire aussi

v 3 x} <
<gvd,,
reX, Fe§F A,CX,seAxnp{} 8%
LA

cest-a-dire que la‘ relation {x} <g A, n'est pas vérifice. Si » A,, alors
(%} <&;Ax, ce qui est absurde. Donc, on a x & 4_il résulte A,— s ea
Jest-a-dire que A, € @ = =,(8). De

{x} zs;;Az: Az ed, x & A,

il résulte que A, & §,. Donc, on a

3 x2 A, A, &8,
reX A.€4, 87,

reF, x5t -
8 un c-anneau tel que r,(8) =8. Solent F €&, {, €F et choisissons
s & F — {¥,} arbitraire. De s € F il résulte que F — {s} € 4.

t& Us [x]} ott §={8,:8, I} et désignons par

Supposons maintenant que F — {{} & 8. Puisque les ensembles {C} et
F — {{} sont disjoints on déduit que {{} & =2(8)= 7,(8) =8 Mais
L& Ay et done Ay €,(8) = §, c'est-a-dire A, € §,, ce qui est absurde,
Donc, on a F — {{} & §. En ce cas nous avons {{} '<"3-F. DesasFil

résulte que (s, {) & U5, c’est-a-dire:

V L& Uszls)

seY

ce qui montre que ¢ & Q.

De cette condition on déduit que F C £ et donc, on a:

(4) Y U;[F1#¥9.

Fe¥s
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de l’ensemble Qp il résulte que leg ense )

éfinition s .
De la détin [F] sont disjoints, ce qui montre que

U3 Y] = Ui e

F ot

vV Uz[F1#¥.
Fe¥

(®)

La famille & étant un filtre °9-Cauchy on déduit la relatiog

3 V UslFs¥.
F,€¥ $€X

En remplagant & par 8 .on déduit la relation U [F)] ¥, 1, telatyy
(y) ayant lieu pour F & & il résulte que UE [Fl 2%, ce qui est by
Donc (X, T) est compact, ce qui achéve la démonstration. E'
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ITERATIVE CONSTRUCTION OF A SOLUTION
OF NONLINEAR EIGENVALUE PROBLEMS

WALTER PETRY
Diisseldorf

1. Introduction

Existence theorems for nonlinear eigenvalue problems of the form

f(x) = 2'(%),

where f, g tesp., is a functional on a reflexive Banach space B,f'(x), g'(»)
resp., 16 the corresponding gradient, are considered in many papers (s.
[13, 24, 4—7, 11]). These existence theorems are based on the existence
of a relative extreme point of f(x) with respect to the level surface M, =
— {x & B:g(x) = c}. Under suitable conditions it is proved that there
exists at least one eigenelement, resp. an infinite number of eigenelements,
on the level surface M.,.

The application of such existence theorems to nonlinear partial diffe-
rential equations are considered in [3—7] and to integral equations of
Hammerstein type in [10, 13, 24].

The existence of a positive eigenelement for nonlinear eigenvalue pro-
blems is considered in [14, 19] and applications to integral and differential
equations can be found in [19, 12, 22, 21} and many other papers.

For integral equations of Hammerstein type with oscﬂlatwn kerne!s
the existence of oscillationary eigenelements can be proved with Schauder’s
fixed point theorem (s. [18, 9, 15, 23] and others). .

For extremizing a functional f(x) on a Banach space B with respect to
the level surface M, aLTMAN [1] constructed three different iteration pro-
cesses. These iteration methods are rather complicated. To prove conver-
gence of the iteration sequence a monotonicity condition for the functio-
nal fis used. ’ i

Another iteration method for the comstruct
and the corresponding eigenvalue is considered by SCHROD

(1.1)

ion of an eigenelement
Er [20], where



