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INTERVALLES D’INTERPOLATION |
POUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEATRES

par
DUMITRU RIPEANU
4 Cluj

§ 1. Dans une communication faite & la Conférence sur la théorie
constructive des fonctions & Varna [3] j'ai présenté le procédé suivant
pour obtenir une classe d’équations différentielles linéaires qui admettent
un intervalle donné [a, b] comme intervalle d'interpolation pour I'ensem-
ble de leurs solutions (ce qui sera exprimé pour la commodité par l'expres-
sion suivante: I'équation (1) jouit de la propriété I,[a, b]): si

(1) L(y) = y*)(x) + a,(2) y*=D(x) + ... + a,(x)y(x) =0

est une équation de la classe considérée (_avec a, Cla, b], s=1,n),
alors en désignant par p une fonction quelconque de la classe

C™la, b] et par ¢ = p’ sa dérivée, par P,(x) I'expression de'fune par

la relation (ef)® = P (x)e?® (donc par la relation de récurrence

(2) 4 Poya(x) = Pix) + @(x) Py(x), s =0,1,...; Po(x) = 1) et par A,(x)
la somme

A,(x) = iCiZiao(x) P (x)ls

l
—
=
=
-
=
i
Sk
¥*
~—

les relations

(3) Afx) =0 (s = 2,n)

e polyno-
donnent successivement a,(x) (s = 2,3, ...,n), sous la forme de poly

G lynomes
Mes du premier degré en a,(x), dont les coefficients sont des poly

0 9(2), 9'(x), ..., pb-1(x).

*) au cas s = 4, le symbole C? se remplace par l.
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1’équation (1) ainsi déterminé)e’ jouit de la propriété Tl .
On a donc obtenu une classe d'équations (1) qui dépend de deny 4
tions arbitraires et qui jouissent de la propriété I, [a, b]. X fone.

§ 2. Le but de cette note est de présenter quelques Temarqueg ﬁ‘l
DIQ.

pos du procédé sus — mentionné.
1. Les relations (3) réduisent — par le changement de fonction -
0on.
nue
— P
(4) y=cu

Péquation (1) & I'équation u” + A1(?f) un=1) — 0 on Ax) = o
pa(r] couséquent on connait la solution générale de 1'équation (1) 1+ ny,

y=e 4+ b4 ...+ ot 4
(4,)

S

d —np(s)— | a,(o)do
+ C S (x —s)"'e f ds |,
a

olt p est une primitive quelconque de ¢, et l,, {,, ..

v ly_y, C sont des cons-
tantes arbitraires.

2. On peut évidemment obtenir des classes d’'équations dépendant
de p(3 = p = n) fonctions soumises a la seule condition qu’une certaine
¢quation différentielle construite & l'aide de ces fouctions posséde la pro-

priété I, .[a, b]. A cet effet on fait dans (1) le changement (4) et on
obtient I’équation

(5) w4+ A (x) =D 4 (Du =0

a laquelle on impose les conditions

(6) A(x) =0 (s=p,p+ 1, ..., n).

L’équation devient alors

€7) ((ﬂ) v(r—1) +A1(.‘() vip-2) T ... —1—-;’1,,_1(:6)'1) =0

{

| () v(x) = ulr—p+1 ()
Si l'équation (7a) possede la propriété I, ,[a, b], alors l’équatif)_‘n (lfl)f)f
possede la propriété 1,[a, b] et Iéquation (1) de méme. En effet, bltuau
solution u, de (5) s’'annule en # points de [a, b], alors conformemen o
théoréme de Rolle, v(x) s’y annule en au moins p — 1 points, donc

= —

"INTERPOLATION
INTERVALLES D POUR DEg EQUATlONS DIFFEREVT]
NTIELLEg LINEA]
R

, 5 365
;dentiquement nulle. Par suite, 5, Pest 5y comme
’ PO

— ¢ (au plus) qui s'annule en # points, . Polynome de geora
Zuccezsi(vement et filkzp!m}tement ay, a, _fi . af:fl frt)ﬁ]licl"?igﬁsd (6) détermir?eg;i
ot de ¢ (et ses dérivées). 11 suffit dope ge choisie ¢4, ... a,
arbitrairement dans 1 ense111ple des fonctiong qui ont gy ¥ G, ..o,y
péquation (7) respective posséde la proprigta I, [a, b) Oa Propriété que
3 cet effet du re_suzlqtat’ de 1DE LA VALLEE-POysSy iz]:' sinl'giug Se servir
(7) par M, ——:ren[ilzll (%) |, alors il existe 14 suite de nomp, €signe en
our lesquels si la longueur de Uintervalle [

positive de 1’équation

TS oy, @y, . . il g

a, b] est inférieyre a la racine

(8) ap—sMp—tWP7 + o oMy oht=1 4 LM 1o

alors 1’équation (7) jouit de la propriété I, . (a,b].
DE LA VALLEE-POUSSIN a donné les coefficients e, = (s = 1_1,—?1) .
s! i '

depuis, divers auteurs ont présenté des coefficients plus' petits. Dans [1]

on peut trouver quelques suites de tels coefficients, ainsi qu'une biblio-
graphie relative au sujet. Une classe d’équations jouissant de la propri-
été I,_,[a, b] est, par exemple, constituée des équations (7) pour lesquel-
les les modules des coefficients 4,(x)(s =1, — 1) sont assez petits pour
vérifier la condition de de la Vallée-Poussin, qui engage les coefficients
ay, Ggy « oy Ap_g.

3. St l'on écrit en (7).
(9) AS('T) = (Ds(x) (S =Lp—1

olt @ (x) sont des fonctions de la classe Cla, b], qui assurent A I'équation
(7) la propriété I,_,[a, b], on obtient a,, ay, ..., a,_y en fonction de o (et
de ses dérivées) et de @y, D, ..., D,_;, apreés quoi les relations (6) doynpent
ap, Apyy, - .., a, & l'aide des mémes fonctions. On a ainsi une classe d'équa-
tions qui possédent la propriété I,[a, b] et qui dépend des p fonctions
?* q)ly q)z, “ ey (Dﬁ—l'

4. Les classes ainsi obtenues® semblent plus générales que la classe
obtenue en faisant en (8) p = n + 1, c’est-a-dire que la classe d’équations
(1) dont les coefficients satisfont i la relation

M p" 4 oy M, k"4 .. e M —1<0

T s ici ot
avec . M, = max |a,(x)| (s = I, ), par le fait que leurs coefficients so-
T e lodd i ions satisfai-

des combinaisons linéaires (& coefficients variables) de fonctions

Sant 4 une restriction analogue, d’ordre moindre.
S

*) Par le procédé¢ de la remarque 2.
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4
5. Le procédé de la remarque 3' fournit une classe d’équati oti&
dant d’au plus 2 fonctions arbitraires, car méme si les fonctions q)épen.
=1, p—1)de (9) dépendaient d'un nombre quelconque N ge foncséf =
=1, ! :
arbitraires, les relations (9) donnent a,(s = 1, — 1) sous la forme Tex Ong
sions dépendant de o, O, Oy, ..., (I)p_'1 et les relations (6) donnent , 13(‘Iges~
— p, n) sous la méme forme. Ces fonctions @, &1, @,, ..., ®,_, Peuventsd =
étre prises elles-mémes pour les s_eui’es fonctions arbitraires dong dé one
la classe respective d’équations différentielles. Pend

6. On peut éviter des restrictions du genre de celles

- qu.i iutervie
nent dans la remarque 2 en procédant comme suit: “

on déSignera

T (6, g < vn %a) UNE classe d’équations (1) dépendant de m(2L m < nfzﬁ
fonctions arbitraires oy, &, --., o, et jouissant de la propriété T iz b

Admettons qu'on sait construire une telle classe de départ pour tout 4

'On obtient alors une classe D[,(ay, @, ..., ¢py) en faisant dang (15

— e*m+1¥y(%) (om41 fonction arbitraire) et en remarquant que dans @

A (x) dépend de o4y (par I'intermede de ses dérivées, ce qu’ on marquers

-par la notation A(x) = A(ep41(%)). On u}_:1hse\ra alors le procédé indiqué 3

la remarque 3 avec P, (™ + 1= pni1==n) & la place de p, C’est-a-dire
qu’on prendra comme équation (7) 'équation

(10) om0 4@y (oI L B (70 =0

., @,). On obtient alors les coefficients
ay(x)(s = 1, ) des équations (1) de la classe I',(a,, o, .

de la classe 1",,m+1_1(oc1, g, -

v 3 § Biapd )
Si Von connait la solution générale de l'équation (10)

(11) v(x) = F(otl(x), 2], 5+ 5 CulB)s % Cps Cgu o0 ay C,,-l),

m+1
alors (4) et (7) donmnent la solution de 1l'équation (1) de Ia classe

Folets e svv; Wiyl

(12) y#) = e w3 +

a

a

(¥ — s)nm"."""1

vy G | ds.
(7 — Pmga) ! ¥

m+1

F(ml(s), as(s), - or an(s), S, Cu Ca -

On a désigné d’une maniére générale par m,(x) un polynome de degre
# 4 coefficients arbitraires.

) nt
7. On peut appliquer le procédé indiqué a la remarque 6 en prgggdé
comme €équation (7) de départ une équation construite selon le Pr

D’INTERPOLATI
LNTERVAL‘LES I ON POUR DEsS EQI”TIC] .
D xFEREI’\JTH':'LL.ES L
INEAIRE

(3L pm) Ala pl

ju § 1 avec P2(8=pP2=7) 3la place de ,

fleut de deux fonctions arb1tra1r.es., désignfes i‘;‘;ﬁelis' Coefficients dépe
La classe dc-_: d?part est done ici L. (e,, «). On 91s par (%) et a o
mentiolmé ot I'on fait dans (1) en déduit pay | %).

le changement
(14) y o em(x),u(x)

r)* Pour i

la classe Pn(‘Pl» P2, O') construire la CIaSS

dans (1) le changement y = cuu(z) et on prea "Ph O 9y o), on gt

de départ une eéquation de la classe | P me_ €quation (7)

continnant le procédé on obtient une clasea PI’(?TQ’ ;)(4;-193\;\#). En
P T T ey Q4 a) avec

(15) 2 m<n—1 et s+1é?:gn(s=m)

(I'inégalité p. =5 + 1 est exigée par la remarque 5),

On peut d’ailleurs, écrire en ce cas de suj
obtenues. En effet (4,) donne pour la soluti

te les solutions des équations
la classe I'p—1(@y, @)

on d'une équation (7) (a) de

x ~{pa=1)ou(s)~{atoyio
v(x) = en® [ﬂp.—a(%) +€ S J

(x — s)h 2¢ ! ds],
; aprés quoi (12) et (7) (b) donnent pour la solution de 'équation (1) de Ia
classe I'(@,, @, a):

z

= e |, _, (% S(x_ﬂ 1(s)
y = o] o) + g o st +
~(pr=1)pu(s)—{ afo)da

+ ¢ (s — s)ee ;

a

s

i sy

En général, si la solution d’une équation de la classe

F,,((pl, Par v e s Py (I‘) est y(%) =yn(91(‘x): P2(x)’ B Pm(x)' ‘l(x)! x)4
alors la solution d’une équation de la classe (o0 P2« +r Pumss a) est

§15) = Emtimacg,,, () +

e X

~+ S (x — 9" Pmts

(" — D! J’Pm+1—1(91(3)s pa(S)s « o) omls), afs), s) ds| =
— FPm+1

— ulox(®), pel)s - -» Pmasal®): 2®) )-

—

e e—— i

* on rappelle que 5(#) = pi(#) (s =1, 2, --+*)
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de la classe T :
arquera que pour passer de la classe I' (o105, ..., 0, o 5
([)‘IE@:?: q, om+1, @) on se sert de la solutu_m J’n(p:f;),a) a]xacla
P”(x)’ «(x), ¥) olt on'y fait 7 = P41 — 1, ce qui fait que j,n(hzx)).
p:(x), a(x), #) contient des factorielles de py — p, — 1, s o paf).
«, ) des factorielles de P, — pg — 1, ps— P2 — 1, ce qui Exigez' Sa_ o,
nombres soient non-négatifs. En général, I'expression de alen, Que ceg

sse

CaP» . Po, ...
«, %) exige que les nombres ps — ps_1 — 1(s = 3, m) soient non-n égaztifs t'lmnh
: ; g
(16) Py — b1 — 1= 0 (s = 3, m).
(15) et (16) donnent s+ 1 L pe L poyr — 1(s =m). Grice

(15) on peut donc toujours choisir les nombres Ps(s = 2, m) de ce
ére*. Dans cette note on a entendu par , fonction arbitraire” une fopeg;
continue dans l'intervalle [a,b]. Si dans les formules interviennent dOn
dérivées de cette fonction, on a supposé que la fonction posséde des dérei
vées de l'ordre requis continues dans cet intervalle.

tte map;.
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UN PROBLEME D'HOMOTOPIE RELATIF A UNE
STRATTFICATION |
.
MARIE-HELENE SCHWARTZ

A Paris

Introduction

Le présent artic':l_e est la suite du précédent (, Théoréme d’approxima-
tion 1ié 4 une stratification’ [7]) et ne peut pas étre Iu indépendammen-
de lui. Nous donnons ici un second théoréme d’approximation; il est rela-
tif, cette fois, non plus aux triangulations simpliciales que nous avions appe-
lées (K) et dont chaque simplexe ouvert est dans une seule strate, mais
A des triangulations cellulaires (D), duales des précédentes; chaque cellule
ouverte coupe alors chaque strate transversalement 2 un homéomorphisme
prés.

Pour justifier 1’étude de tels complexes cellulaires, plagons nous pro-
visoirement dans le cas d’une variété analytique complexe, de dimen-
sion complexe #, munie d'une stratification analytique complexe en stra-
tes V,; cherchons A former, le long de squelettes de dimensions croissantes,
des champs de vecteurs non nuls (ou plus généralement de r-repéres) tan-
gents, en chaque point x de ¥ 4 celle des strates qui ’contxent_x. Si nous
opérons le long des squelettes (K9), la dimension d’obstruction variera
av i 2 des squelettes (D), I'obstruction

ec la strate. Si nous opérons le long q T 2n lus
apparait, pour toutes les strates, au passage de (Dy>-14 (D) 1 (Ouegure
généralement de (D)#~1a (D)# avec p = — 7 + 1). Daus queze Fee " o
ces obstructions dépendent-elles du choix de (D)? Ce sont ces qﬁ?ations
qui rous ont conduit, relativement 2 un couple de telles triang

cellulaires (D) ¢t (D) de V, & établir (théoréme III, § 2), une homotople

- ; o . g rune cellule Dt
entre I'identité sur V et une application f: I'image par f d‘g':u i puchiie=

n-'est ras nécessairement une cellule de (D) m.ais, pour toutt
ton de f & Df () f-3(D%) a un degré tcpolegiqre cerstart



