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SUR UN TYPE DE COMPACTIFICATION

par
PETRU A. PETRISOR
a Cluj

1. Généralités

Un espace topologique est formé d’un ensemble de points désigné par
ane lettre majuscule droite, et un ensemble d’ouverts, désigné par une
lettre majuscule ronde ou une lettre grecque. Par exemple, les espaces
topologiques (E,§) ou (H, w). Souvent, il sera simplement désigné par
'ensemble de ses points, ou I’ensemble de ses ouverts. Si G est un ouvert
de l'espace topologique (E, §), nous dirons parfois que G est F-ouvert.
§Un espace topologique sera qualifie de compact lorsque tous ses recouvre-
ments ouverts incluent un sous-recouvrement fini.

Une compactification sur E est un comple (f,Y), ot Y est un espace
topologique compact, et f un homéomorphisme de E sur une partie dense
de Y. En fait, sauf mention explicite du contraire, nous supposerons que
E est un sous-espace dense non vide de l’espace topologique Y, et nous
sous-entendons que l'application f est I'application identique E -Y.

Si (E,g) est un espace topologique, nous désignerons respectivement

par A et A%, les adhérences de A dans (E, 9).

> Notations et terminologie

Nous désignerons par € (E) la famille des sous-ensembles de I’ensemble
d?“_né E et par L l'ensemble des applications ¢: g (E) - 2(E) qu
vérifie les axiomes suivants:

(a) $(U 4,) = U ¢(4,) pour toute famille de parties 4,de I’ensemble E.
« .3
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; tout sous-ensemble A de I’ d
b (4)) = ¢(4) pour - ensemp)

éc)) $ﬂ‘iwn c O(A) et Y(®(4)) € Y(4) pour toute paire ayy,. 15'
priétés (a)bclet (2)}: E sappelle y-ensemble si A et y(4) S g, |
i iy~ : : . a ; _
\ ;,?}fe;’est un filtre sur E qui appar’c_1en”c ala ’f’amﬂle s dg)?irlt‘sennem :
= ui vérfie 1a condition suivante: si %' et % appartienney ;es it |
%,% o+ 6, alors o et % sont comparable}s, Nous déSignem g
ay la famille des #-ensembles sur E et par & l'anneau génerd Parnl I;ar

a

ille dy. .
mllljlgﬁrgssons ’operateur v, 2(8(E)) X 2(2(E)) — 2(2(E)) de a .
suivante: ' e

@& ={Y<E: 3

YNA4de &)
Ac@ A%0

olt @ et & sont les familles d(; pé?)rties de I'ensemble E ([1]). si g .
alors on écrira 7,(@) pour 7,(&, d).

2. Propriétés de Ia famille éI,,,(q; e L)

Dans ce paragraphe, nous allons établir_ quelques propriétés de 133
famille 4, et nous montrerons que la connaissance d'une famille g, sur
E permet la construction d’une compactification de E. Y

ratorEME 1. St ¢ € L, alors 7,(dy) = Ty
Démonsiration. Si Y = =,(4,), alors nous avons la condition suivante:

3 Y m AOE C-ld,.
Aneaw, Agk0
De A, # 0 on déduit qu'il existe une base de filtre & (g est I'élément
maximal de la famille ordonnée de bases de filtres sur E qui contient l'er
semble A,) qui génére le filtre %.

Donc 4, € &, c B. 4

De 4, = 4, on déduit que A4, et $(4,) appartiennent a la famille %
De la relation Y N 4, € @, et de la définition de la famille d, on déduit
que 1}’_{\ A_O:I: 8. Donc il existe un filtre ' € § tel que Y Ay €5
De linclusion Y 4, € 4, nous déduisons la relation A, € %' Das |
la famille des filtres sur E qui contient 'ensemble 4, & étant l’élemgnf
maximal, on peut écrire [%' < %. Donc Y (N 4, € & De Y () Ay &y
on déduit que {(Y N 4,) =%. En vertu de la condition ¥ A,
lensep}b’le Y appartient au filtre % € &§. L’inclusion Y () 4o S ¥ e "
Efgiliéle'tse lnp(g’i l’agplication 4 impliquent que ¢(¥Y N 4o S ‘HY):_’ ; e;;
- = . . or .
the'oré:%e est démon-’t:rle’)_Ollc ¥ RS YY) appmtiennet B, AHE ¥

e p——
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Appelons Q la famille {z,(&%):¢ <« L}.

EOREME 2. La famille (Q, <) constitue une demi-lattice.
Démonstmtion. Pour chaque couple (b, ¢) € L x I, I'application
D 2(E) — 2(E), O(Y) = §(¥) U ()

y étant un sous-ensemble arbitraire de l’ensemble E, appartient 4 1a
famille Q. 3
fn effet, nous avons: ®(UYe) =¢(UY,) Ue(UY,).

Revenons 2 la propriété (1) de la famille L, la der;lliére égalité peut s’écrire

sous la forme:
O(UYo) = [UF)TU [U o(Yo)]

T

C’eSt'é-‘dire d)(UYa) = E{J ["P(Ya) U ‘P(Ya) }: ce qul 1mphque la relation:

o

(3.1) OUY,) = UO(Y,).

Revenons & la propriété (2) de la famille L, on a:
OO(Y)] = P(Y) U eY)] = @[(Y)] U @[e(Y)] =
YW U o[b(YV)] Udle(Y)] Uele(Y)] =
$(Y) U dle®)] Ul U o).

Dans la derniére égalité nous utilisons la propriété (3) de la famille L et
montrons que O(DY)) = $(Y) U @(Y), cest-a-dire:

(3.2) O[D(Y)] = B(Y).
Des propriétés (1) et (3) de la famille L, nous déduisons pour chaque { € L
la relation :

Z(Y)] = L) Ue¥)] =

C(Y)1 U L)) = §Y) U LX) =

c’est-a-dire : Wl

(3.3) ¢[o(Y)] = L)
On déduit comme ci dessus 1'égalité:

(3.4) o[YY)] € D).

De (3,1), (3.2), (3.3) et {3.4) on déduit que @ < L.
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'+ l'existence d'un filtre % e § |
: 7. alors on déduit A " & tg
Si Y €y S0 appartiemnent 2%, gy T
eﬂsem}’lezéﬁnition de U'application @ et des relations
De la

ve® $Y)s?

n déduit que Y € 4o, c’est-a-dire que
0
(3.9) .
Pour Y € Gg, DOUS trouvons un filtre ® € & tel que les eg
o ?

i t 3 %. De la définition de l’applic,ation D e
?ox‘fs(ylz' pr‘z’ar;céer:;z;x; e % on déduit que Y € dg, c'est-a-dire
1 ~

(3.6)
De (3.5) et (3.6) il résulte que le théoréme est démontré.

a¢ < a@-

Sembeg Y
que

Gy < Go-

On notera avec Q' Ia famille {Y = (&) :¢ = L}.

rapoREME 3. La famille Q' est un anneau par rapport & la intersec,,
et & la reunion.

3 ; i 1 ' alors Y, € 1,(8Y), YV, 1 (g
Démonstration. Si Y, € QO et Y, Q) a A (&Y, Y, =@,
cest-a-dire Y, UY, e7,(@) U (&%) = 7,(8¥ U &°). Du théordme 3 g
déduit Uexistence d’'un élément ® < L, tel que 4, < dg et d, < d. Do
nous avons l'inclusion :

(3.7) dy U Gy € Go.

En désignant par & l'anneau engendré par 'ensemble dy () &, 1a rele-
tion (3.7) nous conduit a:

(3.8) fve < Q0.

De dy € &' on déduit que & < &° et de &, < &% nous concluos
ue & < &%, c’est-a-dire que:
q )

(3.9) & | 8Y c &°. !

De la définition de 'application =, nous déduisons:
(@ U &) < 7,(@9), cest-a-dire (B U 7(8°) S (&)
Donc:
(3.10) Y, UY, = ,(89),
c'est-a-dire Y, UV, € Q'.

’ 5 - Soreme
On montre exactement de la méme maniére que Y, N ¥, € Q. Le theore™
est démontré. :

L
1

|

i
t
i

ey
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THEOREME 4, SiY € Q' et x &Y, alors il existe un T < O tel que x< T

¥ gégonstmtit;n. Si 1:1_5 %”}alors (Y S 7,(@). De »
y = 0, cest-a-dire {x} € 7,(1,(&), 7,(8Y) = 7 (&Y. Pour T =
noLpavonS TeQ xT et TNY =0. Le théoréme est 1-d.émont{rjé}.

o 5. SiY SO ot Yo Q' sont d
4OREME 5. St Y1 € Y, sont deux ensem
g ’ggﬁslﬂ deux ensembles U = Q' et V € Q' tels que Y,

a4 L=

Démonstmtim.z. De Y, € Q' et Y, € Q' on déduit que Y, e < a0
g, € (@), mais Y:l (\ Y, = 0et donc nous avons l’éga(i{ité:Yl2 = Tt((fr ()&we)t
T'(@,q,)) — Tg(&% ), C estgé-d}ﬁe {¥%E 'T,‘s(&‘p) et Y2 = Te(&‘;’)_ e\'e »
On désignera par Nla famille {(T}, To): Ty, Ty € Q', T, (| ¥y = T,N\Y,=6}.
De Y.() Y, = 6 on déduit que (¥,,¥,) s N, Cest-A-dire que ig f;mill}e
N est non vide.

gur la famille N nous définissons la relation d’ordre < de 1a maniére
suivante:

(3.11) (T T < (1Y, T« T,cTiet T, T}

€Y on déduit que

bles disjoints, alors
NU=Y,NV =29

et considérons la famille ordonée (N, <).

On désignera par N' = {(T’l‘, T3): « € T'} une sous-famille totalement
ordonnée de la famille (N, <). La paire ( |J T3, U T3) appartient & N’
el asl

et est un majorant de la famille N’. En vertu du lemme de Zorn, la famille
(N, <) posséde un élément maximal (U, V). Si x €Y, alors 2 €Y,
c'est-a-dire {x} N\ Y, = 6. Donc {x} € =,(&). La paire (U, V) étant un
¢ément maximal de la famille, on déduit que x € V, puisque Y, € Q’,
(x}€Q et Y NY,=0 {x}NY.=0, c'est-a-dire (Y, {#}) € N qui
montre que (Y,, {x}) < (U, V).

Donc Y, = V.

On montre exactement de la méme maniére que Y, = U.

Si UUV CE, alors il existe un x € E— (U V). De U Q" et
V e Q' on déduit que U € 1,(&Y) et V « 1,(®). La famille Q' étant un
anneat on déduit l'existence d’un élement ® € L tel que 7(®Y) € 7,(8°)
et (&%) c 5, (®?).

Donc on a

(3.12) UUYV =x,(89,

Cest-d-dire {x} = 7(%9). De xd U et ¥, C U on déduit que » &Y,
et donc {x} Y, = 0, c’est-i-dire x € V, contrairement a l'hypotheése.
n conséquence on a E = U |JV et le théoreme est démontré.
On désignera par 3 une famille de parties de 'ensemble E et par =7
la famille suivante : {v,(®%): T € BN (8} Puisque T =7 on déduit

4
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: . §i
la famille § = {Tf TsZN~ (&Y '
o <7 4 0 et don¢ . ; S
gjse é'une topologié T sur la famqle Q. La ’famllle {0:0e g létsl: 150“&11
‘ent ane sous-base dune topologie § sur l'ensemble E, 8l
m
Poul' X (=] E on Pose: ‘:
619 (o) = {4+ (4 <a.24)
. B _anneau des parties de l’ensem]ale E tel que :
EueéfSt;l:LGé?cant la relation d’ordre définie par: "y £4

A<8,LB¢B—_A Egﬂclly,qJEEL

ruforEME 6. La famille C(x) est un oc-anmeau cl
7, ({(x)) = U(#).

Démonstration. St 4, € ¢(x) et A, = E(x), alors de la définition (3.3
on déduit que:

(314) {x} <g‘ L Al, {x} <& L .A2

et de la relation: (4, — {#}) — (42 — {z}) = (4, — A;) — {5} on de’duit\
que nous avons: |

(3.15) (4, — 4y) — {#} =&

Si A, €Ay, 4, €y et 4, — 4, € % e §, ol ® est !'élément maximl
de 1a famille § par rapport a I'inclusion, alors dela relation A, — A, C4,
nous déduisons que 4, € %. De 4, € &y on déduit que ¢(4,) € 8, Noz
avons:

A= (4, —4) U AN A,)

et donc (dy) = U(d; — 42) U(ds () 42, cest-aedire yldi= 410y
Ud(4,N 4,) € %. En supposant remplie la condition ¢(A, N 4! oy
De 4, 4, < 4, on déduit que $(4, N As) € $(4.) et donc ‘!-’(Af)ef'
Ee % = A, on déduit que A, = 6. Il existe un élément 3" € § tel o
., €%,
De 4, @, il résulte que §(d,) = %', c'est-a-dire (4 Jeens
%, ® = § on déduit que les filtres % et %’ sont comparables. "
Si %' C %, alors 4, € &' puisque 4, € &'. De 4, — Ay =B € A?:ﬂ;l
on déduit que 0 = A, N (4, — 4,) €% ce qui est une contradl‘.: ;
%’ Al %:C g', alors % n’est pas un élément maximal de 1a famille §, pusd !
[ " |
Done ¢(4, N 4,) & %.
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) 5 élément maximal d i
filtre § étant un ximal de la famille
Lc;aéduit que $(4x — Ay) =%, Cest-d-dire 4, — 4,
0;1{’(} 2 A,, alors les relations :
et 1% '

f A =
{%} el A 1"7} <g L g A1 {x} = LE'IQ,, Az_‘ {x} (= aq” Al. _AZG&¢.

Fetd(d,N 4,) &%
€ dy. Si {x} <2&, iy

montTent que (4; — As) — {x} = 4y, c'est-a-dire Tk iy By = i

5 Y, € &) ot m =12, ..., alors {5} <3 .Y, et donc (%} <4 LC)Y
n=1 Ll

cest-a-dire L_)l Y, € )

(Y € %(E(x), alors il existe un ensmble B < § :
telsque Y B = §(#), c'est-a-dire que {x} <3‘LY:F\ B.d‘le)o?c,fir:élsleavc(’-’)
w8l —4% =50

pe B € {(x) il résulte que {x} <gr B et donc B —{x} 3N d,.
la relation Y —{x) N (B — {#}) €8 &, montre que Y — {x} :s
e 1,(y) = dy ct de Y — {x} € ,(dy, 8) CSilrésulte Y — {2} €8N 4,
est-a-dire Y e Y(x) ce qui montre que =,(%(x)) = {(x).

mutorime 7. ST 8 = N{z({w(B)}): ¢ <L, BCE}, alors Vapplication
L (B, §) = (@59, L) = {4: {3} <g.4)

ons

est continue el injective.

Démonstration. Soit ¥ un voisinage pour {(x) par rapport a la topologie

g Il existe un ensemble ouvert O par rapport a la topologie g tel que
¢x) € 0 € ¥. L’ensemble 0 est une réunion arbitraire d’ensembles de
type (<7 (8): T = N <I(#®)} et par suite nous avons: {B:{x} <3, B}=
= 7 (b%). Puisque

{x} <g, B {*} <5, BU{#}

nous pouvons supposer que x € B.
Soit B tel que {x} <g, B et donc B € z,(@%). De la définition de la
famille (%% nous pouvons écrire: :

3 BNYeav
vea¥.v+o

Puisque [¢(B)] = ¢(B déduisons que $(B) € dy, ce qui montre
, L(B), nous uisons que ¢ 4 ©
que 7,({4{(B)]) < d,, puisque T (@,) = &y. De f%) Ligy B il résulte que

‘e
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g z . 8 H
res et de {#} N (B —{#}) = 6 on dedl_nt que )
B—{#}€? ons {#} € =({$(B)}). Puisque {x} €4, c v, T1:u;'(b)' Sy

s av
donc nout Y B U{ 5} € &¥, ce que montre que la conditiyy, . Cduig,

que @ = ty
3 Qe aw

AanTe a¢, [

|

. b T d, < &Y < - 1 . \

lie et xEA"‘T. De A¢ EL'Q,__G = ‘((‘g?)v ‘,

est rempll ble s-ouvert, Cest-a-dire que AT egt 111111 Tésulte Qe

AT est un ensem
pour le point %. ' 9
Nous montrerons que g(4vT) € %.
Soit ¢ € A%T. Alors tg) = {4 :{q} <s,4}. De la définitioy

T'VOiSinage

relation <g, il résulte que A¥T <g, A et donc 4 — gur ¢ g de |
De AST() (4 — A%T) = 0 on déduit que A¥T< dy oit 7, (8Y) et tn q,
T e 7,(&Y). De Vinclusion dy € 7, (8¥) on déduit que _Azquue

= 8

e 7, (BY), 7. &Y) = 1, (&) L’opérateur =, étant idempotent et 4o

S 4 = A%T nous dédwsons que A €7, (®%) < 0= % et par suite.

g(AvT) < ¥

Nous montrerons, maintenant, que ¢ est une application injective
En supposant remplie la condition:

(3.17) 3 Ux) = C(u) ‘

x, u€ Eadu

Si A e (x), alors {a} <qr 4, c’est-a-dire 4 — {x} €8N Gy D

Y(x) = {(u) on déduit que 4 = {(u) et donc {u} <,. A, par consequent

A—{u} €8NQ, De A — {x} =dy et {x} N (4 — {}) = 0, on dédut
que {#} €, (@Y. On montre exactement de la méme maniére qu
{u} = =(8°).

De x # u on déduit que {2} {#} = 0 et 'on déduit du théoréme
qu'il existe des ensembles 4, et A, qui appartiennent a la famille Q' tek

quex$Ax!u¢AuEtE=AxUA“. ?

p Puisque {#} " (4 — {}) = B et 4 — {2} = q, < 7, (#Y) on deduit que
— {x} C 4, (4, étant un élément (—-maximal par rapport 2 la proprieté
tile{x:}cg jx)' cPezt : ?15 A —{x} €8 A, on déduit que {x} <a 4-
2z -a- i ed,
puisque x & A4,. ire que {x} <,. A, ce qui montre que 4, 8
On mo,ntr‘e exactement de la méme maniére que 4, € d.
aDe gheoreme 2 on déduit lexistence d'un élément @ < L tel qu
v UG € @y, Clest-a-dire que A, \JA, €8, Donc E € dg €4

Puisque nous avons: |

(@19 WEU N E— () =0 E— {5} =
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onclutqueE — {2} C 4,-De E = A4, \J 4, on déduit
T fx} C A et done 4, U (4, — {#}) C 4.. En conséq‘:lltleng:iimiu ) ~
Donc, 0B 2 A, C 4. U {x}, c’est-a-dire: v — {x}CA.,.

Puisque x $ Ax'

On montre exactement de la méme maniére que:
(3.20) A, = (4N 4) U {u).

En conséquence ol a:

(3.21) A4, U4, =4, N 4,)U{x} U {u},

donc E = (4. N 4,) U {x} U {u} C E, ce qui est impossible, et le théoréme
est complétement démontré.

On désignera par J3 la famille des c-anneaux définis sur E et par
une topologie telle que ©; < Tg-

1

cuBoREME 9. Si T est un ensemble tel que la famille

EE={§ € JE:Q’TQ—@n Cg}

ail la propriété:
A4 3 T8 =¢§
(3.22) €y §EXg

alors (Q', 7g) est un espace topologique compact.

- ®Tl C S}’

Démonstration. La famille {8 € Jo: D, ot § est un
' g

g-amneau qui ne contient pas les ensembles ouverts de E et

v =

€T, SEX;

11(5) = 5”

est la sous-base d'une structure uniforme % qui induit la topologie 71,
¢gale & 7g ([2], théoréme 5). De [2], thoéréme 6 on déduit que Ty est
une topologie compacte, c’est-a-dire que (€', 'r@) est un espace topologique
compact, ce qui achéve la démonstration.

On introduira 4 la suite de ce théoréme, la définition suivante :

Detinition 1. L'ensemble ———:(E)T@ sapelle Ty -compactification de
Vespace topologique E.
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%. Quelques propriétés de compactification % gq
. Pospace topologique E
: 1 lques propriété
he, nous allons établir quelques prop iétés de |
Dans ce paragfagus montrerons que les compactificationg a Compg,,

tification -

donées par uie rolation convenable définie sur 'ensemble des’ o, Zg,
ordon

: i léte. Nous Pag.
e . constituent une latice complete. 1S Mmontrergpg
t1f1cat_1or;Suc§h&‘é la famille L permet la construc,tmn d’une compacﬁficat' 3 |
connatss e ¢ (une famille convenable). L’espace topologi oy

: ¢ 1que
Ef—’; :;pe{‘é {a compactification de E engendrée par la famﬂl% I (E, 0
s

décrirons les compactifications qui peuvent &tre engendrées par ype -fam(i)llll:
nable. 3 2
conve e —— consacré & I'étude de quelques com
Ce 15:25 g;ar exemple, la compactification de Wallman ou
ngiﬁa de Stone-Cech, et autres compactifications.
On désignera par d; la famille des Jenisenbles, Dille=Laf Par &; T'anney
engendré E;Jar 8. La compactification Zg. de espace topologique £ sera
=]

désignée par

S = L (E) 9

olt ¢, est l'application définie par la relation (3.13) pour la famille [

Définition 4.1. Nous dirons que la comjmclzficgrlzfoyz Zpy est infe
riewre & la compactification g S'il existe une application continue v
Zpp - Zpy telle que le diagramme

tE,L

soit commutatif.

THEOREME 10. Si L < L', alors Zp; < gy

’ s - . 's.
Démonstration. En supposant remplie la condition L € L', nous defint

sons 1'application n: Zgy — Xp, par:

5(8)] = Ty (r,(@) = (T, (¥): Y € w80}

Pactificatjg,,
fa compactis,

e e e

1 SUR UN TYPE DE COMPACTIFICATION
1
T est ’application canonique ([1]). Nous 13
o 4 e8NGy (Y =L) ot § est un o-
déduisons que:

273

Ppelons que 4 <gsr B
anneau fixe, Puisque fiLc E

nous

4 (4: (4 <prd) € {4: () <, 1)

cest-a-dire

(4.2) (8 < 7 (8%)

olt 535 est I'anneau engendré par {4: {#} <srd} et ‘%ir est 'anneay

engendré par {4: {#} <sr- 4}. La derniére inclusion ef I'équivalence :
TEE,L (Y) =Y <« Y EE,L ([3])
montrent que:

Te(@’ﬁ) = TSE,L (Te(@'i))-

Si 7,(&f) e X, alors la propriété précédente signifie que nous avons
~ (28 —
2 (8)) = T, (r,(83))

c'est-a-dire o n = {. et donc le diagramme précédent est commutatif,
Supposons maintenant que ‘r‘(&f,) € 2, — Xy, et que, de plus, nous
avons :

(42) T‘(‘?Bi) C TEE,L(Tz(éBi-))'

L'inclusion étant stricte, il en résulte la relation:
(43) 3 T—‘-:E'[_ (YO) $ Tr(&i)'
YuETc(éBil)

Puisque Y, < Ty, (Yo) il en résulte que Yy =Y, Tg;, (¥Yo).
Done

44 Tsp, (Vo) < 7(r, () = 7(8).
L'application Ty, , étant idempotente, on en déduit:
(4.5) Tzy, (Yo) € Zgr

Contrairement 4 I’hypothése. On en conclut que nous avons I'égalité:
" ;
Ta(ls,) = T):E’L(T‘(@L.)),

cest-d-dire que le diagramme précédent est commutatif.

8 — .
Mathematica vol. 15 (38) — Fasc. 2/1973
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={r,®):T=e5N 7 @)} u
. . ¢ AL, = {#7) {r,( L) e \%L ne  §ouc
Soit maiteizai derl’espace Tg.. Puisque LSL' on déduit uous bagg

out 18 10PU0EE,  togie de Vespace Tz De Ja définition gq 1
sous-base i

| Ppli
cation Tz OF peut écrire: .

(4.7) Tep, () = {Tog (i)} = {ir} = Uy

c'est-a-dire I'application Tser
ar ' la famille:
wel: VW) #9

ves, (&}

est continue.

On désignera P

T 1°élé ille rr qui corr ,
et par T, @ 1) Pélément de la famille 2pr q espond a 1 €lémep

yeTCL.

Nous montrerons que:

(4.8) Tsp (7®) = (&} ; I).

§i Y en,(@;T), alors Ty, (Y) =Y (puisque =, (8;T) < Iy p,
L’EL’ on déduit que Y Tﬂ(&i')’ c’est—é,-dire Y = Tgh.’_,‘('r,(éi’;l,.)),

D’aprés ce qui précéde nous avons I'inclusion suivante:

(4.9) 78 ) e T, (5.(82)).

En supposant remplie la condition:

- (4.10) (@85 D) C Ty, 5. (82))

il existe un élément Y, e 7,(@%) — (8,) tel que
Ts,,(Yo) & =85 ).

De Yy Ty, (Y,) on déduit que Ty, (Vo) €7, (@), clest-a-dire

.1 o (@2 ;) C n(ah).

Y

\
|

|
\

!
|

\

p " o _ ile © (&L’) ,{0] :
De Y, & 7, (8;) nous déduisons que Y, ¢ 4. La famille %

I3 1 ue
étant un filtre et ¥, appartenant 2 x,(®,) — {8} nous déduisons g

$(Yo) & 7.8, ; T) — {6}, puisque Y, & @,.

|
(
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pe (4.11) on déduit que $(¥o) & = (@} ; T), cest-a-dire (v,

v T, contrairement a I'hypothése et le théoréme est dém
EORBEME 11. S¢ L = L', alors il existe une relati > éaui

tel;’H;“"' les espaces Zer|R et Zpp sont koméomorph;:,n @ équivalence R

smonstration. On désignera par = (8,)
Yefsimble des éléments ¢ - L tels que:

(4.12) Vo $(Y) 0.

ve T‘e(C‘BL')

= 0. Done
ontré,

un élément de Zry., et par T

pélément (B se transforme en 1'élément Tﬂ(‘%f‘f? T') par Iapplication "
Jest-a-dire 7T, (B) = 7.(8; T). Un élément de 1a sous-base de 1;
topologie de I'espace Zpy, est de la forme suivante:

UT == {‘T‘ (‘%L) 1S = Te(‘ﬁ”fc')}

oL S appartient 48 = Xy (une famille donnée)

. De la définition de 1’ :
cation n on déduit que: appli

(4.13) Tsp,(u7) € {Tx, (7, (82)): S € (&)

§'il existe un élément N & {Ty, (a;; (®)): S € 7,(®,) — Ty (7))}, alors
on peut construite la famille {Y,: o € T'} telle que ¥, € 7,(%;), o1 *,(8r)
est la famille de la relation (4.13). Nous avons, par conséquence, la relation :
(414) V N = Te (}fa)‘ Ya. €1, (&L’)'

aell

De 7, (UY,) = U~ (Y,) =N et de Y, € UY, on déduit que 'ensemble
UY,=Y' appartient a =, (8.), c’est-é-direaque Y’ appartient 4 U; et

N = z,(¥’). Done, nous avons, N « Ty, , (Uy), contrairement a 'hypotése.
Par conséquence, on a 1’égalité suivante:

(4.15) Tg., (ur) =N {Tgg, (5. B):S < =, ()}

Puisque § ¢ ¥, on en conclut que S = Tgpp (S) et S er1,(8),
cest-3-dire Ty, . (Ur) est un élément de la sous-base de la topologie de
lespace Xp;, ce qui montre que I’application v est ouverte.

L'é}pplication 7: g — Spy étant continue, ouverte et surjective, on
uit que v définit une relation d’équivalence & sur l'espace Zgv telle

ue les espaces Zerf&, g, sont homéomorphes et donc LR
et complatement démontré.

R —————— R

R i

i
i

i
i
1
\
i
i

1
‘, bl
4
:§ i
.
1
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o ot sont dewx filtres sur E, alors a liey p g, .
1. Si%et® sO% equiy
Lemme Bleng,

sulvale: s, wi@0) E 0= BN B TR = 6

_ ; o ' 2 (8)), alors de Y

’ 1 SIY E’QnT’(gg.’T‘(L’ ne‘cz%l
Dcfc’é'cliﬂ;'sctzﬁlto,:lous a\?ons la relation: ( ' T (&L))
on

Y Ay € Te (&L)'
(4.16) o P 1 &
De Yo () Ao € Yo et du faif aue I'opérateur , est idempotent on gegy
. =

ue Yy € T,(@’L)- R :
! On montre exactement de la méme maniere que Ao< 7,(8;). Done 1oyg

avons les relations suivantes:

(4.17) A, €8 N @), Yo = %N 7.(B).
En supposant remplie 1a condition :

(4.18) & () 7%, 7(®) = 0

nous avons la relation suivante : :

(4.19) F’E%YF%F N F' & (&)

Les ensembles 4, = F' et ¥y=F appartiexment 3 7,(®,) et donc F'NF
appartient 2 7,(®;), ce qui est imposible.

Donc, nous avons la relation :

(4'20) %' m Ta(";‘é: Tc(@l-)) :l: 0.
On montre exactement de la méme maniére que la condition
(421 S () (5, 7(8) % 0

implique la relation:
(4.22) %N TR (@) F 8
et le lemme est démontré.

Lemme 2. Si % ef %' sont deux filtres sur E tels que %' (%, "u(g"i)):':u'
alors % N & %= 0.

Démonstration. Supposons que % () %' = 0 et que ¥y appartient a

c’zéf n Tc(%' Tc(&L))'

|

|
H
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De Y, € %' N (% 7,(®;)) 1l résulte les relations:

(423) Yo = ﬁ‘:'\', Yo [ Ts(%, T‘(‘%_L))'

De Yo € T‘(f:;‘, T,(éBL)) on déduit la COnditiOn:

(4.24) ERLIAETLRACH)

A, cYoet Yo 4y £ 4,1l 1ésulte qu .
De Yo 2o Serts aw femme $,Ta famitle 5 ns, 5 60 o
5 Ay < Yo alors Y, €% puisque 4, €%, cest-a-dite Y, e -y
Done & (1 S 0, ce qui_est impossible. Par conséquent, it A N i;'o
relation Ag 2 Yo e,:t donc il existe un %, € 4 tel que {20} Y, = 602§e ta
sdire (%o} € (%, 7,(8.)), puisque Yy < . De 4D {x,} o slsia ‘1
AO = Ta(’%': TQ(&L))’ c eSt—a-d1IE: s

4.25) 4y =% 7, (8).
De A, € 7%, z,(®,)) on obtient la condition:
(4.26) Y,é%'A N Y, €7,(8)

Jest-a-dire A, et ¥, appartiennent 3 7,(&;).

Si Y, c 4, alors ’Ao € %M %, donc %N % =0, contrairement 2
I'hypothése. En consc¢quence on a Y, #z A, et donc nous avons:
(4.27) 3 {xiNY.=06

neY,

Cest-a-dire {x,} € (%, 7,(DL)).

De Y, 2 {x,} il résulte que Y, € 7,(%, ©,(%;)) et donc Y, vérifie la
condition :

(4.28) Y, € &' N 7% 7.(8))

Donc, nous avons Y, # A, # Y, ce qui montre que Y, — A, 0 et
Ay— Y, 0. De Ag) (Y — A,) = 0 et 4, B il sésulte que 'ensemble

Y, — A, appartient 2 (%, 7,(®;)). De Yo 0 et Yo (4o —Y,) =

on conclut que:
(4.29) A=Y, €% 7,(B)

Puisque 4, — Y, 0 et (Y, — 4,) — 0 on déduit que l'en-

0 - N (A, —Y,) = 6 on deduit que
i;!mble Y, — 4, appartient1 a 'rﬂ(u,%, T,(@,j), cest-a-dire que l'ensemble
Dlor;:An appartient 2 la famille 7,(%, 7,(®.) N 7.(% T, (®y))-

30) 7, (%, 7,(®) N 7 w)&) =+ 0.

e o i i e s e
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e ¥, — 4, apparhent a Tg(% y el ), 1l en resulte Que -

rensemb
e 3 Y,— Ag) N Tos =(By).
(4.31) Te%
{ (@7 (&), on déduit la relation:
De Y‘ — F 0 Le 4 ] I
(Y]_ == AO) m T(,) = Ta(‘%L)-
(4.32) TIES
, ' des filtres, on déduit que Ty U T{ €5 g ¢
g'msqitleﬂ%;tdz Gsogf)ntrairement a I'hypothése. ¢ esty.
ire B s

Lemme 3. Sila
(%, T,(&L))' )

Démonstration. Soit & € &F tel que %' ?‘(&’ = 31)) :‘,: 0'.

Du lemme 2 il résulte % (N %' :E,,B' Les filtres ‘Zobelt %’ étant d\e F o
&N & %0, on déduit que % et %' sont comparables. On procéders j

césente 2 l'analyse des cas possibles, a savoir: (1.) % < %'. Dans g
Eas % n'est pas un ultrafiltre sur E donc nous avons:

(4.33) vV 3 z&F.

xek FxES

mille § contient I élément %, alors elle contient 51
famr Elémeny

x} € 1.(%, ,(@,)). Cette relation mo,l}tre que I’ensembl‘e ].E-“ appar-
ggrrlltc z‘g l(‘iy, 'r:((éBL);? ]L)e la définition de 1'élément F, on déduit quela
relation suivante est vérifide:

(4.34) xe F.

A4
Fep—{Fy

De {z} € 7,(%, 7,(%,)) et de F D {x} on déduit que I’ensemble F appartient
a 7,(%, Tc(‘%l’))' . ;

En vertu du fait que les ensembles F, et F appartiennent a la famille
(%, 7,(®;) on déduit que % C 7,(%, 7,(RL)-

Soit F' € %' — %. De F' ¢ % on déduit qu'il existe un F €% tel que
FNF =8, cest-a-dire F' e 7,(%, 7,(®,)). Cette relation montre l'exis-
tence de l'inclusion %' — % < 1,(%, 7,(8L))-

Puisque nous avons:

% < 1,(%, 7,(®))
on déduit que (%' — %) | U% < (%, 7,(B.), c’est-a-dire :
(4.35) % < 1,(%, 7,(8)

et donc la famille ,(%, 1,(®,)) appartient 2 &.
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: ~%. Dans ce cas, % n'est pas un ultrafiltre et on
2 % (% la méme maniere que nous avons !'inclusion montrera exacte.

ment :
(4.36)

Puisque %' C % il résulte que l'inclusion suivante a liey:

B < 7%, 7,(8)).

(437) ® TB) < (B, 7 (@)

Jest-a-dire que % < 7,(%, 7,(®)). Done <,(%, 7,(8,)

: ce qui montre que
fa fa mille 7,(%, <, (®.)) appartient a §. q

CHEOREME 12. La famille (L1, <) est une lattice.

Démonstration. Soit {EEv’-a: XS I‘} une famille des compactifications de
pespace E et L, E — Xg,., le homéomorphisme attaché 4 1a compactifi-
cation Zgr - On désignera par T, la topologie de l'espace Zer. La classe

¢ (T,) est une topologie sur E. Donc sur E est définie la famiile
-2

G (T)iuw=T}
des topologies.

Il existe une topologie T sur E telle que TE EHT ) quelipe it g = T,
En effet I'ensemble Q < E ayant la propriété suivante:

v =

e -1 .
ey (Ty,) =12

AUl

est un élément de la topologie T.

Soit EE,LT la compactification de 1'espace (E, T). En supposant qu"il :

éxiste un « = I' tel que L, & Ly, nous avons la relation:
(4.38) % (®L%) € e, — i,
0{1 q)o € La. it LT'

De la définition de la topologie T, il résulte que:
(4.39) To, © &, (T).

Nous supposerons remplie la condition:

(4.40) v S & (o, )

se§

Dans ce cas S & Q,,, donc pour un filtre quelconque % € & ([3) S ou

fen §(S) n’appartiennent pas i %.

j"
i
1t
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e stant idempotente il résulte que ¢(S) « g
L;appilsl'f:tgilglot:e o e § tel que $o(S) € %", donc § y
u'll existe
niere relation

€ Fssjest'a‘dim
montre que Hous avous: “La gy,
3 SNB=29

(4.41) BES

some S € (%f,, 1, (@,‘li; )) I'ensemble S appartient a ¢, (@%; )’ Cesty i
¢ . N ~dig

squence S < 7, (3, 7.(8%,)) — {6}. Du lem
o cm(l:j 'q: 7, (&) — {0} =& Donc, on a e 3 oy

bolS) & 7, (87, 7. (8L)) — {6}.

puisque $u(5) 0 €t $u(5) & €y, nous déduisons que yy(S) ¢ < (gf.)
— {6}, cest-a-dire $o(S) € Gy, cewqul est unpos.sfpl'e, Donc il existe =
semble S, € & tel que S =1, (&L.“E). De la définition de la topologie T,
on déduit que nous avons la relation: Y

(4.43) t(8,) = T,

déduisons que 7,

(4.42)

et de (3.49) on déduit que %, (8%) < %, (T), Cest-d-dire qu'il existe y

élément T,(&ET) € Tgp, tel que:
T, (&}'f;.) = (T‘ (éﬁ‘ﬂr))

donc T, (55{; _) appartient & Xp, , ce qui est une contradiction. Donc on a

(4.44)

VLaELT

acl

et du théoréme précédent on déduit que pour un « € I' quelconque nous

avons la relation: EE-L.; < EE,LT.
On supposera remplie la condition :
Lr2L 2L,

e T,

On désignera par T, la topologie de I'espace Sy et par T, la topolose
de l'espace g, . On a:

(4.45) LT, 2 8 (T,

cest-a-dite T2 (7(T,) 2 G!(T,), ce qui contredit la définition & |

topologie T.
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Les résultats précédents montrent que 3, L
i

:  a est 1a p] !
cation pour l'espace E qui ait la proprietd PIUS petite compactj.
a‘gr EE’LT 2 EE,La-

iculi lagons la famille (3, .
En par‘acuhe_r remp ,g { r, B I |
Cmnpactifications_de I'espace E ayant la forme 5 }f:: I; fafml]e des
cette famille contient la plus grade compactificatig Ly S déduisons que

. o g . : n. Cette famﬂ] ;
Jus petite compactification (la compactificati e contient
a ; on ;
iuepcontient chaque systéme Wallman (proposition ‘Age}ézndc?tﬁ)o&)ﬁsqu)e
. age).
ruEOREME 13. La famille Qg ¢ des compactif;

. ¢ ications de la forme s
constitue la latice des compactifications de I'espace topoloéque EE’L(LE.Q)

Démonstration. Soit y(E) une compactification quelque de 1’
logique (E, p) et Iy homeor_norphzsme rattaché 3 Coqmpactiﬁisal‘z?oc; tci%c;-
On désignera par v 1a topologie de I'espace y(E). Les familles Y i=), ¢ {T )
w sont des topologies sur E. Il existe une topologie T plus grande que ces
topologies et qui est la plus petite topologie qui ait cette Propriété,

Soit (Y, ) ='(E, y~X(v)) X (E, & (T,) et © = {(x, 2): » Y},
L'espace (E, -T) sl }10111é0m0rph e avec (9, n/9), o /D est la restriction
de la topologie = & ’1 ensgmb_le 9. On désignera cet homéomorphisme par k.
Puisque # < T, T'application k&: (y(E), T) - (9, =|9) définie e

= . —1 5 3 ) i . i 4
= ]r,.' -1 - k7", olt 1 est 'application identique, est continue. Ceci résulte
du diagramme :

1

((E), v) — (E, u)
k l i l i
(®, n|9) 2 (E, T)

On désigne par Zgr, la compactification Wallman et supposons que nous
avons x g 7,(%7 ). Soit 4 un ensemble tel que:
g

(4.46) e (0} <er,, A
De la définition de la relation <gr, on déduit la relation:

47) A — bt (1) =

["'lo

De x ¢ T, (53;_'“) et de la derniére relation on obtient:

(4.48) {(x} N (A — {k7' (%)) & &’;M,

?'est-é.-dire {x}N (4 — h=1 (x)) # 6, done x & AN e{h? (%)}. On procédera
4 Présent a I'analyse des cas possibles 4 savoir:




PETRU A. PETRISOR

282 o
as nous avons (x} N 4 = 0, cest-a-dire 4

ns ce ¢ ) 1 : ap
Cette relation montre que seules les familleg o Par.
&y

s ensembles du type de 'ensemble A, contiennent l'élé)mqu‘1
ent

1) x &€ A.‘Da
tient 2 n-,(@;ja A
contiennent le
geE Du diagrame

on §: (@, l®) = (E, w) définie par j(f) = ht) st
e bijection continue, puisque # < T- Considérons I'application ko jot, |
Puisque cette application est un:e sur.Ject-mn con‘f:mue et T, est une ‘copa[)_
logie compacte on déduit que I’application kojo KL% est un homéomgr.
phisme. Soit # € E. Nous avons k(x) = h— (k7" (%)) et donc:

(k o _7 o cLa.,)(x) = c.'.,n‘“(h‘l_l (x))

il résulte que I’applicati

De la définition de l'application ¢, on déduit que Gz (h!(x)) est Iinter.

section des familles =, (&} ) qui contient les ensembles.
Qo

A ayant la propriété:

(B (%)} <sr, A.

Tenant compte du raisonnement précédent, la derniére relation implique
que cette famille contient I’élément % et tenant compte de la propriété (2)
du systéme Wallman on conclut que cette intersection est 1'ensemble {x,
Cest-a-dire {p (B! (%)) = xet donc y(E) = Zgr, - Le théoréme est com-
plétement démontré.

Soit & une famille de parties de 'ensemble E ayant les propriétés su-
vantes: _

1) 6 =& E <& et pour deux ensembles quelconques 4 et B qu
appartiennent 2 & nous avons: A | B € &, AN B €&

2) Pour tout % € E, nous avons {#} = {B €8:% € B}.

3) Pour tous les ¥ < @ et x & ¥ il existe un ensemble ¥y < & tel que
x €Y, et les ensembles Y et Y, sont disjoints. '
; 4).111) o:;r lest_enstexlnbles X et Y appartenant 2 @et qui sont }(}iS]Olgts' ]g
amille & contient les ensembl X = =
AN A embles X, et Y, tels que X; N 10

Par la suite, Ty désignera I'application canonique (112)-

(
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Démanstratzan. Soit Q ={Y: Tg (V) = Y}

ordonnée @ <) %
Un désignera par s o = I‘)’ une sous-fami
” lement ordonnée. On pose également Yillle de

osition I Ye&sietseulementsi'f 283

et considérons g famille

la famille @, <)
«cr Nous avons

Tg (Y)= U Ty (V) =Y

asT

31, théoreme 5), c’est-a-dire Y est un majorant -
E[n ]vert_u du lemme de Zorn, la famille (Q,] g pg’szlélaflbaufan‘?lle (Y, ae ).
y'. Puisque E &<, on en conclut que T, ( n E émemi maximal
y’ = E. Nous avons également : & =E, clest-a-dire

To(Tg(Y)) = Tg(Y),
cest-a-dire Tg(Y) = Q.

Nous supposons que Tg(Y) € Q — &. La famille (Q, ) étant indycti

ment ordonnée et E €&, on en conclut que T;(ifi—)ci;anz,;:;lzcgve-
, -3-dire :

:rgEExo $ T&(Y)

En vertu du lemme de Zorn il existe un ensemble maximal F, € Q t

e & I'r i Tg(Y) C Fs, L'application Ty étant idempotente oEI

déduit qu'il existe un ensemble B, € & tel que Ty4(Y)( B, et % qE,Bn

De la propriété (3) du systéme & il résulte qu'il existe un ¥ ' e &L&l qu:

€Y, et Y, N B=0. En vertu de la propriété i
” 9% ,.'(., . t
on déduit qu'il existe les ensembles T, &1? IPr::-e‘g gci)lsd;uéa: fomille &

T,r,,my.:°= Tn Bo=0, T:.UT=E,

Co : :
nformément a [1], on peut supposer que ces ensembles sont disjoints.

Donc Y. Tes By C T,
_L ;nser}ble F,, étant maximal on déduit que T C F,,, c’est-a-dire E —
' % C "« et don-c nous avons l'inclusion E C F, U T,
monirgﬁimere relat19n et le fait que l'ensemble F,, \J T,, appartient & ()
0 o que F, n’est pas 1'élément maximal pour la famille ordonnée
'}, ), ce qui est impossible.
P . .
Df°P051t10n 2. Y& siet seulement si’ Y C Tg(Y).
v =B?°"$Tatzon. Si ¥ est un ensemble tel que Y C Tg(Y) et Y = & alors
these 2(Y) (de la définition de l'application Tg), contrairement al'hypo-
- En conséquence on a Y & &. '

'
I
|
i
'|
{0
|
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ons maintenant que Y& et que Y = 8 (v)
duit que Tg Y) € &, c.est-é-dire Y& ce i
ons linclusion stricte Y C Tg(Y).

. De la -

Nous Suppos
est )
pgg,

position 1 on dé
sible. Don¢ pous av
stion 3. Pour deux ensembles quelconques Y, o v

0S
T:klrflof% Ys) = T@(Yl) ﬂ T@ (Yf)' 2 0n
Démonsiration. Linclusion Tg Vi Ye) € Ta(Ys) N T(V,) ¢tayy N

dente, il reste 3 demontrer inclusion Tg(Y1) N Tg(Y,) < T, (Y
dente, e supposons % = T (Y2) 1) Tg (Vo) etaue x g Ty
D: z e TN Tg(Y,) on déduit les conditions:
(2) A4

I'éH, Ya<T

1 ﬂ Y2 ;
Yxrm;.

x € B x 7.

(1) Beg, Yi<B

En s'appuyant sur ce que Tg(Y1NYe) €& 2a Tg(Yi N V) eten Verty
du lemme de Zorn, on peut trouver un ensemble F, € & et que 5 g p

l

et F,DO T4(Y1N Y,) et I'ensemble F, est maximal par rapport a 'ordre c‘ |
x =

De v TgYiNYe) et de la propriété (3) du systéme & on dequ

la condition suivante:

(3) 3 Y,NTg¥1NYy) =0

YzER *E Yz
Des résultats de [1] on déduit la condition :

(4) = T,DY, ¢ Tg(iNY,)CT.

Ty, TESTxUT=E
De xg& T et Tg(Y,NY,)C T on déduit que T < F,.

Nous avons ou bien Tg(Y;) € F, ou bien Ta(Yo) = T,

En effet, si Tg (V) & F et Ty (Yo) & T, on procédera a I'analyse des

cas possibles, a savoir:

(1) Tg(Yy) —F,=Tg4(Y,) — T,. Dans ce cas il existe un ‘élé‘ment
%o < Tg(Yd) O Tg(¥s) — (F, U T,). De TC F, et T = E — T, il réult
que Ec T, UF, cestda-dire E= T, JF,. Donc %, g £ ce qu est
impossible.

|

(2) Tg(Ys) — F, = Tg(Yy) — T,. Nous supposerons remplie la condition: |

Ta(Y) —F, 0 et Tg(Ys) — T, 0

Dans ce cas nous avons Tg(Y,){F, et Tg(Ys) $To ©
Tg(Y; UY,) CE, ce qui est impossible. Donc ou Tg(Y) — F,
Tg(Y,) — T, = 0, contrairement 2 1’hypothése.
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siTg (V1) = Fo a¥orS,Y1 < F,etx¢ F, contrairement 3 1y, 5

pe Ta (V) = T 11- résulte que Y, < T, Deia definiti Ypothége (1).
7 on déduit Uinclusion To(¥y 1 ¥y) C T, cestadire v, y
y,N Yz S Y, il résulte que ¥, N Y, C T, done Yifi ¥ QT 2 CT. De
est-2-dire Y,iNY.= 8. Supposons maintenant que %, & ;, v )zﬂ T=4,
g Y, C T,, alors puisque Y, C T, on déduit que 8\ N Tg(Y,).

YNy
7, = e conclut que Tg (Y, Yy) C T, contrairemexitr;. I'h < Z;: i g
Donc 1ous avons: ypothése (4).

(5)

Nous S.uppos.ons que Y, ¢ T. On procédera 2 I'analyse des cas possibles
3 savoir: '
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Y, 2T

P

AT R e T. Dans ce casilexisteun x, = (V
((;2) qu? est impossible puisque ¥; N Y, = 6, o = (YaNY,) — (T,U7

@ Y, — T,4+Y,— T. Nous supposerons remplie la condition :
Yi,—T,%6 et Y,— T=0

Dans ce cas nous avons les relations: Y, 2 T, et Y, ¢ T clest-3-di
Vg ,UT =E, ce qui est impossible, * g ’ 1re

Donc ou bien ¥, — T, = 6, oubien Y, — T = 0. De ¥, # T on déduit
que Y, — T == 0 et par conséquent ¥, C T,, contrairement & I'hypothése
(5). Donc, nous avons:

To(Y)) N Tg(Ys) = 6.

De 1a condition Y, N Y, = 0 nous déduisons que T4(Y, N Y,) = 6 c'est-
a-dire

ToY1 N\ ¥y = Tel¥) ) Tg(¥s)
contrairement 2 I'hypothése initiale. Par conséquent on a:
Tg(Y)N Tg (Yo) € Tg(YiN Y,).

3 PE oposition 4. La famille & est un anneau des parties de Vensem-
¢ E,

Qémonstmtion. Soit Y e@® SiY=0 alos (Y=E¢<&

SiY =F, alors (Y = 6 « &.

On peut, done, suposer que Y 30 et Y C E.

|
|
IR
i
H
!
i
i

|
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tablir 'affirmati 4
ge 0 Y & & Pour é on, nous

Suppgssiotli]jnqll qu montre que daflS <_3€ cas nou&_‘. avons : CYy &rs:ru‘cﬂiser
12 ftro};ncluSion éant stricte on déduit la relation: & (CY)
Cette "

%0 CY

(6) #ETgCY)
cest-a-dire 7o =Y () Ta(GY). La dermiere relation mongre o
embles TglY) et T4(CY) sont non-vides et pusique Yy apPartienis ;m
nous déduisons que Y = Tg(Y). 8

De la proposition précédente nous déduisons :
BTN TelCY) = Toe (Y N CY) = Tg(0) =

ce qui est impossible. Donc Y € &.

Soient A et B deux ensembles arbitraires de 15.1 famille &. De A _
=AN(Betdu fait que ( B € & qpelque soit B € &, nous déduis:
en vertu de la ;propriété (1) du systéme & que 4 — B e g, g, ver{ﬁ

du fait que quels que soient 4 € & et B € & nous avons A UBeg |

(propriété (1) du systéme &), la derniére relation entraine que
anneau des parties de I'ensemble E.

Proposition 5. 71,(8) = &.

Démonstration. Soit Y ¢ &. De la proposition 2 nous déduisons I'incly.
sion stricte Y (C Tg(Y).

Soit B € &, B & 0, arbitraire. Nous avons l'inclusion :

YABC BN Tu(Y).

De la proposition 2 on déduit que Y N B & &, c'est-a-dire ¥ & 1,(B)
La derniére relation montre que 7,(8) < &. L'inclusion & < «,(®) étant
évidente, nous déduisons que 1,(®) = & et la proposition est démontrée.

B est yy

Proposition 6. L'anncau généré par la famille Arg s €St la famille !

Démonstration. De la proposition 1 nous déduisons I’équivalence:

Vi€ 8o Tg(Vy) =Y,
c’est-a-dire aT&,& =&,.
Soit &) = < &
définition de & on déduit que &; C ®.

! 1 la
1> l'anneau génére par & ,. Nous avons &, C & et de |

Soit ¥ €& Si Y=0, alors Y « @, $i Y o 0, alors Ye&—{fe}? |

=& C® et done ¥ = &, Cette relation montre que 1’ensemb

appartient 3 &;, C,eSt‘a'diI’e que D = g}i et donec < ag‘&‘|$ > =
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