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In Iwerare we onalizeszd eltevn nai directil s matematics oplicatld (luos © deter-
miplst, inrkuleatda g fmetali),

FLOCTUATII EXTENNE

Intre cele dond regimuri principale {laminar & turbulent) de miscare
& flnidelor existh un regim de trecere, numit trangifie, care prezintd atit
proprietatl Ieminare, cit g turbulente, Corgerile Inminare sing descrise
macrostopic on ajutern] unor chmpuri fondamentale (vitess, presiunea,
densitaten, temperatura), care conetituie solupia clasicd o modelului Navier-
Stokes-Fourier (N —8— ') diferential san integral, 84 considerim pentrn
rimplitate eaznl materialelor ne micropolare. Atunci seest model eonstd
din pairo ecuafli de hilang [(pentim nrmdtoarele mdrimi fizice : masdl,
impuls, energie si anl:m]{;i;:-j} gi comdifil la limitd g inifisle, in clase de,
funcli Tiemann integrabile. Forma diferentiali » unet netfel de ecuatii
de hilant eete

iy
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unde : g, f, p pi & sint respectiv denaitfifi ale mérimil fizice condiderate
ale fluxnhoi, produetiel g aportuloi de setfel de miirime, Specifiearea mate-
rialulni s face postulind pe bagd experimentalil san dedocind din teorin
comatitutiva legitarl intre f, p g & pe de o parte si acesti § pe de alte, in
legituri (ecuatii constitutive) spirind presiunes gi tempersturs. Anumigi
coefivienti care apar dotoritd lniaritdfil eoontiilor compiftutive se deter
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mind experimontal macroscopit san pe bage stativljce, Tweja de oo gl
poiibile dond mferpretdn ale mdvinilor earpelerisiice  Tandaosenlabe :

ny ole ging medii stabistioe ale mdiviniloe alesboare co ciarmclerizens
miscarea ls nivel microssopic. Tn acest ear mirimils non apirute in ecialiile
srnstrootive an nterpretdci por macroscopics, covficientii se determini
prperimental, nr muracteristiclle undamcentale gint ve sleatoare. Aceastd
interpretare conduce la existenta unui prag (limita continnumpliniy de
valabilitate a mwodelird ;

) earacteristicile fundsmentale gint mireimi aleatoare, dar in mode-
lare intel doar media lor statistiel 2 aonme : 1o membool gting al i (1)
i geprezintid media mivimii §, lar f, p sl e sint legitor macrodeoplee care
mislelenzi efectnl flustnagiilor § — g microscopice ln sCorh macrosropics.
Acemsid interpretare nu este obignoitd in eazul laminar.

n migearen turbalents, simpurile g oo omad gint fieie relevante, iar
aparatura de mfsurd folositd in regim laminar, aict on mal este adecvats.
Turbulenis eate un regim de rorgere principial distinct de cel laminar :
in caznl tarlmlent modelul ¥ —8—F g plstreazd valabilitatea, dar cim-
purile (instantanee) furnigate de el nm mai gint folositoare, datoriti varia-
tiilor deosahit de rapide gi complicate, practic aleatoare. O variaie nsemi-
niitoare are loe pentrn funegia f: (0, co) = R, fiz) = sin 27! care, pentru
x mar, este lent variabili in vieme ce varistia sa device din cein oo ma
rapidi, eind @ — 0, Co loate geesbes [ exte infinit diferentiahild dar stabi-
lires valorii ssde fnde-nn punot &, apropiat de 0 este dificild, cerind o preci-
gio din ro in ce mal mare. Foarte aproape de 0 este practic imposibili o
asifel de determinare, o micid abatere in specificaren lul «, conducind
pentru fimg) ls ovice veloare eupringd infre —1 g +1 (fig, 1), Litertuen
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afers multe exemple de comportamente complicate ale mnor funciii ce des-
erin dipamicl deterministe. Deci, carpcterul complioat al tradectoriflor in
migeare turbulentd s rapidn variatie s cimpurilor menfiopate, o implied
neapEinat corinta o poeste clmpur & le aleatosre 5 deci ea modcdeiul
N — 8 _F s tie considerat in elase de funotii aleatoare. Totngi, practic, aoest
model nu mai este adecval pentru descrieres la scari matroEnorpicd &
turbulentei, tot ass cum in vegimul luninas, nn era relevantd o descrione
microtcopicd. digereti, Atunci, avem doudl pesibilititi ansloage Iui a5
byt ') mirimile caracteristice migefitii turbulente sint medi statigtioe ale
celor laminare, isr f, p si & sint legate de acesten prin postulari de modele
de turbulentd & 1606 24 Jeglm pe £, p i 2 de vreo caracteristioh & migeiri]
taminare. In acesl cas, maﬂiiﬂ statigtice din torbulent® spar ca duble
mediori ale mirimilor micrescopice; - b') cameteristicils. farbulente st
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miirimile sleatoars (san mai hing 2ls poternic variobile 4 complete) Ingfl-
nite in modelares lamivard in Hmp ce f, p i & sinl resuliaiol 1e scars
turbulenfed o fluetnatiilor din carastenstcile laminere. Acerte inferprabir
finean semma de motelnl N—B8—F valalil in ¢azol buoinsr, Exisld insi
gi 0 alth posihilitate i anome de & o mai lega carpelerizticlle turbulente
de cele laminare gi o posbulade b Tneepnd o8 poicimile oaracteristics {ulbg-
lentel slot alentoare, dar cff aceles firie elevante siol mediile lov stadis-
tice legate de o scard molard, 1 p #l ¢ inclozind efecinl mecroseoplie Al
Auctusatiilor Ia sceed scars [1], [2] Atlooed, in log de modelnl §—8—F
detarnyinist, avem nnul ptocastic, in clese do psifel de fonefii aleadoare,
In teoriile clasice ale turbolanted se postulessi 1acit of in vegime tarbolent
estir valahil un model stochastic in clase de funcki aleatoare, Terk o se
aperifice lepiturs intre mediile siatizhice ale peestor fonelii gi mérimile din
modeln] =BT determinist (care In numere Reynold mici eca innaings)
gl ficd 5B se lepe peacs contivuumulol twrbilost, continmm consiruil por-
nindu-se de ln un sistem discret de groplin de moleeule (moli) eare pot &b
jonce rolul moleculélor din caznl Inmioer. Aceasfl negpecificare faca Do
sibilit o comparars @ o legilurd Intre migeares IBminsad g ces Lo bulsntd,
degmrece tele dotnd regimmri eint oaracterizale de modele distimele 51 pe
de allé parte provoacd serioase difienltidi in interpretares fizicd o vesnl-
tatelnr teoretice, So pare od modelul oo de westec al Tol Praodtl,
Lazat po experimentele lul Nikursdze, Ia in congidenstie toam molasl dieph
peara microscopiedl 8 turbnlentei, cees ce explicd concordan|s m deoseith
e resulibabele masocitorilor, Acest punet de veders este setualments
dezvollat de gooals sovietioh copdnesi de WV, V., Bivaminskil [21.

Carscteral pleator &l solufiel modelulul N —8—F stoosstic provine
din caracternl alestor al datelor {feondifii mifiale, conditdi 1a linifl, viseo-
sitate furbulentd;, forte exterionre nlestonre), e gceen In acest model
fuctnatiile au natork exterdoard (agomot) [117), «int introdose In ristemnl
fluid §i nu se degvolili din perturhatii. In conrecingi, modelul ¥—8—F
eate adecvat dosorierii turbulented desvoliele @ nu trenzitien.

Modelele matematice efectly folosite in lovestigaresn turbnlenfe
dezvoliate se oblin simplificind medoinl ¥ —8—T slocastic nfr-un mod
diferit docit o oneul Iaminar, decarece aini viecomiiates, nestaliongr-
tbes gl mnesteon] pint condifi necesare de fmbodentd, Aceste simplifi-
edri ze Too diferenting, finindoe-se seamn de proprictitie medildor si cooels-
{iitor &t g legituri dintre sle. Astfel, in teoriiie statidlion naive de tip Rey-
nolis se postuicazd relatin de inchidere (modele de cbnlenfd) de 1‘“5
algabric, diferengial, integral gsu mixt intee medil lemporale & eorelakil.
In teoriile statistics propriv-ziee pe folosese medii probabilistice, dar &
aiel gp inbrodoe jpoteze gimplificatonre @ agoprs meediilor gl SO |:r1ll-|-l:|p:11_i-
(in teoris lul Kolmogorov), rae se portuless) redufil intre ppectie gi oore-
lnkii (ea tn beoria hui Heisenberg) pan se prescrio ordioele de mitine als
corelstiilor (In teorlp lni Krsichoan) (3] Teovin clatietich o i Hopf
pate ced mid naturadi § generali, singurs care £5 pormifl o trecere ggre
interpredfinl laminere, Complexitaten seestel beoril fioe oa interepul solual
pentn e 44 fis pur teoretic. Pe baza el s-a degvollad, teoris solugiilor soatkis-

tice bidimsnsionale ale lni Foiag, de seemenew; decenmdatd, nomsd de
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interes teoretic, datoritd graduloi mare de ahatraciie al aparatnlod mate-
madic, foloxit, der care dujn s sdroneinat evedinga de un secal e orviee
migeare (nbalenti exte tridioventionali [4].

HA ST DETEILRENLET

In twbulentd, simplificirile nn privese marimile instastanee, o
mediile, corelafiile sau ppectrele lor; rexnltd off o interaciionile model
fizic — model matematic — experiment, modelnl fizie este cel mai opor-
tanl, desi el sate meréll corsctat de experiment. gf tearie (fg. 2), A re com-
para ou siluatie mad pimpld din eagal laminar (fig. 3). 53 remsredm con-
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ditiorares experimentulul de eitre idees O=led, obligatorie, de allfel, in
tonldl Digien (&), [6) [T]: de aceed, in laboratoarels de presiigin, experi-
men ttorll sing wlesi dintea cei mai bunl eamoscllord ai leoriilor fizics, Pi
des altdh parie, e constatd of dech in cazul genersl matematiclenii deping
de ideiile fizice siode datele sxperimentali;, In furbualenid e farmisessd o
plus, engeetil fxlvienilor g experinjentatorilor, apirind astfel, concepte
fisice, gindite inifisl matematic, Tn acest fel, o lunt nastere matemation
figict, care apare i toate siteagifle inoeave ideile Ngice sint complexe, ne
intuitive, ¢i sogerste de omodelod mafematie; decl e apare wmlt &l o
turbulewg,

Froblems priocipiald, majord & mecanicii fluidelor este apaxifis
comportamentolui furbolent aleator, hnotie dintr-un comportsnent rego.
Iaf, barinar; eubs sjung pecturbadiie ioterme, ecapactedzate de o ndriog
gedleatonre, si pe Lroneforme To floctoaii (aleafosre) fied aport de slo-
caetheitate din exterior. Cunoagteres diferitelor tHpuri particubwe de tor.
bulente date de teoriile claeice mentionabe sste mportantd pactic dar
gtidpinirea mecanismuliol origindl turbolentel s fi covirgitoare, deoprece
i i permite adeviivatul contml ol forbolented, sdicd folodires in profug-
gime; dirijatid, o eorneterisbivthor turbalenged g nuin ultinm] rind & ener-

ini sule mari. Tn plos, observiren strooterilor cocrente Juminam degyal-
ﬁtf:: i peiggdied turbulente rporese npasul o oare re ghgere fundanenlele
tepriei turbnlentei, Dificuliifile semnalate se intilnesc in forme. specifics
in studiol celse oo diferite dieteme frice g oele se formaleasd setfel |
ibe oo evolutiile oidonate devin haotice g de ce pe un Tond de desondinsg
porte apare ondineaf Un rispuns la aceste infrebiri il oferd teoriile
hazate pa conceplul de haoe determinist : evolutiile complet deterministe
sonfin 10 €lé ingele germenil dezordini, K aport de sgomaot din exterior.
Dim punet de veders mabematic haosul defermiinist este o dinamied parti-
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culari In spadinl fazelor (ataead evolugiel sletemualol fzie, evolijie ce

¢ e prnmiti parametri) in care portretul de fazd are proprietit
probabiliaie, De aoees, haosul determinizts aste numit gl hoos de fasd san
hmop din gpafinl Tazelor, Interpretired. g carpeteriznren 5a matematicd
aparfine mutematicii fizice in care fenomenul fizic eate interpretat pornin-
du-se de I concepte matematice atasate dinsmmicii din spagiol fazelor.
Agtiel, evolntia unul alstern fisie s numegte hootied, dacd zigtemul dina-
mi¢ atesat are un comportament haotio, Dinsmica haoticd de fagdh are
diferite definifi, De exemplu, dupi Yorke, dinamica este haotich dacd
multimes atractivd din spajind fazelor contine o infinitate de orbite perio-
dice, o infinitate numirabild de orbite meperiodice g ms:iiaritaﬁa& orhi-
talor pint hiperhelice, i dupd Mandelbrot, dacd gistemul dingmie are un
attacbor fractal, Indiferent de definifia madematicd, baosul determiniat
fmplied o dezordine macroscopicd, constatati experimental sau obeer-
vati direct. Trecerss de ls dinamici regulutd la nna haobisd, raminind
in eadrul determiniaty, ace lod conform unor seenedi’™, dramnie spre G-
bulenga™ tipice. Erin Lnrbule-‘;'}\'l. aici #e Infelege o dinamiol snaloagi
ks tei dezvoltate -a floidelor g caracterizatid e méarimd alestoare.
Hpopul delermipist eate capdtul dowmula™; pe diind genernres sn wre lan
pe: parvurenl umei indvegi zome de varintie o pavimetrilor fizicd, corespiin-
sdtoare tranziliel hanipne — torbolent,

ERENTT.E AICFIREL

1o mares lor majoritade, fenomenels lumii vii sau nevil sinl mode-
late de probleme pentin ecnndil cu dervabe partiale al cirer comporia-
ment esie depadrts de s 2 Infeles, In anvmite situafii (e, casul disipativ)
unui astfel de fencmen i se alageazd o problemid Cauchy pentru un ssben
de ecuabii diferentiale ordinee, wuoibl exewiple wiodel, chre pRatreasd
carieteristicile eaentinde de fash ale fenomennln fisic, Tdess reducerii: slo-
diuhii calitativ al unei ecusfii cu derivale partiale la acela al unei ecnadii
diferenfiale ordinare este unda dindve cele mad profunde din ultindl snl
Eo 0 apirnt in temn prolterir noel eantibd mmeies de refaliatea obiinate
1a caloulator, ou care ooasle 5-p observit of multiomes solufiilor anumdor
songtl on derivate partiale se | aplefisehzd™ fininsind, pe misora depir-
arih de momestol inifial (8 = 0), cdie o moljime de dimensiune findtd
(varfetaie inerfiald) de solufii ale exempiului model [8]. Teorstic, Foiag a
sjune bi definepsch acedstd varielate stabilind morgini superipare ala
oumdrnind moduriler necegare s6 descrie (peoln § - co) muliimes soli-
iillor edtre core tinde muolfimes totovor polugiiior modeiolui Hoevieds
Blokes,

Unoard, exemplele model contin o6 eonpgil on derivate puatiale dar
mult mai siruple. In alle stuatil, echivalents countiel on derfvafa partisle
e ced o Heremiadh ordinsd se velerd oo Ta proprietdfi asimptotice pombem
{ =g (en I casal proflemelor e stabiliteie g stractivitate mentionale)
Gl k= DVEBN & = oo unde A ste o parametra fiwio,
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MATEMATION EXPRRIMENTALY 51 MATEAMATICA APLICATA

Matemation experimentald nu este o griintd, of o ndeletniclrs caze
furnizeazi resuliste numerice deduse din rezolvarea la caleulator & wnor
probleme peptra care ou se dispune de suficlents informatii calitative
rigiroase, privind in epecial, existenta gi unicitates soluflel. Ba o fost
inrpusd de cerinfe practice stringente 21 g-a desvoltat mult in ultimul tiop,
inferferind en arta s matemation [9] Tweserieres eompletd 4 dinamicti
der fisl, chiar in casul exemplelor model, este imposibila in absent salen-
Intorului, Drar, pe de alté parte, interprotares corectl a resultatelor Fori
zate de caleulator devine chine principial fmposibild, in ensmul unor ecuntii
care depind rensibil de data inijiald. In decelares crori caleulatorului de
micile variatii ale roluplet, un rol din ee in ee mai mare rovine matema-
tacientlor care poredd cuncetinge de teoria modeldri. In anii westr,
peripdie an lo¢ eohgrese asupra modelici, se tin oursari de moedelare la
marile instifogii de invijimint superior, apar cirti dedicate acestui subiset
(], [11]. Matematics aplicati, prin stiinta modeldril, sste cea cave seni-
zedrih mutatiile importante ale stinfei contemporane. Tn pactienlar es
orienteasd studinl furbnlented in directii prineipial noi in care s angajat
cercetarea mondisli : lagiter. ntre laminar @ turbulent vis haos defermi-
migt al sistemelor dinamice,

SISTEME THNASICE

Bigtemul dinamic este un concept geometrie (de topologie diferesn-
tiali} care modelenzd migearen {evolutia) noui sisten materal cu ajimtorml
unel moltimi infinite de teansformir] mdexate dupd un nemdr natural
(in care caz sislemul se nmeste discret) gan dupd un parametru real t
numit timp (o care eaz sstemml dinamic este continnuun). Deci, un sisfen
dimemic diserel este o aplicatie T': N —+ €, uude € este mulfimes transfor-
milritor Ty M — M nle apafistni foselor M cave su proprietitile T.,. =
=T, s T m, ne N iar T, este (ransformares identitate. T duce 0o numir
piturad w intr-o funedie 7, si soume Tis) = 7., La rindel o funetia T,
tluoe driee element din W intr-un element din 3. Aplicatiila de interval
g: e b] = [a, 0], o8] = R, genereazi sisteme dinamice discrete asc-
tifide nned rexolvin iterative & ecustiei o = gir) 8 anome o) = pim),
deci Tofx) — (e} unile 9, eate valoares inifialil din procesul iterativ, far
M = [a ). Aflares sohofied acerter ecuatii revine s ghigires punctulai fix
®* al aplicitier g. Dack § este contraetia, atunel mn proceden e ApProxi-
madii “succesive I care @, — Joag) tonverge citre #F deci lim @, = &*
peniru ovice alagere o lui o, In acest proeeden apare girul oy, .:-:, Beds
numit erbiid san ireiectorie Inl &, definit deci e Tyl 7 B S S
representing locul positiilor Inf oy, cind timpul digeret » ereste de la zero
I oo g deci deseriingd dinamion diecratd aTui #, in R, Considers {2l geamn-
trice glople aratd of zvafic @, se conatruieste ducind dio o, o perpendi-
eulnlh pe A o eare inteapd graficul lui ¢ in P, Din P, se duee o paraleli
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la axa o eare infeapd prima hizestoare in Iy ; projectia ni Py po axa »
eate toomai o, (Fie. 4). Orbiteni o, esle nn gir de punete asifel constroites
de pe axa r. Ks este deserish ou ajutornl valorilor in ., ale tuturor tranefor-

,:u+r#u M

LILT]

Fi5. 4

mirilor T, eu 520 deci folosind futregul sistem dinmmic ' dar referitor
mamai la nn eingnr element &, sl spaginini fazelor; Cu ajutorul lul T se
poate deserie dinpmica tuturor punctelor lui [a, 5] deci se poste giei mFJ-
fimen orbitelor tuturor puoctelor din spaiul {fazelor, moulfime DomEs
portratel da fazi al lni T, Produsal N W pe numegte spojisl fdesdor
exting, iar girnl perechilor (U, &), (1, @), (2, 24), ., . 8¢ numegte orbitid din
spatinl fazelor extins = lui o, Decasece T, sint funcfii, in spatiol Tsselor
exting orbitele nu ge intersectensd in relilmb se pot interesecta in spagind
fazelor, Aspectul portretului de faed al nooi eistes disamic este dictat
de prezents in cadrnl seestui portret s onor orbite speciale, strachive.
Orlats core ploacd din o, € [a, ¥} se noeste parfiel siifccded pentin orbi-
tele care pleack din of @ [0, d] = [0, 0] (unde (e, 212 o) dacd distants
dintre a4 $i acegte orbite tinde I sero, deci dach im | Tolag) — Talzg) | = 0.

H—=m

[e, d] se nomegte bosin de afractie. Dacil haginnl [r, d] coneide o intre-
gul spatin al fazelor [s, &], atunci orbita ¢e poroegte din o, 80 numegte
total ofvactivd sau, simply, ofraciiud. Bxisth o pmltime de albs tipori de
stractivitate sau de compertamente asimptotice pentin 4 — co ale orbi-
telor, IMntre orbitele tipice care pot fi stractive menfiondm orlitele perio-
dioa (A edaliendle) do perioada o so0 m-adoluride in care Ty g0 ilTe) = Tiliy)
deci de forms Wy Wy Mgy ae. Mgy Wy Ty By ey By o unde Dgksn — 1
# € [N%, m & . 1— vichal eate orbita consfent @, D De, oo T GRS, €

#q @it pumed o sal punet da sebilibre al aplicatied § care a generat pe I
Imaginea in spatinl fazelor & L-ciolnlni colncide on Doaginea punotniu
fix 7. Dach un s-cicln descvie miscarsa Ini &, atuoci oy esbe punck fix
al Il g~ 41 se numeste puncd peridic do pervoadd n. in spagiul fazelor un
fi-ticln pe represintd prim » pundcie. Ponetal fix este un punct periodie de
perioadd 1, iln cazul eind g exle o :nn#.ra;:kiﬁ, adunei sistemul dinamic T
generat de g are orbits eonstantd o%, o*, % | (unde #* este punetul fix
al Jui g drept orbitd totel atractivi,

Mulfimnen formatdl dintr-o orbitd lotal stractivi reu din multimen
tuturor crbitelor parfial atractive als ni T pe oumeste madfime alroctiog
acdui T Daci muiq-i.mm. atractivi eete local o varietate, adume e s 0=
megle alreclar, Cind T eute moneral de splicatis g isre aplicatia g esta o con-
tractie; atunei malfimen stractivi a Ini T este un steactor cotpus dink-un
gingur element {orbita constants corespunzitoare punctubul fix), Thsed g
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nu-ggte contractie, stunel abractorul poate H format dintr-un numir fnit
vaul infinit de orbite partial atractive. O molfime atractivi care no ests
virielate se nomeste wiraotor stroniu Ean airactor haotic ;en conting o infi-
nitaie de arbite parfisl atractive (i.e. al ciror bazin de stractie eate striot
eontingf in M} intre cave orbitele neatractive ritdecse haglis, Corscternl
determinant al dinamicii de fazd resnlld din aceea ofi T, sint functii, deci
duc un o, intr-un gingnr Tfw). Dar éu tof acest caracter dieterminist,
¢iiil T’ posedis un atractor straniu dinamics de f0zd este haotics. Prin
dinamicd haoticd e inpelege un portret de fazd format din orbite complicat
de descrle (din oauzs mdinei apiospe fotimplitoare & termentior Efli],
orbite core tind indecie cind elire o orbitd & sirsctoralng stiamin, cind
ciitre alta, nu pirisese vecinfitates scestuin, dar nici nu tind c&tre el du

o reguld eimpli, desi aceastd tindere este complat specifientd de valorile
Tolwg). Dec, migearen wnwi punct m, & M este haoticd dachk, desi deter-
ministd, ea are proprietiti nepredictibile (stocastice). Aceastd dualitate -
determimism pe de o parte (deoarece T, giob funeti) gl fmgrediotbiliingo
practich (datorith complex g Toi T(e) — g%} 2o numegte heas deler-
mindat [12],

_ Be remarcd ¢l acelagi tip de haos determinist, desl nte-o misnws
mult mal mick, era cupring g in fonotin sin oL Dar acest haos o este
inch turbulenfd, denavece el este teorelic predictibll, determindst, in timp
e prin definitie dinamics turbulonti este carsoteriznti de msrimi aleatoare.
Cu Toate acestea, haosul determinist este un capit de drum spre tirbo-
lentd, deonrece dmamics de fasi este imprediotibili practic, dar are anumits
proprietifl siatistice comune &n tu.t'h&n In acest fel, daci sistenml
dingmic ¥ depinde de un parametru real 5 gi, pe migurd ce i ovesle,
mulfimes atratich o lnl T se modificd, din atractor devenind atractor gira-
i, rernlid of odstd e cregheres lui ko se paronrge un drim spre turbu-
lentd pi acest drum esle un scenariu care depinde de slstemul dinambe
T eoncret. Ba constatad o existi mai multe souarii tipice pe care le vom
expune la sfirgitul lueririi dupd ca vom i introdng 31 alte notiuni.

Sigterels dinamice dieerete pol fi generate ¢ de funclii complese,
de variabili complexid. Mult studiate sinl fancfiile raplonsls (eit de doud
pallnoame) care posedi atractori bogntl #f dinamici haotics.

In caznl piatemelor dinamice continne numite si eunpery, toste dofi-
wifiile gl resultatele de med sus g8 traneerin covespunsitor.

Timensiines toil sistem divamie este dati de dimenginnes, wpadin-
i fazelor. Bimtemele dinsmios continue fingt dimensionale sint FETIE -
vite de pelufil ale problemel Coochy, pentru case solufin exiztd §i este
1 FE

il = (1)

pentri & ccuplie (veoloriald) difercnfisld ardinal, antonomdid

dir = g i
at Jay (2]
{F #0 numegte eimp de vecbori}, dach (1), (2) are solofle unied & soume

TF,) = Ft, 7) ()
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umde T, 55,) este solufn aceler probleme. Tie fapt, pistemnl dinamic eate
pansrpt de mnliimesn acestor probleme corespunzditoars futuror datelor
T, € M =an, echivalent, de probloma Canchy & efrel dati inifiadd descrio

. Invers, oricdrm sistem dinamic T ale efisnd valovi T gk definite
]L':Ef‘. (3], 1 =8 poate alegn o problemi Canchy (1], (2) & cdrei solutie z5 penevezs
pe T Specificares Ini o, in serievea solufied fui (L), (2) wratd of aceq solufie
eorespinde datal miﬁ; Tp Aceensi perviere Ulressh §i o inferpretars
dinsunicd bazstd pe definitie {3) : orbita (braiectoring lui B, este imaginea
fonctiei Bt Ty) de d (on 7 fixab), Cod variash siit £ ot g T, se obline por-
tretul de fagd al Tui T i, corespilzitor, multimea soluliilor tuluror
proflemelor Cadchy ale ciror dade initiale #gint n gpaginl faselor M, care esta
feomid ou R g decl 1l alegern drept [R®, Tralectoriile de fazd ale siste-
melor dinmmies mtinue sint deci curbe din B, variabila independentsi
t a problemed (1), (2) jucind rol de parsmelbru pe acele tradectotii. Caraote-
rigaren de continnu atribuith Inl T se datoreste faptulul ot traisctoriile
eale mint continnn muri motemadics (Find eorbe), 1-eiclordlor din caznl
divcret le corespuidd aici solufile stafionare ale bui (2) deci veetorii con-
glantl o* € B, numili pewcle d¢ sobaliliei san, sinpln, sabdlibre, care satisiao
eemndin

&) =0, {4)

um amalor al E-cichorllor fimd tororile 750 din R, Corbele de pe T sinb
E-periodice in raport oo inLFmtit'\LmL', M eete orice ¢Urhd inehiiah topodo-
gt echivalents cn coronl # deseori este numit siebe Hmald,

Diegi, Poineard o fost primul care o obeervat ed siztemels dinsmice
naliniare (e, cu f neliniae) pot aver moljime atractive bizare (Lo alrac-
torii elranii), tobas, ibeepind oo el o atentie deopabitd & fost acordsld
upnr arlifte atractive speciale : punctele de echilibru i ciehrile limitd.
Indepititaroa afentiel da s attacton] sbrnii & vl un efect negativ asupra
desvalbivit tecrier =istemelor dinpmice ; probahil Tned of aceasta 0L pUies
fi writal, doosrere goesti atractori infran in esteroris multimilor dhndate,
geolite de toti matematicienii. Tnsng Osntor cind @ dedas muliines care-i
poarth mmele a exclamab: w80 dor oo cred”. Abis dupd sni 1975,
pdatd en introdueeren fractalilor de oditre Mandelleot, mulimile neolis-
nmite w1 meepnt e fie studiite nistematic n cadrl teoriel geometrice a
TS

Bpre degsenivs de easal disceet fn care tradecloriile de fazi sind girarl
de punete diserste, in sigtemeale dinamics continue trajectorviile de [ash
sint eurbe, Aceetea e pot injerkects in spafiul fazelor dar ou in spagiul
farclor exting, care aoum este R % M, deoprece T gint funefil gi, cores-
puneibor, problems Cavchy (1), (2) are eplutis unied. Migedril pe traiee-
torie a nonl singur punet T, din apatind fagelor i corespunde variafis in
titnp o molutici @t 7)) & problemei Canchy atagaté in care 3 este fxak
O problemii Canchy pentra o ecuafie diferentiall ordinad neantonomb
de tipal {31 In care [ = S, ) generensdl, dacd sohubia s existi g este i
tin gistem dinsariie o 4= 1 Jdimendional, deoarece n aesstoeag © ey ia drapt
a n 4 Lo eompenentid o Jul &

A=ii, K8
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Ua arios functie, o siaten dingole T este cuncgont ¢ind se cunoss
valorile sale, adied transtormizile T, pentin i e R, san, {inind seama de
(3], cind #e cangagie explwil 1]ﬂp¢:u£u1;a soluficl 7 de %, Aceasin este
pesibil doar ¢ind f eate functie liniagd sau afini de 7. De exempln, In eazul
afin fify = A7 + B, unde 4 estn 0 matrice » > », a0 B o matrice
w ¥ 1, 4 ¢ B depinzingd de f, solufia T, 1, #,) a problemmei (11, {2} coras-
punzitaare In sare T = 7, cete datd de Tormila de varisdie s constan-
teloy

it

F{t, by, Fa) = OO, ) T, + Efrnr 8) Bis} s

iy

unde 0 &) esbe matricen fundamentalis & lui (2) gi e drept elements
Cu = aft, to, #). In noest eax, glstemul dinamic continmm TP general de

r

{10, (2) are valarile T, — (1,4, -,-Smr, ) Bia) il

4
Trmitoares problemdl Caocliy, clasicl, pentrn un sisten de enmaili
e derivale partinle

i

ln it B) = Wl), = = ¥, W) ()

in care & este un operator In general nelinlar, generenzd un sistem dina-
mie continun infinit dimensional T wede 26, — w(t, & ; tigl, T pind defi-
nite po gpatiul fazelor infinil dimanional JF al funetitlor netele )
care satigfnc anumite condigii s limitd pe 2. Cu toate o explicitarea. de-
petidentei ni T, de ¥, eate in general impasibil, simpla existent?  acestor
func{ii i anumite propriewiti ale lor le fac deosobit de folositonte in
teorie calitstivi, Problemelor fzicil matematice 1i se atasenzdl siateme
dinamice mai ales pertn acest studin ealitativ, care in afae existente,
unieikafin sl ﬂahiii&tﬁi priveste gl atimctivilaien, biturestia gl cotiporta-
meniul psimptotie al solnfiflor scilor problese, Sistemele dinamics fiind
obisete peameirics conduo la demumives de teorie peoretric ecuatiilor
difereniinle pentr leoria ealitativi.

Funerea problemelor Canchy sub formd de sistem dinamic cate o
provlemd matematicl doosebit de dificils,

Froblema bifuresfiel mullimii solwfiilor unel probleme pelitrl o
eenstie diferentiali E:]m.m cind scele probleme depingd de wn paranetrn
figie ) e de mai mulfi: Bifarengla moaljimii rolntiilor problemelor statio-
nave &b numegie bifarcatie statiod ¢ annlizeazdi dependen s acelel mulfimi
de. pargnoetru {dependentid care m este functie de i, o funetie multl-
formi de ), Teoriile de bitureatie statiod furnizesss poEifia 51 ol
puncielor de bifareatie, numfizul si fooma vartaldfilor hiforeade, marging-
res wiesbord, compotamental lor pentru valord decsebite sle lui b Stu-

il fm j1.1.:"I]1 ]_]u]'.l!'“i.l“-l- e lril'l.lﬁ_':-h‘t'.if He mminesbe ]m“'li el al "."H.["I.l.'-!h-l.!.-'i.ll:llf
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biturente esbe un studin global. Bifureagia mulfimii B & solujiilor proble-
melot nestatinnare sa numeste hifareatie dinamicd. ), erle punct de bifor-
cafie pentrn & dacd 1 braversares i 3y, & 15 achimbih proprietatile topo-
loggice, devd does protretol de fasd pentro i« b, oo este (opologie echiva-
lent cu cel pentru == . Spre deosebire de cazul static o bifurcatie dina-
mied poade aven loe cild s modifich doar proprietiitile atractive ale atrac-
tornlni sigtemndn dinamaie ataeat, dar oo si component. arelii atractor.

FROPEIETAT! STATISTIOE ALE BESTEMELGR DINAMICE

In afars sistemelor dinamice definite existd onele mad gonerale sio-
digde de teoria sistemealor dinamice, parie & topologiei difereniiale. Topolo-
gia diferentisli slituri de analize pe varietifl gl alte ramori matematics
aleituiese analiza slobald in cadoal clror se atndined axi evolutiile com-
plexe ale gistemelor, Topologin studined aplicafiile dintre spatil ; clmd
aceste splicatii sint diferentiale atunci ele formeszd obiectul topologiel
diferentiale, O mmnrd importantd & analizel globale este teoria ergodick
care sludinzd mizesren n spabii, mad generale, oo madenrd | = M, )
mnde M este spatiol fazelor sistemmlui dinamic T, T esté 0 o-algebri de
sabanulfimi ale Ini M, lar i este o masuri definita pe E. Spatiile en miisurh
gint spofii ale forelor pentru obiccte T sl gpenerale decit T, nomite
de saemenes, in teoria ergodicl, sisteme dinamice. Din punetul de veders
al teorici probabilitidilor 3 poate fi interpretat en spafin al realizfrilor
unmi proces aledtor, iar misma pope W oca distribotie de probabilitate
pentrn acest proces, Un sistem dinamic re zice ergodic, daad pld) = 0
pan 1 pentre orice muliime invariantd 4. Daeii 7 este un sistem dinamic
argodic ainne pentin orice = e M, media in limp este egali oi medis spa-
piali, resultat conoseat sub nomels de teoremn ergodici g folodit in teoris
Ini Revnolds, desi peeastd teoremil n-a fost demoneirath pentra riailebil
Navier-Stokes. Mai dennll, tesria ergodici priven in principal teoremele
e mwsdiore i problemele calitathve ; se coeded o kpectril este prineipadul
invariant al satemelor dinomice. Ulterior, s-a constatad ol entiopin erbs
principalul invariant al sistemelor dinamice, teorin ergodich devenind in
ulkimii 25 de ani, o stiingd eare studiazd proprietdtile statistioe ale siete-
mitor dinamiee [13], en sjotornl notiuniloe fondunentale de srgodicitade,
amester, spectin, endfopie. In cadrul siu se sendiass, o oed natural, pro-
prietitile probabiliste sle sistemelor deterministe [10].

Etudin] portretulod de fazd pregnpone determinaves : 1) dimensinnii
ptractarniui (dimeneinne cave eate de diferite tpurd @ capacitaten terme-
nilor, dimengiones Hansdoolt, dimenfinees fractali, nformatin, donensin-
nes lui Renyi, dimensivnes [l Linponoev) ; 2} entropia (topologich, metriod,
de tip Kolmoporsv-8ing] 3 &) spectrul exponentilor Lédaponow ; 4) funofii
de digtribugie de probabilitale pestro secfionile 4 aplicatiilePoindans,

fe exemplu, in spatii nietrice o dimensiome mefricd ﬁ‘-*-ﬁ; l'_::lml‘i-

n¥N[&)

fatea o, ; fio A o mnliime miirginitd din R ; stone] dfd J= lim ————1
w0 dn {1k}

unde Nic)  este poosiaul mipkm de corbord s-dimmensioosle e e
& care pot acoperi pe A Dack 4 este mulflmes Ini Caotor, sbaoo
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diA) = ilg =063, Pentru diferite tipuri de wnulbimi gs pol defini
n

diferite fipur de dimensiuni. Adractorii pob i carsclerizatl on ajutorod
dimensiunii topologice save este un numde folrer egal en dimensiunes
epativlul enelidian Iocal fomend @u acen varietste, Tipunle celelalie de
dimensiuni gint necesare pentru sractorii aotici penirn eare oo se poate
defini dimensiunea topologicd, deci avele dimensinnd ade stractorilog buo Lici
sint numers neintregi. The oxemplo, strastorul steaniy sl i Lorens it o
mulfime de puncie din R? care sewmind on o su tay (et cave are o
anunyith grosime imicd, dimessinnes gs Hausdorft find 206,

Fapinl o om sdractor esie stranin ragulti din scees i, cel mad mave

1

- . | dg
onent Liapin '?.=EP}.:I['[II o, 8
axp pinoy ; {

]Lu:, unde P este probabi-

&}
litaten de & gisl o aplicaie g in Iitervalol (X, Y 4 .}, HEie pogitiv.
Pentra caracterizares stocssticititi astrectorilor Baotic en ajutorul expo-
nentilor lnl Liapunoy recoimandim [147
O propriskste importonts o atrsctorilor stranil esie seees of mi

cares naEmptolich spre €l este haoticd (aparent) g sonsibill de prinetul de
Pecare (data inifiali), acenstd haoticitate (exprimath pein propristafile
probabilistice mentionate) Hind intrinsecd, Fir apord de spomol.  Afrac-
tormm siranii eint stroctural stabill (adiced I:Iﬂ]'i[l.;l[l? lor nn gint afectate
sennitoativ de micl parturbatii). Poeibilitnton aporified stractorilor sirani
este importantl, decarece prin aceasia, comportarea pe Lmp lung 6 soln.
iilor este de naturd aparent alestoare, ceen ce nn erte de agloplat din
punctul de veders traditional al sitomelor dinnmice, Arceasis Impradicti-
bilitate pe termen lang exte o consecintd a roprietitil de hiperbolicitats a
ristemulnl dinamvie, deci de aplatizare a spagiolol fazelor in zenernl in
Infinit de mule divechil, The noensti proprietate este lagatd nothmes de
varietate merfinki;

MULTL PRASIALE

Muihimile fructads pan, pe sent, frootalii, sint mulfimi core nu pot
i caracterizate relevant de o dimensinne topologied o lor san a opickrel
parfl copexe o lor, ¢i de o dimensione Hausdorst fractionneg, Ble sint neo-
biznmite, parfiel san total discrste, pol fi sul formi de carbe dense, Enpr-
tele subdii, pot aves arie ouldl dar coniin lnil o orice divectin si mualte
adter cluditenii. Cu toate scesten ele sing intilnite pesile Eob, formensd
regula gl 10 cxcephin. Meregulnritatea lor caracteristied indepdrtessi de
ele pe col obigomit oo simetriils s formele sim ple ale geumweiried enclidisne ;
punes, dredpid, plan, spefin suclidian. Nofimnea de fractal o fost inirodnss
In 195 de B, Mandelbrot drept multime care wre dimenginnes Hatusdar
s mure oi dileneianes topologied (s oricired piiti consxe] s sw. Cof mad
nidfi fractali nm gind vasietadl. Cal mnd simplu fractal este muJﬁmea fFln-
dicii i Ini Cantor. Alte excmple @ praturile dense, traiectoriile browniene,
coastele mirflor §1 oeeanelor, orestale me],:':lur, frombierate aainelor de
atractie ale anumitor aplicati. Unels mulfimi fraetale sint antosimilars
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{aeemenen en pirtd ale Ior) ; fiactslii aotodimilari pot i genarati iterntiv.
Diecesrece, atraetorii stratii cunosenti nn sint varietditd gl poseds dimensigne
Hausdorff fvactionars, el siml fractodi, de scees atractoril haoticl =2 mai
numere & wtractori froctali

SGIENATILT  TEES TE !]il'l,.'lﬂ.l'l'?l

In experimeniele numeries g i gulte stadii teoretice an {ost poss
in evidenti deamuri tipice de trecere spre torbnlentd dind parametrul X
al pistemnlnl dissmid ereste. Do obicel in orice evolotie s nbilness ma
mulle sl do. seeparil.

Heanarivl tué Londaut g Hopf (L—H} da bifurestil ttslice repetats
fikg, o : existh nn mumgr infinit de poucte de bifureafie ade muljimin soli-
titlgr wnei probleme staflonsee, In fleoave sstfel de puncte spivingd nol

Ay [4

Fig. 5

goludii lHnipr stabile pe seamn destabilizfinil polutiilor din care an provenit.
Lis surbuleniit se ajunge cu o wipare evasiperiodici. In particulas, stest
seenariu este obeervat in misesren Colette §i in cobvecfiils larmice, Anest
scenarin o fost engerat de modelul Ini Burgers [15], spitind g in [16],

Spenarinl tud Huelle g8 Takens (BT : (receres spre turbulentd
imlicd nurmai {frei bifnyeatil. Dupd prima apare o orbitd periodicd printi-o
bifureatie Hopf, dupl cea de a dols apare o orbitd - cvasiperiodicd (tor],
igr depd cep de & treii aphre un atreaior haetic, La fiecars hifureafia
aee oo 81 o pierdere de stabilitate [17 |, Bxperimanial acesl scenariti & fost
pus In evidentd in parficnlar in migesres 1o Onoetle, Accsh scenarin i fos
gisit prin experimente nwmerice, Ined nefumdamentate; asopra Astemilion
dipgroie tridimensional ol Ini Lopens, Bepaeedm oomirod St de bifoe-
cafil nevessre penfim turbalentizures (haotivizaves) or bitelor estemmln
dinamic previgut de acesl scenarin.

Dintre incomvemientels scenmiininl T—H semnabim : cooduee In o
glotieticfl raoeeiand cere nn ae Observi In realitete ; complexitates dinn-
micii exte graduotil spre deosebire de oblervitia experimenioll off tarbun
lenta apare ln wn anwmil numdr Beynolis Tine defipil ; siaes lurbulesid
pregied de scest seengrin nu depinde seusibil de dalelo indfinle, pontras
abgervatiilor, Se constadil prin comparugie of aceste pea]ungnil sion indd-
tarate de peenarinl B —T. Caforn acesinl geensrin, frecezes spre tarbu-
lenth se face prin mikedri aperiodios {atractorii) e posedi anmmile proprie-
tap statistice. Beepariile L—H & B—T se referd ln sisteme dinamice
eontinue, '
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aotmarinl et Peigenbeem (I ol dQublieil perfosdel e referd 1aosis-
teme dinamice dizerete gl o fost pos in evidentd in 1078 prin experimente
numeriee [18] pentru cazal functiei logietice gla) = 4% 3 (1 — ), unde
ke [, 1T esteun parimetrn real, inr = & [0, 1], Seenidiol Feansti dintr-o
aviimilare de bifureaddl de wulfimi de orbite & edror pevioadd se dublesad
un punct de echilibrn care in punciul de bifvreaic fs piends straetivi-
{atea este inlocnit en un 2-eichy stractiv, Acesta i3 plerde atroetivitates
in alt prinet de biforeatle find inlocuit de un 2%¢icln atractiv & aga mad
departe, din orbite periodice de ordin 255, luind wastere orbite periodice
de ordin 2%, lar k — co. Scanariul F a fost pos in evidengi in amamite
experimente de convectie, Tmpd nnii sutori, seest scensciu este al Tai
Giroestnann, May si Feigenbaum gan &1 1ui Verhuls),

In experimente, in oseilatori electricl velindari, in reactia Telousor-
Jabotingki, in convecfis Rayleigh-Bénard intrun ofmp magnetie apare
seemarinel () upiversel 51 annme dincelo de punetul de acumulare (2=
ciclnl) din zeenarinl F, (u elpiva anl inginte ea proprietifile de scalare
universald ale aplieatiillor nmidimensionale s fi tost descoperite de Fai-
genbstim, Metropolis i Btein an gisil cd aplicatiile onidimensio-
nale cu un singur punct de extrem posedd o dinamich nniversalil, funefie
de pavsnetrul de bifurcafie : dupd sinl dublirilor de peripadi 2 uned stird
periodice cu o oscilafie pe pericadi apar stilri perindice cu K oseilatii pe
periondi pentru tofi K namere paturale 8 fiscare dinkre aceste N-cichuri
guferd girul 8iu propriu infinit de dubliivi de periondid 270,

Seendaridl lui Wondelbrot (M) a rezulint din experimenie numerics
[18] seuprd sistemilyi dinamio genernt de aplicatia 5 — 2 — € unde =,
¢ £ (C, ¢ flind parametrul :in planal complex @€ existi o mulfime 3 conexi,
formath dintr-un corp principal (o eardiold) termingt e moguri, acestin
reproducind aproape ssemenea vardiolda st mugndi, seessti sproape
dimilaritaté repetindu-se pind la infinit. Dupd posifia lui 2 in diferitels
portinni centrale sau laternls ale lui o, sisternl dinpmic disecret generat
de aplicatia meéntionnta nee un portret de fazh sau alinl, melnzind oolfimi
acractve mirginite de frontiers fractale conexe. Doaclh o egte in exterinraol
hai M atonod aeenstia rontierd nu este conexl. De aceen, oind o treversensd
fromtiers spre extoriornl Inl 3F frontisrs Bazinelor do atmolie explodesss,
depoomypannindi-ge inke-o infinitate de pmncte digerste, So conjectureani
oii poensti fraversare modelessi treceren spre forbolentd [267.

Srenanritd Monnewille- Pomesn o foal giait in 1930 & procizenzd o tran-
gifie intermitentd spre turbulestd In cave fasa luminari se mengine o
1/l'Re — Be,.. Acest scenariu m fost ghail in experimente din convecfl
Foyilegh-Dénard wi in ecircuwite electronics [211.

Niei unal dintre seenariile de turbolentd n-a fost demonstmib rgures
pentrn modoelnl Navier-Btokes.

Priril [n redecfie lo 17 dpwl TRRD
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