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Relativement & I'équation aux dérivées partielles du second ordre,
4 caractéristiques réelles

o 3] o0z
)] %zg—l:a(x. ¥)z+b(x.y) £+c(x- y)@"i‘f(x- y),

j'ai traité le probleme suivant:
Trowver Vintégrale de Uéquation (1) qui salisfait sur deux droites

OI et OJ dont les équations sont y=av et z=By, et a lorigine, auz
conditions suivantes :

[ ()2, +bi(x)p, 4o (x) g, =0
@) 2 (V) 25+ b2 (1) py +ea (1) g5 =0
‘ 2y =0(.

ou A est le point de la droite OI correspondant a l'abscisse x et B le
point de OJ correspondant 4 'ordonnée ¥, p et q désignent les dérivées
partielles du premier ordre de ¢, par rapport & x et par rapport a .

Dans un travail précédent!), j'ai traité le cas on b (x) 2 (y) =0,
et j’ai démontré Vexistence de la solution de 1'équation (1) satisfaisant
aux conditions (2), dans toute la partie de l'angle x 0y comprise entre
les droites OI et OJ, o les fonctions a, b, ¢, feta(x),.,e (y) satisfont
& des conditions trés générales que jai d’ailleurs précisées. Dans la suite
J'appelerai le cas ou b, () e2 ()0, le cas général.

Dans ce travail je reprend dan
question pour le cas ou Je produit &,
chapitre je montrera; comment on pe
dans le cas o les conditions (2) ont

Y} . Bulletin de 1g Sociélé

(x)e2 (9)=0, et dans le second

ut traiter le probléme précédent
un second membre.

: _ 7
Mathématique de Frapge 1927—28. p, 163

$ le premier chapitre la méme
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Je ue traiterai dans le premier chapitre que de I'équation aux
dérivées partielles simple

02z
a_.'l‘a-l—‘j—f(x' J’) H

la méthode des approximations successives de M. Prcarp donnera en- -
suite l'intégrale de I'équation (1) avee les conditions (2). Dans mon
travail déja cité j'ai développé cette méthode pour le cas général.

CHAPITRE 1. :
§ L o ()=0 , e(y)=£0.

1. Supposons ¢, (xj==0; on voit alors yu'on peut mettre les con-
ditions (2) sous la forme suivante

[ 0 =aq,ta(x)z,
JI U =Br(y) ps +b(y)ey,
| 0 =2

3

et le probléme que nous allons traiter est de déterminer I'intégrale de
I'¢équation

02z
& —— !
(}) axay f\x’ y)

qui satisfait aux conditions (3).

Cette intégrale sera donnée par la formule
®) z (2 9)=C(x y) +o @)+ (),
ot {(x.p) est une intégrale parliculiere de I'équation (4). Nous allons
choisir pour la fonction §(x.y), lintégrale de 'équation (4) qui s’annule
le long des droites OI et QJ. D'autre part, nous pouvons supposer que
car d’aprés les conditions (3) on a z,==0.

En posant

R B | JENS!

oy

nous avons:
Z4=9 (2)4-¢ (ax)
Py =x(x)+9"(x) G

zg=9 (3y)--4 ()
Pg= —%@ﬂ?’ B
¢ (ax) ap= p()+¢'(y)

dp=—
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nditions (3) sont salisfaites, on voit o

co
[‘l\'ant que les ” . :
En éc les équations fonctionnelles

données par
(x) et q;(y) sont |
’ | ad’ (ax)+a(x)le (%) + & (@x) | =2 (x)
O | gp)=0¥ EIFOMEE)+E DI+ 5)]u (),
Nous allons transformer ces équations comme il suit. kn intégrant

la premiére équation en ¢ («x) on trouve:
T

—S'a (zide

(M q; (2x) =S¢[l (—aBye@le & ds
0

De méme en intégrant la seconde équation (6) en ¢(y), on trouve:

[14+m(®)]e™ w1(t)dt

Y
SJ’ S b(z)dx
0

"y

® v()==ly9By) + g bt y) o (Bt)di—
Y0

avec:

b () dr.
©) bt y)=[bOr (B)Fb(O)—n" ()] e
_ Elin:i}lons la fonction ¢(y) entre les équations (7) et (S). Pour cela
il suffit d'égaler le second membre de la formule (7) avec le second

(P'embr'e de la formule (8) ou l'on remplace y par ax. On trouve
I'équation fonctionnelle :

(10 ﬂ(ax)w(aﬁx)ﬂg b(as, ax) ¢ (as) ds
0

&
(’ —\ a(x)dx
“—"Ja(s)e P o(s)ds+h(x)
avee : 0

(11) L g "'Ss a(t) dz nax axb (1;) d':
() S:l(s)e ds-: SO [1+n(;)]egt w (t) de.

L’équation (10 détermine 15

ensuite la fonetjoy b (y). fonction ¢ (x) et 'équation (7) donnera

» Supposons ¢ '
n T
ment nulle. Alops |gg cg;zr.nfﬂ' lien que 1a fonction 7 (x) soit identique-
sent 3 itions aux limites du probleme (3) se rédui-
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a(x)
In=—"4 %4
gp= bz
0= £p
et 'équation (10) se réduit a:
ax r
e b(z)ds & —\a(x)de
12) aS blas)e™™ o (afs) ds=\ a(s)e " @(s)ds+h(x),
0 Y0
avec :
. r ax
T —3 a (z) dt ~ox S b(z)dr
(13) h (x)——-S A(gle °° ds—5 p(t)e™t de

0 0

10. Nous excluons I'hypothése que a(x)=b(y)=0. En effet cela
conduirait aux conditions
2,=15=0,

qui ne déterminent pas ¢ (z) et ¢ (y).

20. Si une des fonctions @ (z) on b(y) est nulle, I'équation (12) se
réduit & une équation de Volterra de premiére espéce dont I'intégration
se fait immédiatement. En effet supposons par exemple que b(y)=0.
On a alors I’équation

T
T — S a(c)dr
(14) \ a(s)e "° @(s)ds4 h(x)=0.
LY 0
avec :
~T
T —Sa(‘c)dt rax
(15) k(ac)=—\ As)e s ds—S w () dt.
Y0 : 0
En dérivant 1’équation (14) par rapport & x, on trouve
T
z — S a(t)de
awwwrwwsawe " (s)ds+h' (z)=0,
0
d’ott 'on tire:
W (z)

v @)= —h@) =%

En remplacant /(x) par le second membre de la formule (15),
ouve
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() +an(ex) (O
<p(x)=—(f){{(—x‘;(—’5+go u () dt.

L'équation (7) donnera ensuite par un caleul simple

"y
¢ (y)= —S k() dt,
0
de sorte que l'intégrale de I’équation
0%
ax ay =f(x'y.))
qui satisfait aux conditions
(z
qA___a;ai)zA v =0 , 2=0,
est
Alx ! “ Y
(16)  z(x, p)=C(x, yH%ﬂJrg i (2) dt—g w (1) dt.
0 0

' Remarquons qu'on peut trouver la formule (16) directement sans
taire usage des équations (7) et (10).
0 1
3. Supposons qu'aucune des fonctions @ (x), b(y) ne soit pas

nulle. ; : )
fouc:ioilois[ pou‘)r determaqer la fonetion ¢ (x), il faut intégrer 1'équation
nelle (12). En dérivant par rapport A x, on a:

@ b (2
@ blaz)p (aBx) 4 a2) ("“)g b (xs) eSus b (o)

¢ (ads) ds
Y0
| a@a
i —\a(z
‘“(x)fP(X)—a(X)STa(s)e e :p{s;ds+h’(X)-

" 0
0 remplacant |'inye

de la formylg (12) grale du premjey

memnbre par le second membre
» 0N est condyit A l’éq par le se

uation fonetionnelle :

(17) ¢(2)=q 2(x2) b z ("
2 P @Bx)+ | o Llex) a(z)ds
avec: ) x)+[ a lx) +1 } goa (s)e Ss @ (s) ds=f(x),

fx)=22(02) b (x) ' ()

a (x)—\_“
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"o (3
T —\ a(t)ds
A () Fap(ax) [ b (ex) J Ss
T e e 1 ol(s)e @

Nous avons déja rencontré I'équation fonctionnelle (17) dans
notre travail sur le cas général.

On supposera que la droite y=ax estla plus rapprochée de Ox,
tandis que la droite x=By, est la plus rapprochée de Oy ,de facon que
ap < 1. Ensuite on fera sur les fonctions a(x) et b (y) des hypothéses.
analogues aux hypothéses faites sur les fonctions w(x)et w(y) du cas
général.

3, Revenons & I’équation (10) et supposons que = (x)=3=0. Nous
allons faire une transformation qui ramenera cette équation & un type
simple.

En divisant par = (xz), nous écricons I’équation (10) sous la forme

a8) o (o) +{ Mz 0) 9 o) o = SmN bt e )
ot K ¢

M (If.s):ab_g% i
(19) { N (z. )= &%% e_gsa(r)dr

I (2) 1: ‘ (5'2).

Désignons par @(x) le second membre de la formule (18) et

calculons
i

(20) e(x)—g A @)O0,
Y0
ou _/ (z,t) est le noyau résolvant de M (z, 1), c’est 3 dire:
A (x5, )=M(z. )—M, (x,)+Ma (x, t)—. . ..

avec :
T

M; («, t)=g M (x,s) M (s, 8) ds
vt
4
Mp (x, £)=S M (x, s) M,—1 (s, ) ds.
t
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- Jace dans (20) @(x). par le premier membre de 1
formulst: é;)SI;, r:::tpe expression se réduit & ¢ (2fz). On a done l’équationaz‘
4
o (afx) =Py (x)-I-S N (@, s) ¢ (s) ds
0
@ {
#.S (0 ImO+ S N9 o) dslds,
Y0 0
ou bien
&L
@ cp(a@x;=8 P (s 8) 9 () s/ (),
0
avec
‘ 14
P(x,8)=N(x,s) — g A @, )N (L, s) dt
@) °
f@)=h (x) — gx M (x, )1y (2) dt.
Y0
Remarquons que d'aprés les formules (11), (19) et (22), on a:
23) @)= At ®
(2. 8) A (s) ds+\ B (z.s)p(as) ds
avee: ’ ¥
saf] "-Sma(t)d t
A(x. s)=me A t+ & ./L/ (a:' t) —Ssa(r)dr
(24) T (o) e dt

8

B (z. =_1+1t(<z &Z:(tt)dr X d
(2.5) T:"(@jsle‘ as NP S A (x.1) kl—_(n_gca;i)esnb(t)dz
T (X

at

8

Vau Y (2). D'apres les formules (19) e
de la forme

- Remarque g1
e
{20) le Doyau M(z, ¢) estn )

M (.Tc t):%(i%‘jt b (t) dts

qu’on peu .
peut encore écrire -
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et 4
_S de b d
M@Ed)=m@) e © L1,
n (2)
M (x.%) est donc le produit d’'une fonction de ¢ par une fonction de z.
Il résulte alors que le noyan résolvant est de la forme:

A (e )=M (x,8) F (=, 1)

avec:

T (e )=1 —gz’" (O')do,-l-g m{a) \ m{%2) g,

, (a1) ), n (o)) o,‘ qn(oz)

I X X )
—S m(cj)dog m(oa)dozg m (03 dog+....

n(a) ') n(or) ACH)
13 Ty a2
5. Nous voyons donc que le probléme posé au no. 1, se raméne &
I’équation fonctionnelle (21). Nous allons supposer que la droite y=ax
est la droite la plus approchée de Oy, tandis que la droite =By, est
la plus approchée de Ox, de facon que y=eaf>1.

Ensuite nous supposons que dans lintervalle (0, ad’) la fonction
1

n(y) est continue, quelle a une dérivée continue, et quem est éga-

lement continue. Les fonetions a(z), b(y) sont supposées seule ment con-

tinues dans les intervalles (0, d) et (0, «d’) respectivement.
oM ©oN

Dans ces conditions, les fonctions M (.5, N fa.s), 5x D sont

continues dans le rectangle R défini par
0=gp=d .

et par suile nous pouvons supposer dans l'équation (21) que le noyau

0=s5=<ad,

P(z. s) ainsi que%i sont continus.

1 résulte également que les noyaux A (z.s) et B (z. s) qui figurent

A ;
dans les formules (23) et (24) ainsi que gi'»} ) —g-z sont continus. Alors
olues de A, B,

en désignant par K, un nombre supérieur aux valeurs abs
oA 0B

k]

ox O«
(@) £ | <Kﬂ [X@ 1+ [ (es) | {ds

0

dans R, on a:
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: 1 '
et ' m } La démonstration se fait en employant la méthode des approxi-
. | . o . . v . .
; mations succéssives. On satisfait formellement & 1'équation (27) par le
(25) |]d(€l') | <K l l(.x) ] + | P«(ﬁx) [ +S [ I X(S) I + ] B (OCS) l J ds!_ ; -développement :
0 ! ' :
J | (29) ¢ (@) =90 () T o1 (@)t (@) + . ..
D'autre part on sait que si la fonction f(z, ) est continue dapg ! i L
Je rectangle R et si F désigne un nombre supérieur aux valeurs ahgo. } i (;)—f(m)
lues de f(x,y) dans R, on a pour intégrale ¢ (z, ¥) s’annulant sur .f 30 _
les droites OI et OJ, les inégalités suivantes ' (30) ]l ¢ (rx)= OP (x, 5) ¢y (s) ds.
14 (i=1,2...)
| Cly) | <F Ty | Démontrons maintenant la convergence de la série (28), ainsi
T ; que de la série :
% . g 8t o (31) o (@) +¢" (@) + o2 =)+ . . .
i} > P {
ox <ty oy <F=z Désignons par H un nombre supérieur aux valeurs absolues de

d’olt résulte que

oP ; e
P (z,s) et ——dans R. D’aprés les inégalités (28), on a:
2 | <Fa 5 |w()| <Fgy. () et gy duns & Dap fultes (29

3 N ., S = n
D'aprés les inégalités (25) et (26) il résulte alors que lp(x)| <8 —:—,’
% | ot par suite: .
1701 <KF (et | i | o
Jo : o1 (r2) | < GFDl
{ € i d’ou N
| @) | < KF(a+y) ’x+8 sds ' HS  o¢t!
1 X < ’
et s g || - N O I =5
est a dire: et ainsi de suite. On démontre en général que
{
.. X2 .
(26) )| <Kk | o) | < ( sylflpy (xyzl)
| f’(ﬁ) | < I(F ! ! b P’T.p . YP #+T
\ n' x. !
6. Nous allons maintenant démontrer que 1'équation ce quitprouve que la série (29) est absolument et uniformément con-
| vergente. ‘
@7 ‘ | En dérivant les formules (30) on a:
¢rz)=\ P(z, $) ¢ (s) ds+7 (), | . s
0 2P (x5
ol i) P;(I;S) et f(x), satisfont ) ) .{cplp (7_X_‘)=P(x, X) ipp—l(-'l:')‘{‘(‘ o Pp—1 (S) ds,
une solution continue dg 01? aux conditions du no, précédent, admet i <0
Pour plus de généralits :llcs)usmterval]e ©, d), ayant une dérivée continue. ; «d’ou ; ot
aux conditiong - Supposerons que la fonetion f (z) satisfait v 19,02 | <( +SHP 5 (:w )1; 5 - (1 . -::p)
| prp—i: y@-Det g
128) | f (@) ; <S£:‘T ‘ En désignant par ;
) | ) di=14+—>
or—1 ((‘L = 2) E } 1

|1 () ) <5 ™"
<S(u~1)!
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-1
!
ey <GFp=D"! 1w (+2)
.7 ’ i absolument et unif :
; e la ser (B1) est anssl 4 ormement
co qui prowve que 12 557 '
convergente.

La solution donnée par 1a série (29) est unique. Nous Ninsistong,
a

pas sur la démonstration.
En plus nous avons des in

effet remarquons qu on &:

1 1 1 () > ypt)
p B+ Y
w+n)! Splpl’Y ’

¢galités simples pour ¢ (x) et ¢'(x). Ey

et par suite

Szt ( Hx V1 _
@1 <3 ()5 0=0,1,2....)
Sdyz<—1 [ Hx 71 _ '
¥ <G=iyn (m“)ﬁ =1, 2... )
ce qui prouve que
Hzx
Sxt yetl
Lo() | < ?GY
He
u—1 1
1@’(x)|<(—z:i)—, S'+Sd; e V"
En désignant par
Hd
3
H1=eY . °
on a:
[w(x)l< SH, x*
£ ‘
lewi<® +Sd‘H') Ll
(r—1)!
En particulier poyr =2 on a:
l b
(32:) l (P(x) l < Sg]'xz
ou 119" (%) | <(8'+Sd;) x
d1=1+—g—!
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7. La formule (7) donne la fonction ¢ (y). En s'appuyant sur les
inégalités (32'), on démontre sans peine que cette fonction- satisfait a
des inégalités analogues aux inégalités (32'). Ainsi le probleme est
complétement résolu. L'intégrale de l'équation (4) qui satisfait aux
conditions (3) est donnée par la formule (5). En outre, on voit facile-
ment d’aprés ce qui précéde que celle intégrale satisfait aux inégalités
de la forme r

| 2(ey) | <LEF2

lp(xy) | < L(x+y). | ¢'x. ) | < L(z+y),

qui permellent d'appliquer avec succés la méthode des approximations
succéssives de M. Picarp relativement a l’équation

s
oy o & et y)a +e (. y) +f(x ),
et aux conditions (3).
8. Reprecnons la discussion des conditions (2) commencée au no. 1

et supposons que dans (2) a part les hypotheses &, (x)=0, ¢ (y) =0,
on a en oulre ¢ (x)=0. Alors les conditions (2) se mettent sous la forme

[ 0=z,
(33) qp=prn (y)p,a"r‘b(y‘ ;]
[ 0=Zg

L'intégrale de I'équation (4) est toujours donnée par la formule (5),
ot w(x)et ¢(y) sont données par les équations fonctionnelles
% ()3 (ax)=0
Y =3= (1) 'E+2 W [¢ B+ DI [L+n W] £ ).
Nous transformons la seconde équation et nous la mettons sous

la forme (8), et en remplagant ensuile ¢ (By) par —¢ («By), nous avons
pour ¢ (¥) I'équation fonctionnelle

” y \o)dn
¢O’)=—ﬂ(y)¢(“3y)—g b(t, y)gb(a[St)dt—S [1+m(le® p(t)de

“0 0

Nous avons' déja rencontré une équation de cette forme dans
létude du cas général. On fera sur w(y) et b(y) des hypothéses analo-
gues aux hypothéses faites dans le cas général, et on traitera le pro-
bléeme comme nous l'avons indiqué.

Malhematica :
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§ 2. by (x)=0, e, () =0.
9, Supposons maintenant dans les conditions (@) que b, (x)=0 et
& (},)=b, Supposons en outre que ¢ (x)b2(») F0. Alors nous mettong
ces conditions SOUS la forme
[ ag,+a(x)z,=0
(34) C) Bop+0 () 25=0
[ 2’o=0
Liintégrale de I'équation (4) est donnée par I'équation (3) ou ¢ (y)
et ¢(y) sont déterminées par les équations fonctionnelles:

| al (@x)+a (@) [p @)+ (@) ]=A ()

= | 82 G+ @) W)+ o B0 1=k ).
En intégrant ces équations avec la condilion 9 (0)="2 (0)=0, on
trouve _Swa (0) o N B Sxa. (a) i
e =-§‘a(s)e § cp(s)ds-i-g A(s)e *° ds
(36) Y0 Y0 }
v e _SJI) (5] e
? (By) =—S bt)e LP(t)dt—'rg n(t)e "t at
9 0

| Eliminons la fonction § (y) entre ces équations. Pour cela on
Zemplace dans la seconde équation y par az et ensuite, dans l'intégrale
u second membre on fait le changement de variable ¢=af'. On trouve

A by

cp(aﬁX)=v¢z Stb(“t)e Y (at)dita\ plat)e ot dt

I\ TOr
0 S

0

Maintenant, on rempla
: : ce ,
formule (36), On trguve ¢(at) par le sesond membre de la premiére

_.Sta (o) do

—Saxb(t)dr t
Sa(s)e 8 ¢(s)ds

#lefx)=a g’b(«t)e “
4 0

. N E
- S b(ﬁi)e Sat )dt Stl (s) e—,ssa( )(Cil:

0
0

| b
A g'“(ut)e X e
0 b}
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et en appliquant une formule de DiricHELET, on voit que-cette équation
se raméne 4 une équation de la forme ' o

L
9(x52) =\ Mz, 9) ¢ () do 7 (2),
Yo
que nous avons déja renconirée précédemment!) :

10. Si on a b (x)=0, ¢, (x)=0, c2(y)=0, b,(y)3F0, les conditions
{2) se metienl sous la forme :

‘ | z,=0
(38) Brg+b(y) 25=0
. 80=0. '

et les equalions qui délerminent les fonctions ¢ (x) et ¢ (y) de la for-
mule (5) sont:

¢ ()¢ (ax)=0
B By)+ o) [+ BY) =1 ()

in remplacant ¢ («f) par —¢(¢), dans la formule (37), on est
-conduit a I'équation

oz ,,S“b (dc (= _S“b () d
v (a3x)=a \ bat) e " p (@) dH—ch plat)e "¢ e,

Y0 0

6ludiée au no. 6.

11. Enfia supposons que
b (x)=0, ey (x)=0, b, (»)=0, c2(y)=0.
Les condilons (2) deviennent
z,=0 ,  25=0;

on est dans le cas du probleme de M. Goursar.

CHAPITRE IL
12. Reprenons l'équation aux dérivées partielies du second ordre :

Y aizf;y =a(x.y)z+b(x. J’)g—iﬂ(& y)%#(x. ),

1) Nos 3, 5, et 6. .
3.
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intégrale de celte équation, qui satisfait relativemeny aux

rchons I
B e qux conditions |

droites y=0X et I—'py!
[ (x)z,+0 (x) pq +01(X) 44 =F(%)

© J az(y )op 4 b 0)Pg+2(7) 25 =9(9)
l 29 =0
oit A est le point de la droite y=aX, correspondant & V'abscisse x ot
B le point de la droite x= =By, correspondant & l'ordonnée y,
Les conditions précédentes, sont les conditions (2), du Dremiep- |

chapitre avec un second membre.
Je veux montrer qu'on raméne l'étude de ce probléme a letude

du méme probléme avec des conditions (2) sans sccond membre, en.
faisant sur la fonction z(x,y) une transformation convenable.
Dans les formules (2) faisons x=0 et y=0. On trouve

® _ | b1(0)p0+e1 (0) go=7(0)
| 5 (0) po+¢2(0) o =9(0).
Nous supposons dans la suite que les coefficients b;(0).....q (0)

remplissent toutes les conditions nécessaires pour que le systéme (3)
en py et gp soit compatible,

13. Faisons le changement de fonction défini par la formule

(4) - #0)=Z(x )+ (y “E)“L (ch %)

A(x) (;;t P-d(y) étant deux fonctions inconnues pour le moment.
N
erivant I'équation (4) par rapport a x et 4 y, nous avons

0z _0Z g y—ax 1 %
[X—By
ax ox l—aﬁl(l—a,}]-‘_l-—aﬁp (1—0‘?')

0 9Z 1 (y ax) B ,(x_py)

o »
el par suite ot I I—up) I—ap™ \T—ap/
24 =2, +p(x)+1(0) . »
pﬁ(‘ +l o a
ox ) Tt ) — =5 V' @ |
8z ' |
y=2=) -_B 1
et * (ay),, T—aft )= V(O

Zp 4 M+p (0

ol
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4 )
PB=(5§) _1_““;3 X () +T—ia'ﬁ w (0)

' 0Z X ,
w=(5;) +1=" O~ gt O
Les équations (2) peuvent alors s'écrire '

0 @200 (7] +a (55
A e
ronon +D =By 4 op0r+ =B 0= 0

(5) w (y) Zg +b, (}')(g—f) o (y) (%)3

+aslo )+ 2D =2 5) 4 (0)+b202 f,?(y) Oty

of _
Zo+)~(0)+u(0)7=0‘-

Supposons qu'on ait choisi les fonctions A (x) et w (), tel <q'ué

o 0+ 2By 4,20+ L= 0= 70

© ) amor+ 2020 a0+ =K 0= 0)

L A(0)=0, p(0)=0;

‘alors les équations (5) se réduisent aux équations

a,(x)ZA-rb,(x)( )+c| (x)( ) —0

A

() | %20)2, +bz(y)( )'th‘/z(}')( )
' 20,

.¢est a dire aux équations (2), ou on a fait
f(x)=0 et g(y) 0.
La question revient donc & déterminer les fonctions A (x) et e (),

par les eonditions (6). Les constantes A(0) et 1'(0) sont déterminées par les
-4quations (6). En eﬂ‘et en faisant x-—O y= O dans les equanons (6),

on obtient
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( 3080 10 2Q=2 O 0 =100
® i 71,2_91),_5_;2_@ 0+-2¢ (0) G’.gg(O) X(0)=(0)

Le systéme (S) en \(0) et ,,.I(O) est compatzblc En effet Calculcms
son déterminant A, on trouve:
1 b1 (O ¢y (O I (
(1—af? | 2(0)  c(0)

o A est le déterminant du systeme (3).

Suppesons A0, il résultera que A, =0 et par suite que Jo
systéeme (8) est compatible.

Supposons A=0, mais quun élément au moins n'est pas nul,
by (0), par exemple. Comme le systéme (3) est compatible, le déterminant
earactéristique

Al =

- 1 b,(0) f(Oy
b2 (0) 9(0)

est nul,
Dans le systéeme (8) au moins un des coefficients

0 0)—Bei (0) , e (0)—ab, (0),
nest pas nul, En effet si les deux cocfficients seraient nuls, on aurai
b (0)=Ber(0) , ¢, (0)=ab, (0)

" é)!ircsm;;e af=1. Ceci entrainerait que les droites x=By et y=ax,
onfondues, ce qui est contraire & notre hypothése.

Su
" fomofgoieong tzlors que le coefficient b, (0)—Bey (0) ne soit pas nul
éterminant caractéristique correspondant

by (0) 1(0
. “T:EE() 1O
1= 0)—5('2(0)
gt 90

aO=ry@) |, o (y)=Fb, (0),

al_ ‘ffB
1—af B

el par syjte

=0.
Le. systeme )

nfin sup
mﬂs Le SYSte

p(;ito done compatlble
NS que toys |
P (3) etant ! es element_s du - detEln]lDant A SO]eﬂt

Ompatible noys avons

R

bt ]

g
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f0)=0, , g(0)=0,
et par suite, le systéme {8) est encore compatible.

Jai ainsi démontré que le systéme (8) est compatible. En portant
les valeurs trouvées pour A'(0) et p'(0) dans le systéme (6) nous obte-
nons deux équations différentielles du premier ordre qui déterminent
complétement A(x) et p ().

On peut donc dans les formules (2) supposer f(x)=0 et g(y)=0,
sans diminuer la généralité du probléme.

14. La méthode précédente ne s'applique pas dans deux eas:

1¢7 cas,

ay ()=0 ) by (%) = Bei(x)7=0,
tadis que ap (¥) et ¢z (¥)—ab,(y) ne sont pas nuls & la fois.
29 cas. ,
a; (x)=0 by (x)=Pey (x)74-0
a, (y)=0 c2 (y)="b2 (y)+F0.

Pour démontrer qu'on peut rendre dans les formules (2), f #=0
et ¢(»)=0, nous allons modifier legérement la méthode exposée au

no. 13.
19 Supposons que

a1 (£)=0, « by (x}=B ex (£)=0.
Alors les conditions (2) peuvent s'écrire sous la forme
[ Boa +a,=—=1(®)
® | @01z k0 ta0)zs0)
l 2'0=0.

Faisons le changement de fonction défini par

By
0 =2+ (122 e (2E)-
‘En dérivant par rapport Aaxetayona:
0z 9% a . fy—ax) [(r— By) x ,(x—ﬂy)
ox ox 1—aﬁl(1—aﬁ)+p( T—ap) " T—ap" \I=of

oo o7, 1 yfyme B (b

Il résulte que
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- ( J+u()+ aﬁu( ~ 155N O

de sorte que la premiére équation (9) dewent‘_ o

w o)+ et O=re.

Ensuite on a:
Zp =ZB +A (y)'*‘ﬁ_]’}‘- (0)

_(3_2] -
Pa=\ax), 1

n aZ ) 1 ; i

de sorte que la seconde. équation (9) peut s’écrire :
W a2 +e0) 2 20

+al))i () + L

(V)-i-gL(O)-*——/—--

/3” (O

X (1) +[b, N+ Byaz ()] 1 (O)

By fb -y
.__25&_5020’)’ f ) _g(y)

Détermi
terminons l(y) ot p(x) par les condmons smvantes
B ()17 (0) =£(x)

a (y)l( G2 (y)_‘ab ( !
- 2 | y)+~~~~_1 222700 ( y)-r[bz(y)+ﬁyaz ("] 0

4By [bz(y) Bea ()] ,
B 2_ | (0) o)

0)—0

(11) e raménent aux équations (9)

uestion est done de déterminer deut

nt aux équations (12): "
ANO=k, .

(12) on dédmt e

Alors Jes g
Quations ‘(10)
8ans second membre, Toyte laetq

fonetions )
POSOH?) el 1 (¥) satisfajsy

De la premiér_e €quatiop

x= )—'k A
IJ-() T.

TS e e e e T Y T
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Faisons dans la seconde équation (12) y=0. On obtient
c2 (0) — ah, (0) 0)

=2 b, 0L g 0
ou bien
[cz 0)—al, fO)lc;j b, 0) (1— mﬁ)’b — g (0)= b, (0) £ (0)
c'est & dire
ay - Le0=klig0-noro.

Cette équation nous donne k.
En effet, nous avons-déja remarqué au no. 12 que si dans les
.quations {9) on fait x=0 et y=0, on obtient un systtme compatible.

” J Boo + =1 (0)

| 92(0) po+c2(0)go=g{0).

Le délerminant de ce systéme est
A=Pe; (0)—b.(0).

Si A0, I'équation (13) nous donnera bien la valeur de k. Si _\ 0, le
systéme (14) étant compatible, on a:

B (0) ,

= By (0)—5,(0) F(0)=0,

b2 (0)
et par suite les deux membres de I'équation (13) sont identiquement

nuls; % est donc indéterminé. .
De toute facon % étant déterminé par I'équation (13), la fonctlon

A (y) est déterminée par la seconde équation (12) avec la' condition
X (0)=0.
20, Supposons mamtenant que

a, (x)=0 b (x)=[3c, ()0
w()=0  @)=cby)F0.
Le systtme (2) peut se mettre sous ‘la forme
; Bp,+ a,=fly
|
\

pB+an=g (y)
20-—0

(15)

Remarquons d'abord quc ies foncuons f(x) et g(y dowent satis-

faire a la condition ,
11(0)=4'(0).
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En effet, dérivons.les équations (15) par rapport A x et 3 ¥ re
S~

tivement. On a:
e Biryt+as))+ (sataty)=F(x)

pro+ sp +a(Bsztip) =9'(y)
Br +(1+aB)s,+at,=f'(x)
Bryt+(1+2B) spt+at;=g'(y).

En faisant x=0 et y=0, on trouve nécessairement

f0)=g'(0).

Cela posé, faisons la transformation

on bien

2(x,9)=2Z(x, y)+xu( ﬁ%)ﬂ)(y)

En dérivant par rapport & x et 4 y on a:

Sl
o

or or | I—ap ™ \i=2p
0z 07  pr By .,
oy oy i—ap” (x ,,,3)+' ).
En faisant les combinaisons (15) on trouve :
| °2) (o7
l é (a?)ﬁ(ﬁy]ﬁ Bel)+ ¢ (@)= (x)
{ Qg) +a(aZ) / '
|3l Gyl T 0+ 0+ By (O =9(n).
‘ Zot4(0)=0.

Déterminons Jeg fonetions k(x) et & (y) par les conditions
l B () + ¢ (ex) =7 (x)
: “b ()41 ©)+Baw'(0)=g(x)

l

N eliminant q;(x) enire ces €quations on lrouve

B (x) —p ) —aBap(0) = af ()

x=0, on trouve -

1 (0)=20=af Q)
ensuite pour geren: o l=ag

élermmer ; -
On trouve k(0) dérivons I'équation (17) par rapport & %-

(16)

)

Sl llon fzut _g (ax).

- -

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

(18) af3 (1'(x) —a O} = [f'(x)—¢'(ax)].

43

Si I'on fait x=0, cette équation est identiquement satisfaite. La.

fonction

_af(x)—g(ax) * g(0)—af(0)
w (x)= af T af (1 —aB)

catisfait bien aux équations (17) et (18).
On déduit ensuite

4 2
$ (y)= 7}; x g(s)ds —9———ﬁ‘°1)_‘:£ e,

y.
3

Le probleme est ainsi complétement résolu.



