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0.
& (%) 2, + b1 () (g?‘); + e (%) (a—j;)A =0
o
«0)z+BO)37) +a0)(g) =0
2= 01

Le probléme que je vais trailer dans cet article a fait I'objet ¢’
note au premier Congrés des mathématiciens roumains en 1929 3 Cluj.

On suppose que la droite y = ax est la plus rapprochée de Qx:
de fagon qu'on ait:

@) Y=oaf< L.
Nous allons traiter d’abord e probléme dans le cas des équations:
. o2y _
@ 0x 0y =Filz.) (i=12...,n)
et ensuite, par la méthode des approximations successives de M. E..

Prcaro, nous démontrerons le théo;eme d’existence dans le cas général..

L. Probleme particulier.

L. Nous cherchons leg int
aux conditions (2). Elles sont d

©) ui(z,y) =

ou §i(x,y) sont des ip
i (y) sont 2 fonction

égrales des équations (4) qui satisfont:
e la forme :

Y9 + o (%) + i)
tégrales particulisres du systéme (4) et ¢i(x) et
$ 4 déterminer,

Nous prendrons our t; L . ..
satisfont aux conditiorI))S deCr (2,) les intégrales des équations (4) qui-

M. E. Goy ‘agh &.d3 : s
nulles le long des droites 3= g il _RS;\T, c'est-a-dire des intégrale
Il est facile de voir, g = BJy.

u'en posant
(6) . (3(;.-

o] = A aCi
- )A L (5;7) = i (y)
et par suijte A

A o ox B
() D. V. Joxgsgg
i ) S ; :
; du second ordre, (Buli:;:nu; probléme relatif quxp équations aux dérivées parliel'
tica Tome I, 19,9 D 22), ¢ la Soc. Math. ge France 1927 p, 163 et Mathema—

une-
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nous avons

)= ¢i(@) + i (@) , (u)p= @By + &) |

) = W@+ (G, =5 + o

(g—;‘;)ﬂ = WO +W0).

En écrivant que les fonctions (5) ainsi que leurs dézmvéfes St?::;
font aux conditions (2), nous avons pour déterminer les “ ?n(?
wi(x) et i (y) les 2n équations fonctionnelles

o (X) = @ 2 wik (x) " (@x) + 2 it (%) [px (%) + $r (2x)]

k

~= i (X}~ 2 oi(X) e (x) -

0 g o
Wiy =8 D m () o' B) F 2 b () Lo B9) + )]

k —w(y)— 2 wu(y) e () -

k

uations de la fagon guivante : nous mutlt;
ar dr et les intégrons par 1'~appor ar
Itiplions les autres. % équations P
y. Nous pouvons supposer

Nous transformons ces €q
plions les » premicres équations p
X de 0 a4 z, de méme nous mu
dy et nous les intégrons ensuite de 0a

0 (0)= % (©0) =0
car u(0,0) = 0. Les équations (7) deviendront:

-

i (x) = 2 wik (%) i (o) + Z’:‘S ain (s) o (s) d8

k

1 w (8) =i (8)] (os)ds

X

"’5 (e (8) + Z e (8) M (3] d‘s
0 .
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~ :

b= S0 o) + > SObu- () ) e

_ y
L Z‘S [Bite (&) =i (2)] i (Bt) it
k v

('
Posons .
au (s) — ' (8) = Au(s)
bir {t) — 7' (¢) = B (£)
© _S el + ST on(9) W 6)] ds = Ui (x)

0

Y .
=\ O+ SO wmOl =)
0 k

nous pouvons écrire les équations précédentes sous la lorme

n

v @)= (m,,, (@) 4 (a2) + S i 5) e (5) do +

k=1
0

) +S Ay (S)"-l-'k (as) dS) + U; (x)
(9) 0

n y
i(y) = :2:1 (n.k ) 9 (8y) + Sbu« @) i (1) dt +

0

) :
+ S Bie (1) s (82) dit )+ Vilg).

La quest; a
4 queslion est aj

nsi ; AT ]
nelles (9). : ! ramenée & l'intégration des équations fonetion-

2, Nous allét;
S Supposer que les fonetions ay (@), bux (v), wik (@)

4

_S [0 + ST % ) we (9] ae,
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o=z=d et O.S'ySd'.

Dans ces conditions, les fonctions Ay (x) et Bu(y) sont continues
< les mémes intervalles. Sur les fonctions wy (x) et mi (), nous

dan encore, d'autres hypothéses qu’on verra dans la suite.

femr-lSSi > fonctions F;(z, y) satisfont dans le rectangle R défini par

los inégalités précédentes & linégalite

(10) IFi(x, )| <F (=1,2.0n,7)
alors nous avons démontré (') que

Ih(@) | <Fax , [()I<FBy,

et par suite ¢
x2 yZ
(11) 0iE)I<FKg Vi) I <FK 3

on dééignant par K, un nombre supérieur aux valeurs absolues de

1+ Zw,-k(s)l ; 14 Z'Imk(t)l ;

\EETHE V<s=d o O0=t=d.

De méme nous avons
(12) | U% (x) | < FK= y (Vi (y) | <FKy .

Si les fonctions Fi(x, ) satisfont dans le rectangle R, a l'inégalité
PR s
|F:(x.y)|<H£—-—_H- ’ (r =2)

nous avons démontré que
+1
1+ (L Fap? 22T
iA,(x)|<H(—-*—T:?‘+'z"" p+1)!

{+ )L+ P2yt
() I<H g———l‘:.rﬂ‘z__’ @+D)!

ou '
‘!".'—3&3 < 11

PERS

: la Fa
() D. V. loxgsco, Sur une classe d'équations fonctignnelies, Annales g 3

culté des Sciences de Toulouse 1927, cha.itre IV:
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Les formules (8) donneront

| (1 3 Y) (1 + a)p-}-z' xp+-2
| Ui (x) | <HK [—yrP2 (p+2)1

L+ D+ pptz ot
- ®  pFY)]

(14)
IVi(y) | < HK

et on aura aussi

; AL+ (14 apt? ot
- 10 (x) | <HK 1—yriz @+

(15)
, I+ DA+ apt2 yrt
IV'i(y)1 <HK 1= iz (pjii-l)!

IL Sur un systéme d’équations fonctionnelles.

_3.- Nm_ls .’a'VODS vu que le probleme posé au debut de ce Lravail
se rameéne 4 I'étude du systéme d'équations fonctionnelles, de la forme

i (x) = 2 ik (x) i (o z) +

k
X

+o0 2 S[am (8) o (5) + Aix(s) dn («s)] ds + Ui(x)

k

(16) .
G (J{) = Z mie(P) ek (By) +

v

+0 kz S[bm(t) $x (&) + But) o (B &) dt + Vi (p)
0

Ou o est un paramétre, Le

o=1£qon a les équations (9).
ous allons chercher 3 satisfaire :
i T8 ‘satxsfalr_e a ces équations par les déve-

nombre: de ces équations est 2n. Pour

@ Pi(®) = ¢ (x) 4 0} (X)4... + om ¢ (z) + - -

WO =8O) + o)+ ...+ mYr () -+

Les foneti 0
lons ¢; (=), $0); 9k (), ¢ (»); ... sont déterminées de

UN SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

50 che en proche par les équations fonetionnelles

9 @) = D oi(x) §2(22) + Ui(2)

k

8
(18 #0) = 3 w26 + Vo).

k

ol (@) = 2 wi (%) Yy (@ z) + 2 S @ik 9% (8) + Au P (2 5)) ds
K x J

(18")

[l faudra résoudre d'abord les équations (18), (18'),... et mon-
irer ensuite la convergence des séries

(19) Sangr@ . > "r0)

Hiy nt

ainsi que des séries
ar ()

(0) SR St

m A =

4. Considérons donc un systeme de la forme suivante
P (x) = 2 wi () % (@ x) + fi (%)
%

@1 G(=1,2%...-%)
2%, ()= D e (y) e B) + ai(y)

et démontrons qu'il existe 2n fonctions Pi(x), %(y), continues et ayant
des dérivées continues, satisfaisant au Sl :
Nous supposons que les fonctions wi (z) et i (y), satisfont encore
dans les intervalles considérés, aux conditions suivantes
_Iw;ﬂw)l(%e"”‘ ;,;,“y)](%e""
(22) ‘

' T
lw'u(w)|<‘;—;em , o IE < e
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oi o et m sont deux nombres fixes,
Nous supposons aussi que les fonctions j,(,;,) et ¢ J:(y)

S .
aux conditions suivantes : atisfont

FEI<TAFar 16O < T+

(23)
| lf’(z)l<1(1+a)( 1),

ol on suppose p = 2.

Ces inégalités sont en accord avec les inégalilés (14) et
mais elles sont én accord aussi avec les inégalités (11) ot (12),
cequ'on peut écrire & fortiori, ces inégalités de la facon suivante :

Uz(y)!<l(l+ﬂ)f' )

-1)1

(15),
par-

iy U : 5 i :
) UG <FR(baR G o Vi) | <FK (14 &

et
2/ !
(12) UL <FR(LtaR] Vu) | <FK (14827 .

- lRemarq'uons qu'on peut séparer le systétme (21) en deux s sté
con(;ere prterlmer concernant les fonctions ®; (x) seulement et le seYcor?d
nant les fonctions 2{,(y) seulement. Nous pouvons écrire :

Oy (x) = Z o (2) 2 (o) @1 (72) + fil@) + ST o () g (a2

2!'[ = )
)= () 2 on (B9) 2 (9) + 91+ > mu (o) fielBy).
k

Si nous posons

P”(a;) == 2 Wig (.,c) Tkt (M.Z‘)

Qu(y) = ZRT %k () wir (By)

(24)

Fi(z) = fi(2) + > i (=) g ()
(25) . )

G(») =90 + ; ik () fx (By)

;N SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

&
Lous pouvons écrire le systéme précédent sous la forme
) ®i(2) = D' Pua) &i(32) + Fi()
2 - / ' :

o) i) = > Qu0) %) + Gi ()

t

(’Z‘r:l, 2,-.-,"’)

oil :

y=af <L

Nous avons

|F.:r|<11+an + W
N <T(14e) le fa) 1=

Mais
c(l+f=a+7<1l+aq
car
N = a[3 < 1.
Il en résulle :
e (i) | < TK (L) 5

et on démontre de la méme maniére gue:
' P
7)) IG.(J’)I<IK(1+{3)“E
De méme,en dérivant F,(z), on trouve

R ) = £ (@) + & S o () g'elo) + ) 0l (8) 90 (o)
] k

et par suite

+ I Z lwtk (1')'[(14'3)] a]“(P 1)!

gt
+12|wm(x|“‘+5’ A

| F'; (x)|<l(1+a)“(

ou

‘1+2|01m($)i+r*2|wm fv)ll

I F () | <,I(1-|'¢ll)"t
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En désigna-nt par N un nombre supérieur & la valeur absolye de

1+ Zwu(m“.pdglmfﬂ(x)l, 14+ Zlnm (y)|+d’%’|“'m(y)|,

on a.
fi=1

i) | <IN (L) .y
(28) y;L—l
|G10) <INQHB) o =57

D’autre part, nous avons
IPa(a) 1 < D low @) 117 (@)
k
Si nous tenons compte des inégalités (22), nous avons

| Py () | <% glotam) x

et aussi

|Qu(}')l<% erThe)y

Si done @ est le plus grand des nombres

otar et w4+ o,
nous avons

(29) ipu(w)|<% L |Qﬂ(}')1<‘71; e .
Calculons la dérivée de Py (x); nous avons
P = 37| o' 0 0 )+ o 2w o) |
k
et d’aprés les inégalités (22), il résulte que

IPu(x) | < ol ol elotan)x

n

c'est-a-dire

(30) lPI" (-T)i < ’% eﬂiﬂ

¥ SYSTEME DEQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 89

ot aussi

! g Qy
30 1Qu(y) 1< =L

5. Cela étant, passons & la résolution du systéme (26)

6) ®; (%) = 2 P (x) ®:(yx) + Fi(x), G=1,9...,n)

ol les fonctions P,(z) et Fi(x) satisfont aux conditions (27), (28), (29)

t 30 i . . . * '
ol IzTous allons démontrer qu'il existe » fonctions continues @y (z),...,

&, (x) verifiant ce systéeme et admettant des dérivées continues. La solu-
n

tion de ce systéme est unique. - .

Le systéme (26) généralise une équation fonctlopnelle qlfe M E.
picagp (1) a rencontré a l'occasion d’un probléme relatif & la théorie des
équations aux dérivees partielles du second ordre. de type hyperbolique.

Nous procédons par approximations successives en prenant

d? (SG) = I (.”L‘)
21 @) = 3 Pila) o

7 (x) = > Pulz) ¥ (r2)
>
et il nous reste a démontrer la convergence absolue des géries v
& 2y d of (x)
(31) oh(x) i
Nous pouvons encore écrire :
®f (x) = Fi (%)
i th (X) = Pir (X) Fr('}’X)
s

) = 33 Pt Pir 72 P62
@) = ( > Pu @) Pun () Par o7 x)) Fe (%) -

¥ Ak
: .‘_,...-"'
PO e: @ L

p. 1009.

s 4 & e @

—

i 144
() E. Picaro C. R. de I'Académie des Sciences Tome
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on bien si nous posons ;| pésultera que:

or t
i == S i
R} (x) Py (x) _ | (I)f (X) | < IK (1+¢)ﬁ'- E—}y?ﬂe 1— . El
(82) R () = D Pu () Py r (74) | ;a
i Les séries %
® |
RE (x) = Z Pry (%) Prsy (v%) Pryr(y21) ()= D ol (y),
1 Iy p =1 |
nous avons e gont donc uniformément convergentes, et on aura en plus
0 o
X) = Fi(x l—a) st 7—
d; (x) i(x) . |<I);(x)|<IK( a: x|e —y
i ()= D'Rir(x) Fr () S
r Il nous reste & prouver que la série des dérivées
(33) ‘b?(X) = 2 B:.(x) E, (72 x) S d q)l (x
r
®f (x) = 2 Rl (x) Fr (47 x) est aussi absolument et uniformément convergente.
r D’aprés les formules (32) et (30), nous avons
, ' 5 e """ : dRL()| 9
D'aprés les inégalités (29), nous avons l_&%) <;1-em'
| Rir (x) |< 1 e, Ensuite nous avons
s d Py, r(v)
Ensuite g Ri'(x) = 2 (P’:T(Y )dP”' ) + 7 Pu(¥) cln‘:;x ] 8
2 1 iz |
IRn-(x)|<—Eeﬂ(1w)=c <i31—~, et par suite L
: n b
s ‘d Ri- (%) <2p6tneg, 2 a4 ¥
£ n i
IBY ()| <~ tlrime < L, T - " I
" n . c'est-a-dire -
' ot ainsi de suite. On a pour toute valeur de ? dﬁf, (ﬁ,< E eT_; |
, i e ax nl—y ;
_ Rir (x)1 e =% " De méme, nous avons o
~ Comme ; 8 aPnnly® |
" | LRcii;c(jQ =2 {Pm (vX) Par(*X)—; —-——" +7Pu(®) Barl?X) gy x
Xt : :
|FI(X)|<IK(]_+1)#._! ’ . hiy * d_?_ls_{____h’z) L
B . +7 Pﬂl (x) Py a(y) dpPx {
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d’ol
E.
ot de méme on démontre que, quel que soit p on a
: 1? o
' dR% (x) Q el
(37) 1 i) <3

Si nous dérivons les formules (33), nous avons :

d(b, le‘ i )dB,,(x) pR,,( )dI;l(:nxx)l

Mais nous avons, [inégalités (27) et (28)]

at dF, (e
IFr 7 a) | <LK (L+a) o, _ﬂ%ﬂ <IN(Lta 7 1)',,,,(,";)
Il résulte alors que
dqa, (:z:) Qg T i
IK (1422 - p—l =
{1 ) i ™ T—y e ~7 +IN (1+a) G?—_—)—!}'P"el_”
c’est-a-dire
on—1 Q Qx

d ®f(z) . .4
‘ 7 J<[(1+ @) l)'[N_I_K 1_7]61—7 PP

Si T'on désigne par N; le plus grand des nombres

kQ

N+ — EQ

+ 1T7d ) N + i:# d',
Qx

il résulte qu’on aura

a ‘1’1 (ac)

-1 —
<DLy E T

Cette iné
ment eonilll':;nlliomtm e la série (36) est absoluement et uni-
€t sa somme est égale & 4';(z). En plus, nous

formé
avons:

1
| .l¢r(x)l<lN(1+a) = ],+ml(1+a

*
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. i o 3
et 3 fo]’,‘thI' —‘ i
| &' gl

(38)
En résums, le systéme

ou(@) = Z Pu (&) ®:(y2) + Fi () =120y

o Pu(x) et Fi(x) sont des fonctions satlsfmsant aux inégalités (29),

(30) et @7, ), (28) a une solution qu'on obtient par la méthode des
approxnmatlons successives. Les n fonctions @ (z), qui constituent la
solution de ce systeme, sont continues ainsi que leurs dérivées pre-
miéres.
En plus on & . '
; (1+G) x* 1_ :
(35) | () | <K — _— e
oz
(1+a)* a1 “l—_—
(38) 1‘1’1(33)|<1N1 7;" fm .

Il est facile de démontrer que cette solution est unique.

6. 11 résulte encore que les équations
)= 2 ou (&) 344 () H.2)

@1)
- % ()= Z o () Di BY) +9:) »

ot les fonctions i (&), T (y), fi(x) et gi (y) satisfont aux lnegahtes
(22), (28), sont vérifiées par un systeme de 2 fonctions ®:(%), %(y)
toutes continues et ayant des dérivees premleres continues. En plus

nous avons demontl’e que

; oz
(L4 a2 1oy
1<I>.(x)|<lK Ty p!°

E Qr
(1+a)* o A

\ (b'j(x)' <1N| -1—'7"‘ (Pv'l)!
et que: ) i 2

_!_7_!{
)| <1 G e

y# el-'y-

1
< S

i -
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©

Nous allons employer plus loin ces inégalités, nous pouvons ]gg
simplifier de la fagon suivante. Soit M le plus grand des nombreg

ad " od
K i ) L)} el
l-y 1-y

nd’ ad’
X el™Y i =71 o~y
1-y l=4

nous aurons, & fortiori,

xll -
(@A) <IN+ 3, @) <IN (1a) 2
(39) '
L &
@) <+ L, ()| <48 (o
7. Nous allons maintenant reprendre le systéme d’équations fonc-
tionnelles (16)

@i (z)= Z wir (2) e (22) + 02 Q [@ik(s) puls) + Auds) bi(as)] ds + Ui(x)
0

(16) k
Y

Gilg)= 2w (y) s (By) + oZS. [Bu(t) Yit) + Bu(?) pa(BE)] i+ Vi(y).
k k Jo

'Nous‘ avons vu au no 2 que les fonctions U;(z) et V;(y), satisfont
aux inégalités suivantes

‘IUf(w)|<I(1+a)“:—*} IVf(y)|<‘(‘+B)“£

t - | -
]U.(x)1<1(1+¢)“(:u_1)[' |v’1(y)l<1(1+ﬁ)“(pi——1l)1'

Pour résondre le systéme (16 .
: , nous a
i (») suivant les R b ) vons développé oi(x) et

(17) Wl($)=??(w)+ocp:(x)+.-.+c”‘cp;"(x).l....
YOI = U0+ oY+ 4 " G () +..

les fonctions oy, '{a?, P, (P: }
. !

B |

+-+ étant déterminées de proche en pro-

;N SYSTEME DEQUATIONS AUX DERIVEES PARTIFLLE 3

r les équations

che P8

H @ =D o (@) §2(02) + Uy(a)
{2 B0 = 3w 0) 96 + Vi)

9P (x) = Z wik () $ («2) + m? (2)
o #0)= S 0) 9 @) + n20)
ol ¥ '

mf () = .ZS [an () 95" (s) + Au (8) 9" (as))ds

0) e B

v
) = 3\ Bu 67O+ Bul) £ (01 -
B vg

D’aprés les inégalités (39), nous avons

R@I<MUber D o<
(41

el ( a fﬂﬂﬂ‘ §al
—-“’éx“) <IM(taF 7 ‘dy <M (H8F 5y

Evaluons maintenant | m}() | et | #! (x) | . Les formules (40)
donneront

"
|m} ()] <§IM {(1+u)u S au @+ [ (HRF 1A Ol %
0 k

4 ' | #
| <S M { (L+pr b @)+ B+ 2B (t)l}gd‘-
0 * :

Si I'on désigne par L un nombre plus grand que
' B (¢
2|am(s)|+ Z|Am(3)| ) Zlb!k(t)|+2k‘| w®
) - ra

lorsque '
O=s<a o O=t=4E



9 : D. v. IONESCO

on aura @
s il
1 R T,
(42)
! e
EAVIRS Ih'iL A+ o
De méme, on aura pour les dérivées

dm, (=)

=2 A6 + A () )

d 1
a;,(v) _ Z £bi () 42 () Bie () 92 (B3} -

et par suite

,dm,‘. ()
dx

<IML (1+a)* %
(43)
d n,

Alors on aura pour la solution du systéme (18’) ot I'on fera p=1

1

x."-+l
|} (=) | ~;IM2L(1+a)ﬂ e RAVIRS L (R

(44) (k+ D!
d}(x)
Tdx

b}

|d¢1( )I < IM2 L, (l-Hi)

et 4insi de suite,

En général, on démontre que i
|97 (1) | < WP L2 (L 7
)“( +p)1

1492 0) | <IMPH Lo (L4 2P
et que (R (r+p) !
d‘Pf ( )

—_._

L

xetp—1
(b +p~1)!

\ |<IMP+1LP(1+ T ke
& (n+p—1)I

(1+a)

yN SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
~ o 97

Ces inégalités monirent que les séries (17), ainsi que les séries
& d P
2 i 2 dq,p(y)
= dx ? ~

sont absolument et uniformément convergentes.

Nous avons ainsi” démontré qu'il existe 2n fonctins continues
¢i(x) et i (y), satisfaisant aux équations fonctionnelles (16), ces fone-
tions ayant aussi des dérivées premiéres continues.

1l est facile de démontrer que le systtme (16) n’a qu'une seule

solution, celle que nous avons trouvee par la méthade des approxima-
tions successives. ,

En plus nous avons

| 9i(x) | <IM x‘f(l-{—a)ﬂj?ffﬁ'
(oML y)°
i IM y~
| b(y) | <My (1+p)#2 o
et
sl ( (e MLzy
| ¢'i(2)| <M« 1+a)#2/(u+p_l)
s . (s MLy)_
| ¢fi(y) | <IM yA-t(1+3) 2(p+p_l),
Comme
1 1.1
o) "o

nous pouvons encore écrire
-1

| o) | < IM (1+a) ””p LT | () | <IM (14 ("“ e

19 ol .
| gily) | < IM (1+B) {1,— MLy, [ () | < IM(14B) (i_])!e MLy
Dans le cas o = 1, si A est le plus grand des nombres
MeMLd M ML,
nous aurons ;
¥ Y
@ | <1 Qa5 s TH O <ISOFR
u-1

) | <16 (e g #0118 B -

Mathematica, I,






