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SUB UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES
DU TROISIEME ORDRE ;

Parw M. D. V. Jongsco.

M. P. Humbert (') a attivé Pattention sur équation aux dérivées
partielles du troisiéme ordre

a5l MU sl d* U

_ Wi e T 0.

D it E ).').ro{rr):.

(1) AU =

qui généralise, a certains points de vue, I'équation de Laplace

-

ay R ., o2
A ar drt

Jai établi encore un rapprochement entre léquation (1) el
I'équation (2), en démontrant un théoréme pour 'équation (1)
analogue au théoréme de Lord Kelvin pour I'équation de Laplace.

Ce théoréme est le suivant :

SiU(z, 1y 5) est une intégrale de Uéquation (1), en posant

po=at 4 yi-i- 53— Jar s,
e fonction
Uit 95 5)= U ('l._i'lf’ e N J:l’-)
e 7 P

est encore une intégrale de Uéquation (1).
La démonstration de ce théoréme metira en évidence plusieurs

v

intégrales élémentaives de 'équation (1).

1. Soienl 2, 7, 2 trois fonctions de &z, 57, = el posons

=2

U= Uig o, O

() P HusMBERT, Swr wne généralisation de Péquation de Laplaee (Journal

de Math. pures et appliquées, 1gag. p. 145).
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Caleulons AUy ; on trouve sans difficulté

)+ U gL o U

\[ .T):tl == \~: T‘-"I:L- o i \:: ():.‘li B AT —_[}E {)Tl ’):,

d* U J* U

—— ... -3D -
| JF o D G
JdU

JE

(1) Aol =4

| O ey

or

o X ['_) e J7 d T dr, rf_]
T 0| o e dy ds  dz dy
J% I" dn J¢ 'f_)»r, I dn dg ]
dy | drydy  dr ds 3 e
;o UE [., a1 JC dn J _dn g ]’
dz | ds ds dr dy  Jy de |

0 i d [ /fdENE W9 OB de
{ - = — = ==
. - o ohr Ak dz ‘ ()k)"

o
Tz |

3 S A WS S I LA
o= o | oy laE T azar | s lom

dN dE ok
‘)J‘) T v ds
( aE )E Jt = 7’

32) —ardr

| I: J*E JE dn [ Jd*E ot ] an |

(8 Ey=

det dradz| " ay|ad
dE[dn - g i [d2n 9%
dxt vz | oy ; ;

= JiE e E doE o E
(9 F, = = = = — 3
vk Dt Ay Jdzt ded) ds
2. Posons
. ri— jyrz JR— s Bt—iry-
(10 - ) = ] b= -
Vi r 1}
o

(1 W= @ == B B



Remarguons les identités
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(12) aE -y sL =1
¢l encore

;o & )"

13 Y ¥ — — o ¥E - %
(13) B—nt - fE—Gh !

En dérivant £, m, { par rapport Ay pret

i3 . 2®

\ & - =38,
o P
3 ot 3

’ we . 3En:

(rad dy P L

’ 9% _ e

de. = P =2

Tenant comple des relations (13),

=

dn ¥

L

2 =3mE
e » 3ng,
’)_T,' — Q_L — 3-,]"_'_
dy iz
da 7 Tk
- Eae e

£ o
LA 98 — D3l il [P o
(' |) Jz p qu_: Jv I ez

Il résulte encore des égalités (14) que

JE
\ ()_‘?‘
d
(15) &
i

s

o LTE 0Ny
de dy 0z L
a Mk _,
Jz oy ds
dE_ B
dua e =

ot d’autres relations analogues.
Si nous dérivons les formules (14) nous avons

PE 2 5
r),’l,'ﬂ = }) P = as
el |
PE 2 o i8EnL
dy 03 P
1] résulte que
a9k J*E 9\
v US55 - =% — S-.t ):-.__ gt =
() ozt dydz I ( i P ) o
on lrouve aussi
. JE JrE JrE JrE
6' —_—— ——— =10 — — 2=
R d)*? Jz dx O dzs* dardy 3

Li=fn =

W

Jr
r)E
dy
It

ds

Nlw

I nous ayons

5

_‘23

nous PO‘L]\-'OIIS encore élf]‘i[‘(_‘.

)
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3. Qemarquons que d’apres les relations (16) nous avons

Di=D5=— D=0
el aussi

= E;=E;= o.

De méme en utilisant les formules (14), nous avons

cesl-a-dire
Nous savons que

; log|[(@+a) 3¢+ 3 —3 (v + @) )5

esl une intégrale de I’équation (1). En dérivant par rapport a a et
en faisant ensuite @ = o, nous obtenons une nouvelle intégrale de
I'équation (1) qui est précisément £. Donc

Fi= IFy=E;=0,

En tenant compte des formules (14) on a
\\=— A,=A;=H

or

—9—3(%+-."1'qt) (‘I’;’-:—?gc) ([5)+35-q>.

Enfin tenant compte des formules (15) et (14), nous avons

G K000t _da i) 9 [on d%  dn ]
i do de Dz dy

d
dr oy ldy dr dz ds
L0 [0 0L dn 0t
Tz |az dz dy dz ]’
c'esl-a-dire

U=
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Il résulte alors que l‘équatiou (3)se védult &
~ )+ U J*U &\ U .
el l st gE T Eon ik = AU,
By =1 ( g ot JC D% 1, L}:) EE, U,

ce qui prouve que U, (x, ¥y, =) est qussi une intégrale de 'égqua-
tion (1). Le théoréme est donc démontré.

k. Solenl fet g deux fonctions de a, y et 3. On démontre sans

peine que

(17) As(fg) = fAyg+ & Asf
dJ af dg' af J;ﬂ"\ o (r{,’ dg A 04 J
z | dr dx dry dz N Ldy dr Js Jx
.Y {‘)-f' de E’:’“‘fj L.
)z | ds 03 dr d)y

Remplagons dans cette formule f parm et g par £. Sinous tenons
comple que et ¢ sont des intégrales de '|’éc|uati0n ()5 Ch aussi des
relations (15) nous aurons

Ay (n2) = 0.
ce (ui prouve que nt, G, o sont des intégralesde Iéquation (1)
De méme si nous faisons dans la formule précédente

lr £
g == 3

nous aurons

Ay (E) =258

g
L

I
w2

Mais A2 =0, et d’apreés les relations (16) la pal'enthésc esl
nulle, donc
Ay (22) = 0,

ce qui prouve que g2, 0, O sont des intégrales de U'équation (1)
Si nous tenons comple aussi des relations (13), nous déduisons

& )y 3 o= . . .

que 5 L, 2 sont des intégrales de Uéquation (1).

pp
Faisons maintenant dans la formule (17)

r=

s

a s
&=



)z d5 d
Ao e Jy ds

— 999
’) [ P( )] | J
25 90 4 o
A e

: { o

nous aurons
Ay (E2m) = E2 Ay 1 Ag(B¥) +¢

Il ésulte d’apres les formules (15) que
As(B2n) =0,
n2E, 12, {25, i sont des intégrales

ce (ui prouve que Z*7,
de Uéquation (1).
Remplagons dans la formule (17) fpar2* et g part. Nous aurons
dE o ]
- 1

)= o)
Ay ds.

A (B EAGTES 3Gk

(

NEANIL
AR [
c’est-a-dire
' ‘.)’.’ 4] ‘,)’.' H d’: 3 {)l' f)t ')E
() — G eV, s %S g s U s N maL
SR =2 [()) (u__r) ()) "o dy ,;_—.] oy
VMais nous avons démontré plus haul que
N e {2 .,'7-;;-_'\, = 3")'
' (p ‘ ) (/i > (,, =
f g
-3 ( = 4 'a—r,:> ('7 4 :z:) <_ e 5:(,)
P P P
Si nous laisons les calculs, on rouve
M=—"" ;(',]::"""* pz) qL 4yt — ) {E (st —ay) & |
t s — gl (wk -+ 28)]
({2 —&n)l:

L2
S/ N

gl 4
Si nous tenons compte des formules (12) et (13), on déduil

immédiatement que
5 .
P
1
I

Done
Ag(E2) = Ag(7¥) = Ag(L3) =—

On démontre de la méme mantére que

Aﬁ{,f:-’lt-) -



