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max F (x1, x2, ••• , x,,) 
o.::::x,-:::1 

ne peut etre atteint que si X1, lt2, ••• , ttn Mnt tous -dgaux a 0 OU 1. 
Ce maximum est done egal a l'un des 211 nombres qu'on obtient en 
remplacant dans F toutes les variables x, par 0 ou 1. La valeur est 0 
pour o;1 = a;2 =. ~ . = Xn =O et on peut done la laisser de ef>te ; les au­ 
tres se partagent alors en n groupes, Le lc6me groupe de valeurs est 

forme par les (k) nombres qu'on obtient en dormant a n-k+ 1 des 

variables la valeur 1 et aux autres k-1 variables la valeur 0. La 
mojenne arithmetique des nombres du k6me groupe est egale a 

(3) F (xi , x2, ••• , Xn) 
max n 

o::::i:r.;s1 Va 
Boit le plus petit possible. 

La fonction F (x1 , x2, ••• , X11) est eonvexe au sens de JENSllN, 
on a done 

1tt1+x'1 x2+~'2 Xnfx'n) 1[ ( (, , , Fl 2, 2 , ... , 2 <2Fxhx2, ... ,a:n)+Fx11x2,, .• 1x11)), 

pourvu que I x,~x'd +I X2-x'2 I+ ... + I Xn-X1n I:> 0. On sait alors 
que, dans le domaine (eonvexe) 0<x1<1, elle ne peut atteindre son 
maximum que sur la frontiere. La fonetion etant a fortiori convexe 
par rapport a chaque groups de variables, on en eonelut que 

2. - En particulier, nous portons notre attention sur la for. 
mule ( l). Nous allons supposer que les a1J1 soient tous > 0 et nous 
allons montrer qu'on peut alors abaisser le facteur V n" dans le second 
membre de Ia formula (1). On peut evidernment prendre M = 1 pour 
les demonstrations et notre problems peut alors s'enoncer de la ma­ 
niere suivante: 

Determiner la forme F qui, sous l'hypothese 0<a11,<1, donne, en 
general, la meilleure limitation (2). 

On voit tout de suite qu'il faut pour cela resoudre eet autre 
problerne : 

Determiner la forme quadratique F, definie positive, de determi­ 
nant o, de maniere que 

nous montrent qu'un choix eonvenable de la forme F permet, dans 
eertains cas, de dormer, par la formule (2), une limitation meilleure que 
eelle de M. J. HADAMARD, pour la valeur absolue du determinant. 

M.AXJMuM ire» DETERMINANT 

pour un determinant II a,11 II a elements reels OU complexes quelconques, 

n 
1J F' (a11 , a;2, •.. , a1n) 

(valeur absolue de II a,11 II )2 < _l=_1 ------:;----­ o 

n 

Soit F = F (xi , Xz, ••• , Xn) = ~ Cui Xt Xk une forme quadratique 
l,k=l 

definie positive. Considerant la transformation Iineaire qui ramene F 
n 

a sa forme canonique ~ xf, on trouve immediatement que 
1=1 

n (') II F (a11, a12 1 ••• , a1tt) 
(2) I ~ 12 < '-=-·--~--- ~ Q , 

ou o est le determinant de la forme F. L'inegalite (2) n'est d'ailleurs 
qu'une ~onsequenee de eelle de M. J. HADAMARD. Des examples simples 

(1) On obtient cette formula en multipliant le determinant ligne par 
ligne par un determinant quelconque d 'ordre n et ::j::: O. 

. . D'un~ ~aniere. plus ganerale, F (xi ' X2, ••• , x;i) etant une forme her­ 
minenne definie posittve, de determinant o on a , 

done 
(1) 

I. - Soit fl =II a1k II un determinant a elements reels et d'ordre n. 
D'apres le theoreme, bien eonnu, de M. J. HADAMARD on a 
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Le: domaine 'de variation des· Cr!\' est a'lors ouvertret evidemment.borne.: 
Sur la: frontiers de ce domaine o deviant 'nul \2). Le 'maximum de .• o· 
e~.t~do~? _a_~~~iqt ~ J'int~ri.epr, et ~9 J'obtieqt ,e,n. p.p~li.~u~nt 1Ej~1 r~~~es~ 
du calcul d1ilerent1el. S1 nous des1gnons par C,k les rmneurs (avec leurs 

• I t .._ l 

'· (2) J .. e_s Ctk d,oivenl rester' positifl). Op. a' auss1f rc1~·1'.1rk,'--..cik :;> 0 , d9~G)e: 
domaine est bien born{j, La frontiere correspond ev1demment aux formes 'qui 
sont seulemenl positives, 

d •·I, 

•: 

., ' .. r· 

n n _ n n 

2 ~ (%~ fl 2 2' 1%/j !X1tj I, 911 

G - j=I i'='=I .. ,, 2+j=I i,k=I' ... : "'1' _:. 
- ~ X1 . I) _L.J XtXk- n . n(n- . , 

· if i=I i,1c=I _ . 

=.·(•,~\) t.t<•-1)(~~) (t.~~) +(.~;"'I"•,) (~:x,x~)J ~ 
•ti. • , 

1 
; I , L _ 

1 ~,["'*( ', . + . + ')2] ... = -, _L.J ;., OIJ/%+ 0:2JX2 '.- .. • Olflj Xn n ._,, .. 
·r • J- • 

la somdie ~· etant etendue aux n ! permutations des variables x1, rt2; ••• 1 itn• 
Une propriete analogue a lieu .pour [esjormes herrnitiennes deflnjes po- 

sitives, · ' · ' · 1 ' 

, I 

(3) La propriete ~o du lemme .peut aussi s'etablir directement. On peut 
it . \ 

toujo~s ecrire .c11, = ;2 ~1;«k/ oil Jes nombres reels a.1k sont tels q1:).e le de- 
• j=l • . 

terminant II «;k 119= 0, Nous ·a.vons alors 

~f·1 . \. r : # o·n·a: 
,_ ·' · iq, .La [orme. G est definie positive. ·', 
. ~?.~· o < o1 ', l'e,qalite n'etant possible que si F= G,. done si F est 

symetrique. · , 
Le determinant o. est .une fonction des coefficients Ctk (iJ est un 

polynome en 'c1k). Supposons que ces coefficients varient de maniere que · 
la forme reste definie positive et- que · · · 

" . n 
4. - Supposons m.aintenant que F= ~ xt ~) .. 2' x,x,; soit 

i=I i,7,=I . ' 

n x-. 
D = i,k=l 

n(n~l) 

( r» •• 'i·~: .. l.1 

OU 

. 'I'heoreme I. Si la forwe F n'est pas symetrique on peut constmin:e 
ii~e · autre f orme pour· laquezie le nombre (3) soit plus petit. 

La forme G construite plus haut repond a la question," Cecf re· 
sulte irnmediatement des faits que (4) est, une moyenne arithmetique, 
que cette expression 'est la merne - pour la forme' a· et que le: lemme 
est demontre" 

, ' ~· 

,. r ·: ' . , . 
11 faut done que la forme adjointe et, par consequent, que Ia forme elle 
merne soit symetrique, 

Comme le maximum doit neeessairement exister et comme, d'autre 
part, le systeme (5) n'a que la seule solution G, les proprietes en re­ 
sultent (3). 

. .. • y~ 

.. ~ '·' 

~,io_:~ena~t de desi~~erpar ~11 une sornmation ou Ies valeurs, i=k 
. t,k=l 

sont exclues. 

done que 

(5) 

If~'· 

ti'%, .sil o est s~\I'. d.eterminant et. si 01 est 
quadraiique symetrique 

G~c(j;x;) + {~;~;x•) 

--L•· a . ....,... Pour trouver le minimum de l'expression (3). il suffi.t de 
considerer seulement des [ormes F symetriques par rapport aux variables: 
Cette:1propriete resultera ·du lemme suivant :· 

ti 

r,. "Lemme. Si la forme quadratique' F = 2 Cik Xt Xk est 'definie posi­ 
i,k=I 

le - determinant de la, for me 

: j) J, 

(4) 

signes) de o, il faut pour le maximum que 

00 00 ~=A' I~=µ., i, j,-k = 1, 2, ... ,-n, j =I= k oca .octu 

n n 2c11 21c111 
- I ) 1-1 ( k ( k 1) i k-1 (n-k+ 1 ---+ n-) n- '+ -~(· =-- n n n-l) 

• --~ t 
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Qn trouve facilement que (8) est plus petit que les nomhes (7) 

(4) Si on pose n-2i=.x dans le second membre de la formule (7) on 
verifie facilement que la derivae par rapport a x de cette expression est 
positive pour ·x > o. Pour n impair on a encore a verifier l'inegalite 
2(n+l)(n+2)R-l<(n+3)n(n>1), ce qui est immediat, 

n itnpait. 

et de la condition 2°, devient 
n 2 

( 10) (n+l);, a11akf = (n -[ ~ J) , i=f=k. 
(B) 

la forme .Nli--] +t (~) = 0 si n est impair, done dans I'intervalle 

( ~(n+2) ~ 

. (1 ) J 4 Yen+ l)n'"'• 
min Nt~J+ 1 = N[~]+ I n- = l n - ~ _,_ 

a a l Y(!!+l)n+t - 

i =I= k ~ o F(;i , a12 , ••• , a1n) O 
~akj -.::i --=, . v«-11 
J=I 

qui, en tenant compte de la forme speciale de 

n pair 

Pour cue l'egalite ait lieu dans (9) ii faut: 
1°. que l'egalite ait lieu dans (2), qui provient de l'inegalite de 

M. HADAMARD. 
2°. que parmi les elements d 'une ligne (OU ,·· d 'une colonne) 

rn2] a11 , an , ••• , a1n n - soient egaux a 1 (a M) et les autres soient 
egaux a o. 

La condition 10 s'eerit 

Nr (A)= l(n-2)(n-i)+n-1] :>.-(n-i) 

et on voit que Nr (A.1) < O pour i < li J, done, pour i= 1, 2, ••. , r~ J ' 

(7) min N1(A)=N1(A.1) = n (n-i)(n-i+l) 
(>..;-i, l\l) V(n-2i+ 1)(2n.:_2i+ l)n-J 

Lorsque i -= rn· 1+1, on a Nfa .. ] +I (A[i-] ) > 0 si n est pair et 

( ).(;] 'n 1 1) I 

6. - Revenant au determinant 6, nous pouvons enoneer le 
Theoreme III. Si tous les elements du determinant .1= II atk II sont 

non negatifs et aux plus egaiix a M, on a 

t . . t . ~ 1 e ce minimum est a teint pour " = - n 

n impair possible. Nous avons 
(6) N _ (k -k) _1 _-_(2_n_- __ 7c_-_li--'-c1 _+_1.:.......)A 11-Nlti- I n 

vs- 
et on voit tout de suite que N11 > N111 si k1 > le, k + k, =n + 2 ; done il 

suffit de considerer les nombres N;, i=l, 2, ... , r~ J + 1, en designant 

par [ix] le plus grand entier compris dans a;, Posons Ao=-1, 
).1 = -1-. , :X[n] + = -1- , la formule (6) nous montre al ors que- 2(n-i) a 1 n-1 

max N11 = N1 dans l'intervalle (A1-1 , At), i=l, 2, ... , l~ J + 1. 
t:Sk:Sti 
- Il reste a examiner N1 dans l'intervalle (A;-1 , A1 ). Designons par 

N; ()..) la derivee de N1 par rapport a :>., debarassee d'un facteur qui 
reste positif dans l'intervalle (A1-1, :\; ). Nous avons 

n pair ( ~(n+2) 

· F (Xi, x2, ••• , Xn)- f 4 Y(_n_+_l_)n--1 
mm max = 

1 < < n n -•<>-<- o-x1-1 'Ila l V(n+1)n+1 n-1 Y 
4 

( nn(n-J-g)n " n pair 

I 6 I=~ 
4"(n+l)n-l M 

(9) 

( Y{n+l)ntt Mn n impair. • 2n 

ti n 

Theoreme II. Si F= ~ x~-)..~1x1xk est drJfi,nie pozitive on a 
i=I i,lc=l 

et nous avons done le (4) syrnetrique. Nous avons o=[l-(n-l)A](l+A)'1-1 et pour que la forrne 
1 

soil definie positive il faut que -1 <A< n-l 

Considerons les nombres 
1-(n-k)).. 

N11(A)=N11=(n-7c+l) n • 

va- 
Nous devons determiner ).. tel que max N11 soit le plus petit 

t:'.S"k:Sn 
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pour n pair . n(M- m)[(n + 2)M2-(n-2)m2] {Ll) 

6.· - On peut se poser le probleme plus genera] de chercher la, 
meilleure limitation en supposant que ' les elements a,k- du determinant 
soient compris entre, de,u~, nomhres m et.M, ·~ < M,. On peut supposer 
M > 0, _ -M < m < M, sans restreindre la generalite. Nous pouvons 
resoudre .c.e problems en suivant Ia merne voie.vque .plus. haut, rnais 
il est a remarquer que les resultats sont, - en g~neral,. plus eompliques, 

n suffit "encore de considerer seulement de~'for.mes F 'syrhe~riqhes· 
par rapport aux variables. Les· nombres ·N" deviennent 1 

. - 

_Nk,7' (n~!c,+1)M2-'.J-'(!c-+1)m2 _ -- 
. n 

VF·· 1- - . 

_ [(n-k)(n-k+ l)M2+ 2~'k-1)(n-k + l)Mm+(lc-l)(!c-2)m2 
'!& .. , - .'·~ t . -· -, . . . . VF!,_, __ . '-~ . :, -- ·-. - .'. A. 

La forrnule (6) devient. ' ; .> " _ ·; ~· .: • ff~ 
t6') N1, "r N,<1~ (ki:--k)(fyl:;:-m) M_!~_-[(2n-7c;k1; .l)M:+(k+;fc1'._:_.3)1;:Jt.. - va- .. ,._ . ' _I 

• ~ : , 1\, :.11 'l - ~ 

et o~ voit encore que N1,> N1<i ~i.k1 >lc,~lc+!c1·;=~+ ·2~ ._- · ·~'-\1 J~·-JI 

. M..L- . 
Dans ce cas il faut poser Ao=-], A.1= 

2( 
. ' m. .:; ff .. 

· : , _ n-i)M+2(i-l)m 1 . ' .. t- I 

Arn-]+ I= n - 1 et on aura encore 

max Nk =N-i dans l'intervalle (A·•·-t·, Ai), i =· 1,·2, ·'. .• , f.n2--J,+ 1. 
t:S:k~n · 
L'expression Nt (/..) devient v--:-;- 

Nt (A.)={(n-i+ l)[(n-2)(n-i)+n-Jl] M2+2(i-l)(n-·i+ l)(n-2)Mm+ 
. _ ... , + (i-:--1) [(n-2) (i-~) + n-1] m2} A:-(n-i)(~:--i + l)M2 

- -2(i:_ l)(n-i+ 1) Mm~(i....:...l)(i-=-2) m2 
et tout depend du signe de cette fonction .de . A. dans. I'Intersalle- 
(Ai-1, A..;.). Nous pouvons ecrire , - 

Nt (,\.;.) =2{n-i)~-:;.;(i.:._ l)m {(n-i+ 1)[- 2i2+ (3n+ 2ii:n2-n;.·1J (M_J_m) + 
·· +2(n-i+ 1)[(2n-1)i-n2J(M-m)m+n_(n-1)(2i~1i-l~m2}~- 

- •. - -· . . ~ . -- .. :·~o_. : 
7. - Supposons, en particulier, que m > 0. On voit alors que 

Nt (A.•)< 0 pour' i _< r~-j et il e~t maintenarit 1.)e_1:.rr{is1 -d'ecrire encore 

les formulas ('J).;, qui deviennent · ., ·' .· . ) 
(7') min N.;.(J.)=Nt(A;._,}_=11--. (M~~)[(n~i)(~-i_+l)M2-i(~~~)m2] 

(1- .• _,, 1-i) V(M-m)(n-2i+ I )[(2n-2i+ l)M+(::i-l)m]n-1 

pour i= 1, 2, ... , I~ I · 
Si l'on pose n:--2i=x, .on. verifie aisement que la derivee du 

second membre de (7') est positive pour x > 0. Le plus petit parmi 
les nombres (7') est done - ' . - 
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Pour que l'egalite puisse avoir lieu il faut 
1° que 

n 
~, (n + l)M2+2('r+ l)Mm + (n-3)m2 
~ a"d a,rJ = 4 J=I 

20 que .parrni les elements d'une ligne ( ou colonne) n~ 1 soient 

n-1 egaux a M et les autres -2- egaux a m. 
ti 

Dans ee cas la somme 2 a,1 ak1 est de la forme µ M2 + 
j=I 

+(n-2µ+ l)Mm+(µ-l)m2=µ(M -m)2+(n+1)Mm-m2, fl etant un entier 

(5) Sous la forms 

r 
(n+l)(n+3) M2-(n-l)(n-3) 2 In 2 [(n+1)M+(n-l)ml2 
(n+ l)(M~m)[(1i+ 2)M+(n-2)m] > (n+ l)(M-m)[(n+ 2)M+(n-2Jn•l 

revient a l'inegalite elementaire de BERNOULLI. 

I t1 I< Y~F1 (M-m)11••1 [(n+l)M+ (n--1)m]. 
' 

9 - Le cas n impair est plus interessant. Dans ce cas 
N(;.]+a<"{; .. ]) <O et le minimum est donne par la racine de l'equation 

N[;.] + 1 (A) = 0 qui est egale a 
A'= (?t+ l)M2+2(n+ 1)Mm+(n-3)m2 

n(n+l)M2+ 2(n+ 1)(n-2)Mm+(n2-3n+ 4)m2 
Ce minimum est egal a 

Wn (A')= (n+ 1)(M-m)2[(n+ l)M+(n-l)m]2 

[2 .. l+: 4 Y(n+ l)(M-m)2 [(n+ l)Mf (n-1)m]2n·-z 

qui est effectivement plus petit que (12) (11), Nous avons done le 
'I'heoreme v. Si taus les elements du determinant 11=11a11,11 d'ordr~ 

impair n, sont compris enire deux nombres positifs m et M > m, on a 

lions 10 et 20 il faut que µ > -~. Nous pouvons done affirmer que pour 

n = 4, 6, 8 ii n'y a surement pas de determinants maximisants. 
, Remarque. Le cas n = 2 fait exception. Dans ce cas le determinant I ~ : J peut etre maximisant. 11 faut et il suffit pour cela que · . · 
M =(1 + Y2)m. 

581 MAXIMUM D'UN DE1'El1MINANT 

et pour qu'on puisse placer une troisieme] ligne verifiant les condi- 

MM MM Mmm mm m 

MM Mm mMM Mm m .._._____ ------- 
µ n 

2·-µ 

------.. .---------.. 

n [ (M+m)2 I 
fL = ,f l- (M-m)[(n+l)M+(n-l)m] · 

On doit done avoir µ < 4 · D'autre part on peut toujours ecrire les deux 
premieres lignes d'un determinant maximisant sous la forme 

20 que parmi les elements d'une ligne ( ou colonne) ~ soient 

n egaux a M et 2. egaux a m. 
ti 

La somme ~ a,4 a,.1 est .de la forme µM2 + (n -2µ) Mm+ µm2= 
j=1 

=µ(M-m)2+nMm, ou µ est un entier positif (le cas µ=0 est evidem­ 
ment a exclure si n > 2). Nous trouvons facilement 

i =l= le. 

t1 < Vn"(M-m)n··I [(n+ 2)M-~n-2)m.l" 
I I_ 4n[(n+l)M+(n-l)m]"··I. 

Pour que l'egalite ait lieu il faut 
1° que 

" ~ n2(M+m)~ 
·~a.Id a,.,= 4[(n+l)M+(n-l)m] 

on a 

8. - Supposons d'abord que n soit pair. Nous trouvons alors 

que N(.ii-]+• ()'[;..] > 0 et le minimum cherehe est egal a 

N[n+• (nM:(!.:2)m) dont la valeur numerique est (11), done 

TMoreme IV. Si taus les elements du determinant 6.-= I/ aa.11, 
d'ordre pair n, sont compris enire deu« nombres positifs m et M > m ·, 

(M-m)[(n+l)(n+3)M2-(n-l){n-3)m2) · . . 
n pour n impair, 

4 Y2{M-m)[(n+2)M +(n-2)m]n··1 
{12) 
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